Algebre et analyse 


Cours de mathématiques de premiere année 
avec exercices corrigés | 


$ "y 


Stéphane Balac 
Frédéric Sturm 


sr 
R 


PRESSES POLYTECHNIQUES ET UNIVERSITAIRES HOMANDES Copyrighted material 


Copyrighted material 


Algebre et analyse 


Cours de mathématiques de premiere année 
avec exercices corrigés 


ШЇЇ 


JKZR-NAY -DXBH 


Copyrighted material 


Collection des sciences appliquées de l'INSA de Lyon 


Algebre et analyse 


Cours de mathématiques de premiére année 
avec exercices corrigés 


Stéphane Balac 
Frédéric Sturm 


PRESSES POLYTECHNIQUES ET UNIVERSITAIRES ROMANDES 


La collection des Sciences appliquées de l'INSA de Lyon est dirigée 
par le professeur Bernard Balland. 


Récentes parutions 


Eléments de mathématiques discrétes 
Louis Frécon 


Modélisation cognitive et résolution de problémes 
Guy Caplat 


Matériaux non cristallins et science du désordre 


Jo Perez 


Artificialisme 
Jean-Pierre Micaélli, Joëlle Forest 


AGILE 2003 (Proceedings) 
Michael Gould, Robert Laurini, Stéphane Coulondre, Eds 


Les Presses polytechniques et universitaires romandes sont une fondation 
scientifique dont le but est principalement la diffusion des travaux de l'Ecole 
polytechnique fédérale de Lausanne et de l'Institut National des Sciences 
Appliquées de Lyon, ainsi que d'autres universités et écoles 

d'ingénieurs francophones. 

Le catalogue de leurs publications peut être obtenu par courrier 

aux Presses polytechniques et universitaires romandes, 

EPFL - Centre Midi, CH-1015 Lausanne, par E-Mail à ppur@epfl.ch, 

par téléphone au (0)21 693 41 40, ou par fax au (0)21 693 40 27. 


http://www.ppur.org 


ISBN 2-58074-558-6 

© 20013, Presses polytechniques et universitaires romandes, 
CH = 1015 Lausanne. 

Tous droits réservés, 

Reproduction, méme partielle, sous quelque forme 

ou sur quelque support que ce soit, 

inierdite sans l'accord écrit de V éditeur. 


Imprimé en Italie 


Preface 


L'accueil d'étudiants étrangers à FINSA de Lyon des la premiere année 
du cycle de formation d'ingénieur est un enrichissement pour tous. De maniere 
originale, ce cours en est une parfaite illustration. 


Ce livre est le fruit d'une longue réflexion et d'innombrables échanges 
d'idées entre enseignants. Il refléte également une large expérience de pratique 
pédagogique avec les étudiants. 


Dans le cadre de la filière ASINSA qui accueille pour moitié des étudiants 
asiatiques (Chine, Vietnam, Inde, Malaisie, Thailande, Corée) et pour moitié 
des étudiants francais, les équipes pédagogiques doivent sans cesse adapter leurs 
méthodes en restant dans le cadre des programmes institutionnels. Ces adap- 
tations sont réalisées en concertation avec les différentes disciplines et ont pour 
objectif d'intégrer une pédagogie différenciée pour mieux répondre à l'étudiant 
français ou étranger. Ce cours est une parfaite illustration de cette démarche 
et s'adapte donc également à tout étudiant de Premier Cycle Universitaire. 


Confrontés à d'autres cultures, y compris d'autres cultures scientifiques, 
Stéphane Balac et Frédéric Sturm ont réalisé un ouvrage adapté au plus grand 
nombre d'étudiants sans rien céder sur la rigueur du raisonnement. Nous avons 
tous à y gagner. 


Denia FRIBOULET 
Directeur de la filière ASINSA 


Didier VRAY 
Directeur Adjoint du Premier Cycle 
chargé des filières internationales 
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Avant-propos 


Ce Cours de Mathématiques correspond à l'enseignement que nous dis- 
pensons en première année du cycle préparatoire de l'INSA de Lyon dans la 
filière ASINSA. 


La filière ASINSA est l'une des trois filières de premier cycle internatio- 
nal de l'INSA de Lyon. Elle regroupe étudiants français et étudiants originaires 
de différents pays d'Asie (Chine, Corée, Inde, Malaisie, Thaïlande. Vietnam). 
Compte tenu de la grande diversité du niveau de maitrise de la langue Française 
et de la variété des acquis mathématiques des étudiants arrivant en première 
année, la nécessité de disposer d'un support de cours écrit pour l'enseignement 
des mathématiques nous est apparue plus qu'ailleurs indispensable. Ce docu- 
ment a vu le jour dans un premier temps sous forme de polycopies. Encouragés 
par le Professeur Bernard Balland, nous avons souhaité le rendre accessible au 
plus grand nombre. 


Le livre est divisé en 20 chapitres correspondant au programme d’algebre 
et d'analyse de premiere année de la filiere ASINSA. Ces chapitres sont regrou- 
pés en 5 grandes parties : ensembles numériques fondamentaux, polynömes et 
fractions rationnelles, algebre linéaire, calcul différentiel et calcul intégral. Ils 
couvrent les notions généralement abordées en premiere année de tout premier 
cycle et ce livre pourra donc être utilisé avec profit par les étudiants des dif- 
férents cycles préparatoires intégrés, les étudiants des DEUG scientifiques, les 
étudiants en formation continue, etc. Le livre débute par un chapitre traitant de 
la logique mathématique dont l'objet est de fournir les notions de base utilisées 
lors des raisonnements mathématiques ultérieurs. L'assimilation du contenu de 
ce chapitre n'est pas aisée et nous suggérons au lecteur de s'y référer tout au 
long de l'année afin d'acquérir une bonne maitrise du raisonnement mathéma- 
tique. 


Nous nous sommes attachés à donner des définitions précises et à présen- 
ter des raisonnements rigoureuse ` sans toutefois chercher l'exhaustivité. Ainsi, 
certains résultats énoncés sont admis sans démonstration. D'une manière géné- 
rale, les démonstrations « techniques » sont omises au profit des démonstrations 
pouvant améliorer la compréhension du résultat énoncé, illustrant l'utilisation 
de notions déjà introduites ou mettant en avant des idées ou méthodes sus- 
ceptibles d'étre réutilisées par la suite. Celles-ci sont soigneusement détaillées 


k " " А 3 А 
Le danger dans le traitement mathématique d'un probleme technique, c'est moins la 


faute de calcul, dont on finira toujours par s'apercevoir, que la légère faille dans le raison 
mement qui conduira А des conclusions erronées. # А. Hocquenghem, P. Jaffard, H. Che- 
non, Mathématiques, collection du CNAM, Masson. 
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et commentées et une attention toute particuliere a été apportée à leur rédac- 
tion. Par ailleurs, nous avons, dans la mesure du possible, cherché à motiver 
les notions introduites et à les illustrer par des exemples, des remarques et des 
mises en garde afin de rendre l'apprentissage plus dynamique. Chaque chapitre 
contient de courts exercices visant à tester la bonne compréhension des notions 
introduites. Il se termine par des exercices de synthése qui font appel à la fois 
aux résultats présentés dans le chapitre concerné et aux notions acquises dans 
les chapitres antérieurs. Ces exercices sont souvent issus de devoirs et d'interro- 
gations écrites et doivent permettre d'assimiler des méthodes de raisonnement 
et des techniques de calcul. Les exercices sont intégralement corrigés en fin de 
chaque chapitre. Nous avons tenu à apporter le plus grand soin à la rédaction 
de ces corrigés en y incluant tous les détails utiles à une bonne assimilation. 
Enfin, nous avons essayé de fournir quelques éléments biographiques sur les 
mathématiciens cités dans cet ouvrage à travers formules et théorémes afin de 
mieux situer les résultats présentés dans leur contexte historique. = 


Ce livre a fait l'objet d'une relecture attentive et a bénéficié des com- 
mentaires de Pascale Stephan et d'Aimé Lachal, Professeurs Agrégés à l'INSA 
de Lyon, d'Éric Rannou, Maitre de Conférences au Département de Mathéma- 
tiques de l'Université de Bretagne Occidentale et de Jean-Marie Barbaroux, 
Maitre de Conferences au Département de Mathématiques de l'Université de 
Toulon et du Var. Nous tenons à leur exprimer toute notre gratitude pour cet 
important travail. Il nous est également particulièrement agréable de remercier 
Didier Vray, Directeur Adjoint du Premier Cycle chargé des filieres internatio- 
nales, et Denis Friboulet, Directeur de la filière ASINSA, pour leur soutien et 
leurs encouragements à la rédaction de cet ouvrage. Pour l'accueil compréhensif 
et la confiance qui nous a été accordée, nous souhaitons enfin remercier Ber- 
nard Balland, Directeur de la Collection des Sciences Appliquées de l'INSÁ de 
Lyon, et Olivier Babel, Directeur des Presses Polytechniques et Universitaires 
Romandes. 


Les auteurs recueilleront avec intérêt toute remarque ou suggestion concer- 
nant cet ouvrage. 


Villeurbanne, juillet 2003 


À Anna-Lise, à Caroline et Pierre 


Stéphane BALAC, Frédéric STURM 
Centre de Mathématiques 

21 av. Capelle, INSA de Lyon 
F-69621 Villeurbanne Cedex 


Nous signalons aux lecteurs curieux d'histoire des mathématiques le site The MacTutor 
History of Mathematics archive réalisé par John J. O'Connor et Edmund F. Robertson 
de l'Université de St- Andrew (Écosse) (www-history.mcs.st-andrews.ac.uk) ainsi que 
le site francais ChronoMath (uww.sciences-en-ligne.com/momo/chronomath) réalisé par 
Serge Mehl. 
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ÜHAPITRE 1 


Introduction а la logique 
mathématique 


Au départ de toute théorie mathématique, se trouve un petit nombre d'énon- 
cés que l'on pose comme vrais a priori (on les appelle des axiomes), à partir 
desquels se déduisent d'autres résultats mathématiques, ce qui permet d'enri- 
chir les énoncés considérés comme vrais de la théorie en question. Un résultat 
mathématique qui mérite d'ètre retenu est en général qualifié de proposition. 
D'ailleurs, suivant son importance dans le cadre d'une théorie donnée, il pourra 
aussi étre qualifié de : 

lemme : résultat d'une importance mineure, apparaissant en général en 

préambule de résultats plus importants, 


- théoréme : résultat d'une importance majeure. 


Notons qu'un résultat est qualifié de corollaire à un autre résultat si sn dé- 
monstration découle directement du résultat mathématique dont il est le co- 
rollaire. Un énoncé qui définit un nouvel objet mathématique s'appelle une 
définition. 

Un résultat mathématique est donc un enoncé vrai que lon peut déduire 
d'axiomes ou d'autres résultats mathématiques en s'appuyant sur des règles 
strictes de logique. 


Le but de ce premier chapitre est de préciser certaines regles de logique sur 
lesquelles nous nous appuierons pour justifier les raisonnements utilisés dans 
nos démonstrations. 


1.1 Assertion et prédicat 


Définition 1.1 Une assertion est un énoncé auquel on peut attribuer la va- 
leur de vérité 


vrai (V) ou faur(F), 


mais jamais les deur à la fois. C'est le principe du tiers-exclu. 


II est d'usage de noter une assertion en utilisant une lettre majuscule (par 
exemple F, Q, R). 


4 Les connecteurs logiques 


Exemples 
l. « Paris est la capitale de la France » est une assertion vraie. 
2. L'assertion « 24 est un multiple de 2 » est vraie et « 19 est un multiple de 2 » 


est une assertion fausse. 


Les énoncés que nous reneontrons le plus souvent sont d'une nature plus gé- 
nérale. Par exemple, considérons un entier naturel n. On ne peut pas dire si 
l'énoncé « n est un multiple de 2 » est vrai ou faux puisque sa valeur de vérité 
dépend de l'entier n. Par conséquent, l'énoncé < п est un multiple de 2 » n'est 
pas une assertion. On dit que c'est un prédicat. 


Définition 1.2 On appelle prédicat un énoncé contenant des lettres appelées 


variables tel que quand on remplace chacune de ces variables par un élément 
d'un ensemble donné, on oblienne une assertion. 


Un prédicat contenant la variable x sera noté P(r) pour marquer la dépen- 
dance de sa valeur de vérité par rapport à la variable x considérée. Il est clair 
qu'une assertion peut s'interprèter comme un prédicat sans variable, c'est-à- 
dire comme un predicat toujours vrai ou toujours faux, ce qui nous autorise à 
ne faire référence par la suite qu'à la notion de prédicat, englobant ainsi celle 
d'assertion. 


Exemples 
1. Comme nous l'avons mentionné, l'énoncé P(n) défini par 
« nest un multiple de 2 » 
est un prédicat. Il devient une assertion quand on donne une valeur entiere à n. 
Par exemple, 
- l'assertion P(10) définie par « 10 est un multiple de 2 » obtenue en rem- 
placant п par 10 est vraie; 


l'assertion P(11) définie par « 11 est un multiple de 2 » obtenue en rem- 
placant » par 11 est fausse. 


2. L'énoncé Piz, A) défini par к z£ À » est un prédicat à deux variables. On 
obtient par exemple les assertions 
P(LN) et  P(1/2.Z) 


à partir du prédicat Ріг, A). Il est clair que P(1, M) est une assertion vraie et 
que P(1/2, Z) est une assertion fausse. 


1.2 Les connecteurs logiques 


Les connecteurs logiques permettent à partir de prédicats P, Q, HR, ... de créer 
de nouveaux prédicats dits prédicats composés dont on peut déterminer 
la valeur de vérité à partir des valeurs de vérité de P, Q, HR, ... Les cinq 
connecteurs logiques usuels sont « non P. « et w, w ou », # = w eta 4— p, 


шл 
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1.2.4 Négation, conjonction, disjonction 


Définition 1.3 La négation du prédicat P est le prédicat noté non( P), qui 


est vrai lorsque P est faur, et est faux lorsque P est vrai. 


Il est d'usage de présenter les valeurs de vérité de non( P) en fonction des valeurs 
de vérité de P dans un tableau appelé table de vérité. Pour le connecteur 
logique « non », on obtient la table de vérité suivante : 


Р non(P) 


Exemples 


l. Considérons le prédicat P défini par « 24 est un multiple de 2 ». Il s'agit 
d'une assertion vraie. Sa négation est « 24 n'est pas un multiple de 2 ». Il 
s'agit donc d'une assertion fausse. 


2. À partir du prédicat « x € A », on définit le prédicat « non (x € А) » 
qui s'écrit « r А x. Par exemple, l'assertion « 1/2 Ж » est vraie car 
l'assertion « 1/2 € Z » est fausse. 


3. De méme, à partir du prédicat P( E) défini par 
a E est un ensemble ayant un nombre infini d'éléments », 
on définit le prédicat non(P(E)). Il est donné par 


4 E est un ensemble ayant un nombre fini d'éléments ». 


Définition 1.4 Soient P et Q deur prédicats. 


X Le prédicat « P et Q », appelé conjonction de P et de Q, est un prédicat 
qui est vrai lorsque P et Q sont vrais simullanément, et faux dans tous les 


autres cas. On le note aussi « PAQ». 


X Le prédicat « P ou Q e. appelé disjonction de P et de Q, est un prédicat 
qui est vrai lorsque l'un au moins des deur prédicats P et Q est vrai, et faur 
lorsque les deux sont faur. On le note aussi « P v Q u. 


Les tables de vérité des deux connecteurs logiques « et », et « ou » ainsi définis 


sont donc 
Po [Feo] [219129] 
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Il est à noter que le « ou » du langage courant a un sens exclusif, ce qui traduit 
l'alternative entre P et Q) : ou bien P est vraie (et Q est fausse), ou bien Q 
est vraie (et P fausse). mais P et Q ne peuvent être vrais simultanément. En 
revanche, le « ou » logique n'est pas exclusif. 


Exemples 
l. Le prédicat P défini par « 10 est divisible par 2 » (c'est une assertion) est 
vrai. Le prédicat Q défini par « 10 est divisible par 3 » (c'est aussi une assertion) 
est faux. Ainsi, < P et Q » (c'est encore une assertion) est faux. En revanche, 
« P ou Q » est vrai. 
2. On considère le prédicat P(x) défini par « r < 1 » et le prédicat Oz) défini 
par 4 т > 2 » où т désigne un nombre réel. Alors, le prédicat є F(x) ou Q(z) » 
est défini par 
ere Ï OU r Z 2 P. 

Il est vrai si x € | — oc, IJU [2, +00] et faux si z € |1, 2[. En revanche, le prédicat 

P(r) et Qir) + défini par 


«xr£<letr >2» 


est faux pour tout r € R. 


1.2.2 Implication, équivalence 


Définition 1.5 Soient P et Q deur prédicats. 


X Le prédicat « P => Q x appelé implication de P vers Q, et on lit « P 
implique Q » ou encore « P entraine Q x, est un prédicat qui est faur lorsque 
P est vrai et С) faur, et vrai dans tous les autres cas. 


Х Le prédicat « P => Q » appelé équivalence de P et de Q, ct on lit « P 
équivaut à Q š, est un prédicat qui est vrai lorsque P et Q sont simultanément 
vrais ou faur, et faur dans tous les autres cas. 


Les tables de vérités des deux connecteurs logiques < => » et < += » ainsi 
définis sont donc 


La définition de ces deux connecteurs appellent quelques commentaires. 


Observons que l'implication de P vers Q, telle qu'elle est définie ci-dessus, 
englobe la notion d'implication du langage courant : « Si P alors Q ». En effet, 
si P => Q est vrai, et ві P vrai, alors Q est vrai (ce qui correspond à la 
premiere ligne de la table de vérité de P = QJ. 
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Remarquons qu'au sens du langage courant, une implication exprime une rela- 
tion de cause à effet. Ici, la cause est P et l'effet est Q. Elle signifie que pour 
avoir l'effet, il suffit d'avoir la cause, et en ce sens, on dit parfois que P est une 
condition suffisante pour Q. Elle signifie aussi que la situation oü il y а la 
cause mais pas l'effet est impossible (ce qui correspond à la deuxième ligne de 
la table de vérité de P => Q). Bien entendu, s'il n'y a pas la cause, il peut 
tout de même y avoir l'effet (on retrouve ici la troisième ligne de la table de 
vérité de P => Q). Enfin, il se peut qu'il n'y ait ni la cause, ni l'effet (ce qui 
correspond cette fois-ci à la quatrième ligne de la table de vérité de P => (J). 


Observons aussi que l'équivalence de P et de Q. telle qu'elle est définie ci-dessus, 
correspond à la notion d'équivalence du langage courant. 


Remarques 


l. En pratique, si P, Q et A désignent trois prédicats, alors 
(P = Q)et(Q = R) senote P = Q = В; 
(P => Q)et(Q => R) senote P => Q «== R. 
2. L'implication Q => P s'appelle l'implication réciproque de P => Q. 


1.2.3 Propriétés 


Définition 1.6 Soient R; et Ro deur prédicals (composés ou non). Si A 
est vrai lorsque Ra est vrat et si R. est faur lorsque Ra est faur alors on 
dit que H et Ro ont la même table de vérité ou qu'ils sont logiquement 


équivalents, et on note 
Fi = Ra. 


Dans le cas contraire, on note Ву 2 Ra. 


Exemples 


1. Les deux prédicats P et non(non( P)) sont logiquement équivalents. En effet, 
grâce à la table de vérité 


LP [wn (P) | wenfnn PI 


et en comparant la premiere colonne à la derniére colonne, on se rend compte 
que ces deux colonnes sont effectivement identiques. Ceci peut se résumer en 
disant que la double négation annule la négation. On note alors 


non(non(P)) = P 


Bien évidemment, non( P) x P. 


B Les connecteurs logiques 


2. Soit P un prédicat. On a 


(Pet P) = P 
(PouP) = P ` 
3. Soient P, Q, R trois prédicats. On vérifie facilement les équivalences logiques 
Pet = Ger P 
Poul = QouP 
(PetQ)et R = Pet (Q et R) 
(PouQ)ou R = P ou (Ç ou В) 


Les deux premières (respectivement les deux dernières) expriment que les deux 
connecteurs logiques # et » et « ou » sont commutatifs (resp. associatifs). 

4. Soient P et Q deux prédicats. On a (P et (P ou Q|) = P que l'on peut 
vérifier en comparant la première colonne et la dernière colonne de la table de 
vérité suivante : 


Pa| Png] Pa (PouQ) | 


5. Soient P et Q deux prédicats. On vérifie équivalence logique 
( (non(P) == Q) et (non( P) = non(Q)) ) = P. 


C'est sur cette équivalence logique que nous nous appuierons pour justifier un 
raisonnement par l'absurde (voir p. 18). 


Définition 1.7 Un prédicat composé R qui est vrai quelles que soient les va- 


leurs de vérité des prédicats qui le composent, est appelé une tautologie. 


Exemples 


1. Le prédicat composé < P ou non (P) », construit par disjonction d'un prédi- 
cat P et de sa négation, est vrai quelle que soit la valeur de vérité du prédicat 
P. C'est donc une tautologie. Cela se vérifie en écrivant sa table de vérité : 


| P | non (P) | P ou non (P) 


et en ne constatant que la présence de la valeur de vérité V dans la colonne de 
e P ou non (P) ». 
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2. Soient Р, Q et FR trois prédicats, Vérifions que le prédicat 
( (P = Q) et (Q = R)) = (Р = В) 


est vrai quelles que soient les valeurs de vérité de P, Q et H. Par commodité, 
désignons par A le prédicat є P => Q x, par B le prédicat « (Q => R » et par 
C le prédicat « P => Д ». On doit donc montrer que « (Aet B) => C » est 
toujours vrai. Écrivons la table de vérité : 


I PTQ9Q RIATBTAGB[C AaB) =C 


F Teve] x KA v — 
Еа V |V] V | 


Puisque la dernière colonne ne comporte que la valeur de vérité V, le prédicat 
((P = Q)et (Q => R)) = (P = R) est donc une tautologie qui exprime 
que l'implication est transitive. 


3. Si P, Q et R désignent trois prédicats, on montre de la méme maniere que 
le prédicat 


( (P = Q)et(Q <> R)) = (P = В) 


est vrai quelles que soient les valeurs de vérité de P, Q et R. On dit alors que 
l'équivalence est transitive. 


4. Soient P et Q deux prédicats. Le prédicat 
( P et (P == ©) ) => (J) 


est vrai quelles que soient les valeurs de vérité de P et С). 


Définition 1.8 Deur prédicats composés sont dits incompatibles si leur 


conjonction est fausse quelles que soient les valeurs de vérité des prédicats 
qui les composent. 


Exemples 
1. Le prédicat P et le prédicat non( P) sont incompatibles car 


non(P) | P et non(P) 
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Ce résultat est bien connu. H exprime qu'on ne peut avoir à la fois quelque 
chose et son contraire. 


2. Les deux prédicats « x < l » et « x 2 2» sont incompatibles. 


Proposition 1.1 Soient P, Q, R trois prédicats. 


X On a les équivalences logiques suivantes, appelées lois de Morgan pour les 
prédicats : 


non (P ou (Q) ( non(P) et non(Q) }, 
non (P et Q) ( non(P) ou non(Q) ). 


K On a les équivalences logiques suivantes, 
Po (Qet R) = (Pouß)et (P ou R), 
P et (Q ou HR) (P et Q) ou (P et A), 


qui erpriment la distributivité du « ou » (respectivement du « et ») par rapport 
au «et » (resp. au « ou »J. 


Démonstration La démonstration pour chacune des quatre équivalences lo- 
giques consiste en la comparaison des tables de vérité des prédicats à gauche 
et à droite du symbole d'équivalence logique. Montrons à titre d'exemple la 
premiere loi de Morgan. On a 


P | Q [Pw Q | non (P ou Q) | non (P) | non (9) | non (P) et non (Q) 


En comparant la quatrième colonne et la derniere colonne, on se rend compte 
qu'elles sont identiques, d'où non(P ou Q) = ( non(P) et non(Q) |. а) 


Proposition 1.2 Soient P et Q deux prédicats. On a 


Р = Q ( non(P) ou ©); 
non(P => Q) (Р et non(Q) ): 


P => Q non((Q) => non P); 
Р => Q ((P = Q) et (Q = P)). 


Introduction à la logique mathématique 11 


Démonstration > Montrons que к P => Q» et а non(P) ou Q » sont 
logiquement équivalents. Écrivons la table de vérité de « non(P) ou Q ». On a 


| P | Q | non(P) | non(P) ou Q | 


L'équivalence logique s'en déduit en comparant la derniëre colonne de la table 
de vérité donnée ci-dessus avec la derniere colonnne de la table de vérité de 
«Р => Q + donnée en page 6. 


[> En utilisant la propriété démontrée ci-dessus, on obtient 
non(P = ©) = non(non(P) ou Q) 


= (non(non(P))et non(Q)) d'après la première loi de Morgan 
(Petnon(Q)) car non(non(P)) = P. 


Hi 


> On vérifie facilement les équivalences logiques suivantes : 


non(Q) => non(P) = (non(non(Q)) ou non( P) ) 
(Qounon(P)) car non(non(Q)) = Q 

(non(P)ouQ) car (Qounon(P)) = (non(P)ou Q) 
P = Q. 


> Écrivons la table de vérité de « (Р => Q) et (Q => P)». On a 


РІО P = Q 19 = P | (P = 9) et (Q = P) 


La derniëre colonne de la table de vérité donnée ci-dessus est identique à la 
dernière colonnne de la table de vérité de « P «= Q» donnée en page 6, ce 
qui établit la quatriéme propriété. o 


Exemples 
1. Soient A et B deux ensembles finis. On a 


(Ас В = card (А) < card(B)) = (card (4) > card (B) = А B). 
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2. Soit n € M. Опа: 


(n? pair — п pair) = (п impair => n° impair}. 


Soient P et Q deux prédicats. L'implication « non{Q) => non( P) » s'appelle 
la contraposée de l'implication « P == Q ». On dit aussi que l'implication 
c non(Q) => non( P) + s'obtient par contraposition de a P => б)». 


Si on interprete l'implication de P vers Q comme une relation de cause (ici P) 
à effet (ici QJ, alors sa contraposée traduit le fait que de l'absence de l'effet 
on peut déduire l'absence de la cause. En ce sens, on dit parfois que Q est 
une condition nécessaire pour P. D'après la proposition 1.2, une implica- 
tion et sa contraposée sont logiquement équivalentes. En revanche, il est clair, 
en comparant la troisième colonne et la quatrième colonne dans la table de 
vérité donnée à la fin de la démonstration de la proposition 1.2, que les deux 
implications « P => Q » et « Q => P w ne sont pas logiquement équivalentes. 
On écrit alors 


P = Q $É Q = F. 


L'équivalence de P et de Q s'appelle double-implication. Elle se lit aussi 
a Pour que P, il faut et il suffit que © » et on dit que P (respectivement Q) 
est une condition nécessaire et suffisante pour б) (resp. pour P). 


Remarques 


1. П est immédiat d'apres la proposition 1.2, que les prédicats < P => P w et 
«Р == P = sont vrais quelle que soit la valeur de vérité de P. Ce sont done 
deux tautologies. 


2. On a aussi l'équivalence logique : (P => Q) = (Q € P). 


1.3 Les quantificateurs mathématiques 


1.3.1 Quantificateurs simples 


À partir d'un prédicat Pfr} défini sur un ensemble E, on peut construire de 
nouvelles assertions dites assertions quantifiées en utilisant les quantifica- 
teurs « il existe w et « quel que soit w. 
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Définition 1.9 Soit P(r) un prédicat défini sur un ensemble E. 


X Le quantificateur « quel que soit o" noté V, permet de définir assertion 
quantifiée 
VreE Pix) 


qui est vraie lorsque tous les éléments т de E vérifient Pir). 


À Le quantificateur < il existe », noté Э, permet de définir l'assertion guan- 
tifide 

3reE Pir) 
qui est vraie lorsqu'on peut trouver (au moins) un élément z appartenant à 
E vérifiant l'énoncé P(x). 


Le quantificateur < quel que soit » est qualifié d'universel et le quantificateur 
4 il existe » d'existentiel. 


Exemples 


1. L'énoncé a z? + 2r — 3 € Ü » est un prédicat. Il peut être vrai ou faux selon 
la valeur de z. L'énoncé 


Yz € [3,1] z?+42z-3 <Ü 


est une assertion (quantifiée). Elle est vraie. 


2. L'assertion quantifiée є Yn € N (n — in > Ü # est fausse puisque qu'il existe 
un élément n de N (par exemple тп = 0, m = l. n = 2, n = 3) pour lequel 
l'énoncé < n > 0 » est faux. 


3. Pour signifier que le résultat « Si le carré d'un entier naturel est pair alors 
cet entier est pair » est vrai pour tout entier naturel, on écrit : 


vn € N (n° pair => n pair). 


4. L'assertion quantifiée « Ar € R ri = 4 » est vraie car il existe un élément 
de R qui vérifie z^ = 4 (c'est le cas des deux réels —2 et 2). 


Remarques 


1. П est clair que l'assertion quantifiée « Ar € E Pir)» est automatiquement 
vérifiée dès lors que l'assertion quantifiée є vr € E Pix)» l'est. Par exemple, 
l'assertion 

ize[-3,1] 2 +2=-3<0 


est vraie puisque l'assertion « Vr € [-3,1] z? + 2x — 3 < 0 » est vraie. 


2. Observons que dans une assertion quantifiée, par exemple < vr € E Plr)», 
la lettre z pourrait étre remplacée par n'importe quelle autre lettre; cela ne 
changerait ni le sens, ni la valeur de vérité de l'assertion quantifiée. En ce 


1 z А 
| appelé aussi ü pour tout #. 
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sens, on dit que zr est une variable muette. On pourrait par exemple écrire 
« Vr € E Pir)» sous l'une des formes suivantes 


vy € E Pink, тає E Pia), ЕЕ PÉ), 


3. Lorsqu'il existe un élément de E vérifiant Р(х), cela n'exclut en aucun cas 
la possibilité qu'il en existe plusieurs. S'il en existe un et un seul, on pourra 
écrire 

JireE Pir) 


et on dira qu'il existe un unique élément x de E vérifiant P(z). 


Règles de négation d'une assertion quantifiée 


La négation de « pour tout élément x de E l'énoncé P(r) est vrai » est «il 
existe un élément x de E pour lequel l'énoncé Pr) est faux » et la négation 
de « il existe un élément x de E pour lequel l'énoncé Pr) est vrai w est « pour 
tout élément т de E l'énoncé Pír) est faux ». Autrement dit, 


попут € E Р(х)) = 3ze Е non(P(z)), 
поп{ 3z € E P(z)) Vr € E non(P(z)). 


Exemple Soit Fir} un prédicat défini sur E. On a 
non ( Yx € E (Р(х) = Q(z)) ) = Are Е (Pia) et non(Q(z)) | 
On en déduit 
non ( vz € E (Piz) = Q(z)) ) 
= 3zë E ( (Ps) et non(Q(z))) ou (non(P(z)) et Q()) J: 
Remarque En pratique, il arrive parfois de manipuler des assertions quanti- 
fiées dont le sens est correct mais dont l'écriture ne l'est pas. Considérons par 


exemple l'énoncé < tout nombre réel z positif ou nul et inférieur ou égal à 1 
vérifie l'inégalité z? € z +. Son écriture à l'aide des quantificateurs est 


VveefueR;|usi} sier (1) 
On rencontre parfois cet énoncé écrit de manière abusive sous la forme 
YzER, z&1 zez (2) 


Cette derniere écriture est incorrecte car elle gene la compréhension de l'énoncé 
mathématique. Pour bien se rendre compte que l'assertion (2) est ambigué du 
point de vue de la logique, il suffit d'essayer d'en écrire la négation, П est 
clair que la négation de « Yr € KR,» s'écrit « Ar € Щу». Par contre, on ne 
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sait pas que prendre pour la négation de « z € 1 z? < т». Faut-il prendre 
«roc l et z? > т» ou bien «x > 1 ou r? > т»? Pour répondre à cette 
question, établissons la négation de l'assertion (1) écrite en respectant les règles 
de logique. On a 


поп(уг € [u € R, |u < 1) z < z) = Jr € (uE R} |u £1} x?» z. 


Om se rend compte que la négation ne correspond à aucune des deux formes pro- 
posées puisqu'en écrivant la négation de l'assertion (1) sous une forme analogue 
à l'assertion (2), on a 

JreR, rgi zi zt, 


1.3.2 Quantificateurs multiples 


Considérons maintenant un prédicat P(x.y) à deux variables où x et y re- 
présentent respectivement un élément de l'ensemble E et un élément de l'en- 
semble F. L'énoncé < Vy € F Р(х, р)» est encore un prédicat puisque sa va- 
leur de vérité dépend de la variable z appartenant à E. En revanche, l'énoncé 
& Mare E чує F Plz. y)» est une assertion. Elle est définie comme suit. 


Définition 1.10 Soit P(r.y) un prédicat défini sur les ensembles E et F. 


X L'assertion quantifiée « Vr € E vy € F P(r, y) + est vraie lorsque tous les 
éléments r de E et tous les éléments y de F vérifient Pix, y). 


X L'assertion quantifiée < 3r € E Jye F Pir. y) s est vraie lorsqu'il eriste 
(au moins) un élément т appartenant à E et lorsqu'il existe (au moins) un 
élément y appartenant à F vérifiant Р(х,у). 


Exemples 
1. L'assertion quantifiée « Vr ЄЙ, vn € N (1+ z)? 2 1 » est vraie. 


2. L'assertion quantifiée « dr € R dy € E x + y = 5» est vraie. Il suffit de 
considérer par exemple x = 2 et y = (ou encore z = —2 et y = T). 


3. On se convainc facilement de l'équivalence logique suivante : 
(3lzeE P(z)) = (Ry et R;) 
ou l'assertion À, est définie par є dr € E Piz} » et où Rz est définie par 
Vr E€ E уте Е ( ( P(z) et P(z')) — x gi |, 


L'assertion Ry traduit l'existence d'un élément x vérifiant P(x) et l'assertion 
Ras traduit l'unicité de cet élément. 
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Règles d'utilisation des quantificateurs multiples 


La plupart des énoncés mathématiques demandent pour etre correctement for- 
malisés l'usage successif de quantificateurs différents. On peut ainsi construire 
de nouvelles assertions quantifiées en combinant à souhait les deux quantifica- 
teurs v et 3 définis précédemment. Par exemple, l'assertion < tout nombre réel 
positif ou nul possède une racine carrée positive ou nulle » s'écrit : 


à. 


Yre R, 3u E В, vi = z. 


L'utilisation de quantificateurs multiples doit cependant s'effectuer dans le res- 
pect de certaines régles. 


REGLE 1 : on peut permuter deux quantificateurs identiques. 
( vre Evye F Piz.y)) = (XyeFVz€E P(x,y)), 
(aze E 3y € F P(z.y) ) = (ave Fire Е Р(х,у) ). 
REGLE 2 : on ne peut pas permuter deux quantificateurs différents. 
( Зу e F Vz € E P(z.y)) z (vz CE 3yc F Pizy) ) 


Par exemple, « Vr c R dy € Е т < y » est une assertion vraie puisque si т 
désigne un réel quelconque, alors, en prenant y =#T+1l on a : œ < x + 1. En 
revanche l'assertion «dy € Ë vr ER x < y » est fausse puisque l'ensemble 
des nombres réels n'est pas borné. 


1.4 Les différents modes de démonstration en mathématique 


1.4.1 Raisonnement par hypothèse auxiliaire 


Un raisonnement par hypothèse auxiliaire s'appuie sur l'équivalence logique 
( Pet (P = Q)) = Q. 


Ainsi, si l'énoncé P est vrai et si l'implication P == ( est vraie alors l'énoncé 
С) est nécessairement vrai. C'est la méthode de démonstration la plus courante. 


Exemple Soient A = (2, —3 et B = {x € R | 17 + x — 6 = 0}. Pour montrer 
que A= B on utilise l'implication 


(A CB et card(A) = eard(B) ) => dB. (3) 


Elle sera démontrée au chapitre suivant (voir le corollaire 2.1, p. 30). Ici, P 
est « АС H et card( A) = cardi B) s et CJ est А = B». Commençons раг 
montrer que l'énoncé P est vrai. D'une part, А С H car 2 et —3 sont des 
solutions de l'équation z* + 7 — 6 = 0, et d'autre part, card( A) = card( B) car 
le trinóme 22 + — 6, de discriminant strictement positif, possède deux racines 
réelles distinctes. Puisque l'implication (3) est vraie, on obtient finalement que 
l'énoncé О est vrai, autrement dit que l'égalité ensembliste А = H est vraie, 
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1.4.2 Raisonnement par contraposée 


Il sert à démontrer qu'une implication є P => Q » est vraie. Il s'appuie sur 
l'équivalence logique suivante (voir proposition 1.2) : 


(P = Q) = (non(Q) = non(P)). 


Au lieu de montrer que l'implication « P => (J » est vraie, le raisonnement 
par contraposée consiste à montrer que l'implication « non(() => non( P) » 
est vraie. On fait donc l'hypothèse que l'énoncé non(() est vrai et on montre 
que ceci implique que l'énoncé non( P) est vrai. 


Exemples 


1. Montrons en utilisant un raisonnement par contraposée l'assertion suivante : 
куп € N (n? pair => n pair) x. Pour cela, montrons que : 


Yn є N (non(n pair) = non(n? pair)), 


autrement dit que 


2 


Yn € N (nimpair => n° impair). 


Soit n un entier naturel. Supposons n impair. Il existe un entier p € N tel que 
п = 2p + 1. On a alors 


n? = (2p + 1)? = 2(2p? + 2p) + 1. 


On а ainsi écrit n° sous la forme n° = 2g+ 1 avec q = 2p? + 2p € М. Le nombre 
n? est impair et le résultat est démontré. 


2. Montrons que « Vz € R ( (vz > 0 |z| < z) => z = 0) s. Utilisons pour cela 
un raisonnement par contraposée. On doit donc montrer que 


Yr € R (тоц = 0) == non(ve > Ü [z] <e}), 
autrement dit que 
Vz € R (z#0 == (Je >0 [zl z€) ) 
puisque 
non( We > Ü jz <=) = (32>0 non (|| <e)) = E > Ò |z| ze). 


Soit r € R. Supposons x x Ü et montrons qu'il existe z > Ò tel que |x| ze C'est 
immédiat. Il suffit en effet de prendre £ = |r|/2 puisque |r|/2 est strictement 
positif et [|z] > (1/2. D'une manière générale, z = |т|/@ avec œ 2 1 convient 
aussi puisque, pour tout réel a 2 1, |r|/o > 0 et [z] 2 [z]/a. 


ATTENTION Pour montrer qu'une assertion quantifiée de la forme 
«Vx € E P(r)s est vraie (avec E un ensemble infini), vérifier que 
l'énoncé Pix) est vrai pour un élément particulier de E ne constitue 
en aucun cas une démonstration. Il faut le vérifier pour tous les 
éléments de E. La bonne démarche consiste à se donner un élément quelconque 
x appartenant à l'ensemble E et à démontrer que l'énoncé P(r) est vrai pour 
cet élément zr. 
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1.4.3 Raisonnement par l'absurde 


Pour montrer qu'un énoncé P est vrai, un raisonnement par l'absurde consiste à 
montrer que sa négation, l'énoncé поп P), entraine un énoncé Q et son contraire 
non(Q). Il s'appuie sur l'équivalence logique 


( (non(P) => Q) et (non(P) = non(Q}) ) = P. 


En pratique, on suppose l'énoncé non( P) comme étant vrai et on cherche alors 
un énoncé (noté Q ci-dessus) qui, sous cette hypothese, serait à la fois vrai 
et faux. On dit que l'on a obtenu une contradiction ou que l'hypothèse est 
contradictoire. 


Exemple Montrons en utilisant un raisonnement par l'absurde que vi est 
irrationnel, c'est-à-dire que 


v2 z Q. 


Rappelons que v? est, par définition, le nombre réel positif dont le carré vaut 2. 
Supposons que v 2 soit un nombre rationnel. Il existe un couple (p.q) € N x N" 
avec p et g premiers entre eux (c'est-à-dire sans diviseur commun autre que 1) 
tel que 2 = pig. Élevons au carré l'égalité 4/2 = p/q. On obtient 


2° d 


ou encore 202 = р?, d'ou p? est pair. D'après l'exemple précédent, on en déduit 
que p est pair. I existe donc m € N tel que p = 2m. Puisque p^ = 24^. on 
obtient 

(2m)* = 2g" 


ou encore 2m? = q?, ce qui implique que 42 est pair. On en déduit alors que g 
est pair (voir l'exemple précédent), ce qui signifie qu'il existe m’ € M tel que 
q = 2m'. On a donc fait apparaitre un diviseur commun à p et g (à savoir le 
nombre 2), ce qui est contraire à notre hypothëse « p et q sont premiers entre 
eux w. La démonstration par l'absurde de « V2 Z Q » est terminée. 


Remarque Ce mode de raisonnement est souvent utilisé pour montrer qu'une 
unplication < A => В » est vraie. Rappelons l'équivalence logique suivante : 


non(A == B) = ( Aet non(B)). 
Pour montrer par l'absurde que l'implication є A => B » est vraie, on suppose 


l'énoncé A et l'énoncé non ( B) comme étant vrais et on montre que cela conduit 
à une contradiction. 


Exemple Soient z et y deux nombres rationnels. Montrons l'équivalente 


r4yy/221 = (z21 et y = 0). 
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Dans un premier temps, montrons « £ + uv? = ] = {т =] et y= 0) i en 
utilisant un raisonnement par l'absurde. Supposons d'une part que 


ж + yv2- 1, (4) 


et d'autre part que x # 1 ou y #0. De l'hypothèse y # Ü et de l'égalité (4), il 
vient 

v2 = (1 – z)/y. (5) 
Puisque r et y appartiennent à ©, il est clair que (1 — x)/y appartient aussi à 
Q. L'égalité (5) signifie ainsi que v? est égal à un nombre rationnel, ce qui est 
absurde puisqu'il a été démontré plus haut que y2 g Q. Nous avons ainsi établi 
que y est nul. Il s'en suit, en remplaçant y =Ò dans l'égalité (4), que x = l, ce 
qui termine la démonstration de « x + ру? = 1 = (r=1 et y=0) ». За 
réciproque, l'implication « ( x = 1 et y = 0) =+ Amis ls est immédiate, 
L'équivalence est démontrée. 


1.44 Raisonnement par contre-exemple 


Un raisonnement par contre-exemple sert à démontrer qu'une assertion quan- 
tifiée de la forme « Vr € E Pix) » est fausse. Pour cela, on démontre que sa 
négation est vraie. On a vu que 


non( Vr € E P(z)) = ( 3x € E non(P(z)) ). 


Ainsi, pour montrer que « Vr € E Pir) w est une assertion fausse, la méthode 
consiste à exhiber un élément z de E ne vérifiant pas Pfr). 


Exemples 

1. « toute application de R dans Ж est soit paire soit impaire s est une assertion 
fausse puisqu'on peut trouver une application de R dans R qui n'est ni paire, 
ni impaire. C'est par exemple le cas de l'application x — exp(z). 

2. Considérons l'assertion quantifiée « Yx € R Ye > 0 (|r| <e = r-0)s. 
П s'agit d'une assertion fausse puisqu'on peut trouver un réel z et un réel ғ > ü 
pour lesquels l'implication « (z| < £ => x = Ü » est fausse, autrement dit 
vérifiant « |z| < set x #0». Il suffit par exemple de prendre z = 1 et £ = 2. 


ATTENTION Il ne faut pas confondre l'assertion quantihee 


Vr e R we >0 (lee = z-0) (6) 


avec l'assertion quantifiée 
vz eR [ (ve > 0 |z| <) = 2-0). (7) 


Les differences entre ces deux assertions apparaissent seulement au niveau des 
parenthëses. L'assertion (6) est fausse (nous venons d'en exhiber un contre- 
exemple) tandis que l'assertion (7) est vraie (nous l'avons démontrée en uti- 
lisant un raisonnement par contraposée, voir & 1.4.2). D'où l'importance des 
parenthéses dans les écritures. 
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1.4.5 Raisonnement par récurrence 


De nombreux résultats s'expriment sous la forme « vn € М Pin) » Une dé- 
monstration par récurrence permet de montrer qu'une telle assertion quantifiée 
est vraie. Son principe exprime le fait que si la propriété P(0) est vraie et 
si l'implication є Pin) => Pin + 1) » est vraie (on dit alors que Pin) est 
une propriété héréditaire), alors la propriété Pín) est vraie pour tout entier 
naturel n. 


La méthodologie consiste à : 

- vérifier que la propriété P(0) est vraie; 

- puis démontrer que si la propriété Pin) est vraie alors Pin + 1) est vraie. 

La propriété Pin) supposée vraie est appelée hypothèse de récurrence. 

Comme l'illustre l'exemple suivant, un raisonnement par récurrence peut etre 
utilisé si la propriété Pin) n'est vraie qu'à partir d'un certain rang no où m 
désigne un entier naturel non nécessairement égal à 0. Dans ce cas précis, la 
première étape consistera à montrer que la propriété Pin.) est vraie. 


Exemple Montrons par récurrence que 
VnceN" (14-24... +n) = P+F +... +n. 


Soit P(n) la propriété : (1-2- 2 c... 2 n)? = 1* - 22 +... + п". La propriété 
P(1) est vraie car 12 = 1”, Soit n un entier naturel non nul. Montrons que 
l'implication « Pin) = Pin +1)» est vraie. Supposons la propriété vraie au 
rang 7: (c'est l'hypothèse de récurrence) et montrons qu'elle est vraie au rang 
r + l, c'est-à-dire montrons que 


(1-24 ...--n- 1 = 13 93 +... + (n + 13. 


Partons du terme de gauche pour arriver au terme de droite (c'est ici plus 
simple). Posons 5 = 1 --2--...-- n. On a 


(1 +2+...+ mn + 1) = (S + (n + 1))? = S? 4 28(n + 1) + (n 1). 


Or S qui est la somme des » premiers entiers vaut aussi nn + 1)/2 et par 
ailleurs, d'après l'hypothèse de récurrence, 52 = 1?+2°+...+n°. On a donc 


18423 E... En? + n(n 4-1)? + (n + 1)" 
13 +28 +... + n? + (n + 133. 


[I+2+...+ n + 1) 


Nous avons ainsi montré que pour tout entier naturel n non nul, l'implication 
a Pin} == Pin +1)» était vraie. Le principe de récurrence permet alors 
d'affirmer que l'égalité 

(14-24... njzz1*4-7 x... nŠ 


est vrale pour tout entier naturel n non nul. 
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Récurrence multiple 


Soient g un entier naturel non nul et Pin) une propriété définie pour tout entier 
naturel n > no. Si les propriétés P(no). Pie +1), ..., Ping q— 1) sont vraies 
et si 


(Pin) et Pin+1) et ... et P(n+q-1)) = Pí(n- а), 


alors la propriété Pin) est vraie pour tout n 2 na. On parle alors de récur- 
rence multiple. En particulier, on parle de récurrence double si q = 2 et 
de récurrence triple si q — 3. 


Exemple Soit (un nen la suite réelle telle que ug = 2, uj = 3 et vérifiant la 
relation de récurrence 
vn c N T4 4-2 — diga] ы lin: (8) 


Cherchons l'expression de u, en fonction de п. Pour cela, commençons par 
calculer les premieres valeurs prises par us. Nous les avons regroupées pour n 
variant de Ü à 7 dans le tableau suivant : 


on 0 11215 4 5 61 d 


u 1315 9-17-33 85 |129 


Оп ве rend compte que u, = 2" + 1 pour n € {0,1,...,7}. Montrons que се 
résultat est en fait vrai pour tout n € N, c'est-à-dire que 


neN u = 2" +1. 
Utilisons un raisonnement par récurrence (ici une récurrence double s'impose). 
Soit Pin) la propriété : u, = 2" +1. Les propriétés P(0) et P(1) sont vraies 
car ug = F + 1 et uj = 2! +1. Soit п un entier naturel non nul. Montrons 
que l'implication « (Pin) et P(n--1)) = Р(п +2) » est vraie. Supposons 
que la propriété soit vraie au rang n et au rang n + 1 (c'est notre hypothese de 
récurrence), c'est-à-dire que 


Merl et ms =2"H +1, 
et montrons qu'elle est vraie au rang n + 1, c'est-à-dire que 
Unes 27*7 + 1, 
En remplaçant u, = 2° + 1 et 1,41 = 2^*! +1 dans la relation (8), on obtient 


una = HIHI U HIJ = 3x 271 22x 2^ 4. 1 
= 2x2nt! L1 = 9+2 L q, 


c'est-à-dire tag = 27+2 + 1. Nous avons ainsi montré que pour tout entier 
naturel n, l'implication « (Pin) et P(n--1)) => P(n+ 2) » était vraie. Le 
principe de récurrence multiple permet alors d'affirmer que tin = 2" +1 pour 
tout entier naturel n. 
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CHAPITRE 2 


Structures fondamentales 


2.1 Ensemble et sous-ensemble 


2.1.1 Généralités sur les ensembles 


On peut définir de manière intuitive un ensemble comme la réunion dans 
une même entité de certains objets bien déterminés. On appelle ces objets les 
éléments de l'ensemble. Ce ne sont pas nécessairement des nombres. 


П est d'usage de noter un ensemble en utilisant une lettre majuscule et un 
élément en utilisant une lettre minuscule. Ainsi pour signifier que x est un 
élément de l'ensemble E on écrit x € E et on lit « z appartient à E w. Six n'est 
pas un élément de E on écrit x € E et on dit que « x n'appartient pas à E ». 
Si x et y sont deux éléments de E, on notera x = y si ces éléments sont égaux 
et x x y s'ils sont différents. 


Exemples usuels d'ensembles de nombres : 


ensemble des nombres entiers naturels, 
ensemble des nombres entiers relatifs, 
ensemble des nombres rationnels, 


ensemble des nombres réels, 


CO SC ba ш 


ensemble des nombres complexes. 


Signalons que nous devons la notation Z au mathématicien allemand Richard 
Dedekind (du mot allemand zahl qui signifie к nombre w) et les notations N 
et © au mathématicien italien Giuseppe Peano (des mots italiens naturale et 
quoziente qui signifient respectivement < naturel # et a quotient xs). Le terme 
« réel » (real en allemand et en anglais) pour désigner un nombre rationnel ou 
irrationnel, fut utilisé par Georg Cantor. 


Un ensemble peut se définir de deux maniéres : 


— soit en extension : on dresse la liste de tous les éléments. L'ordre, ainsi 
qu'une éventuelle répétition des éléments sont sans influence. Ainsi 


{a,b,c,d} = [b.c a, d} = [a,b a, c, d, d]. 
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soit en compréhension : on énonce une propriété caractéristique des élé- 
ments de l'ensemble. 


On peut représenter graphiquement un ensemble à l'aide d'un diagramme de 
Venn. 


Exemple Considérons l'ensemble A défini en extension par 
А = (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9]. 


Il peut aussi être défini en compréhension par À = Ir € N | ü < x < 9j. Le 
diagramme de Venn de l'ensemble À est donné à la figure 1. 


Fig. 1 Représentation à l'aide d'un diagramme de Venn de À = 
ireNj0üerz 9. 


Définition 2.1 X Un ensemble E est dit fini lorsque le nombre d'éléments 
qui le composent est un entier naturel. Dans ce cas, le nombre d'éléments est 


appelé le cardinal de l'ensemble. On le note card (E). 
K Un ensemble qui n'est pas fini est dit infini. 


Exemple À = Tr £ N| O0 < x < 91 est fini de cardinal card (А) = 10. 


Définition 2.2 X Un ensemble est dit vide lorsqu'il ne contient aucun élé- 
ment. On le note H. Par convention, 


card (i) 


X On appelle singleton un ensemble qui ne contient qu'un seul élément. Son 
cardinal est 1. 
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2.1.3 Partie, sous-ensemble 


Définition 2.3 Soient A et B deur ensembles. On dit que A est inclus dans 
B (ou que « À est contenu dans B » ou que « B contient À +), et on note 


A С B si tout élément de A est un élément de B. L'ensemble A est alors 
qualifié de partie ou de sous-ensemble de B. 


En d'autres termes, А et H désignant deux parties d'un ensemble E, A est 
inclus dans H si 
vr €&€ E (ze A => тєв). 


En utilisant les rëgles de négation d'une assertion quantifiée, on vérifie les équi- 
valences logiques suivantes 


AZB 


non( AT B) 

= non(Vr€ E (r € A => xr € B) ) 

= jreEnon(r& Á => z€ B) 

= dreE(reA et non(re B)) 

I7 EE (r€ A et z g B). 

Ainsi, À n'est pas inclus dans B s'il existe (au moins) un élément de А qui 
n'est pas un élément de B. 
Exemples 
L. N c Z c Q c R c C. 


2. Q Z Z car 3 € Q et I g Z. 
3. N Z R car 0 E Net ое Е", 


Remarques 
l. Par convention, l'ensemble est inclus dans tout ensemble. 


2. L'inclusion est à prendre au sens large puisqu'un ensemble peut ètre inclus 
dans lui-même. 
3. Si A et B sont deux ensembles finis et si A C B alors card (A) < card ( B). 


4. Solent А. B et C trois sous-ensembles de E. Si АС B et B C C alors 
A c C. 


Définition 2.4 On dit que deux ensembles E et F sont égaux (ou iden- 
tiques), et on note E = F, si tout élément de E est élément de F et si tout 
élément de F est élément de E. Autrement dit, 


E=F «= (EcF et FCE). 


Dans le cas contraire, on dit qu'ils sont distincts et on note E z F. 
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Exemple On considère les trois sous-ensernbles finis de R suivants : 


A-í(reR|z?*-3r-2-0] (défini en compréhension) 
В = {1,2} (defini en extension) 
C = 11,2, 2) (defini en extension) 


Alors A — H et B x C, Bien entendu, B c C. 


2.1.3 Ensemble des parties d'un ensemble 


Definition 2.5 Soit E un ensemble. Les sous-ensembles de E forment un 
ensemble appelé ensemble des parties de E et noté P( E). Autrement dit, 


A € P(E) signifie que A C E. 


Remarquons que les éléments de P( E) sont des sous-ensembles de F et non pas 
des éléments de E. De plus, contrairement à l'ensemble E qui peut ötre vide, 
l'ensemble P( E) n'est, lui, jamais vide puisqu'il contient au moins les ensembles 
Ü et E. Par exemple, si E = {a,b,c} alors 


P(E) = (0. {a}, {5}. {с}. {a,b}, (a. c). {b,c}, {a,b,c} }. 
En comptant les éléments de P(E), on remarque que l'on a 
card(P(E)) = 23 = 8. 


Ce résultat se généralise. 


Proposition 2.1 Si E est un ensemble fini de cardinal n alors l'ensemble 
PIE} est fini et 


card (P(E)) = 2". 


Démonstration П suffit de dénombrer, pour p variant de Ü à n, le nombre de 
manières de choisir (sans ordre, ni remise d'apres la définition d'un ensemble, 
voir page 23) p éléments parmi les п éléments de l'ensemble E. On dénombre 1 
ensemble à 0 élément (c'est l'ensemble 0), n ensembles à 1 élément (ce sont les 
singletons}, C2 ensembles à 2 éléments, CF ensembles à 3 éléments, ..., C? = 1 
ensemble à т éléments, où, pour tout p € (0,1,..., n], CP est l'entier naturel 
défini par 
an п! 
" plx(n=p)! 


On en déduit 


card(P(E)) = OU +С, C2 ++... + = у CE. 


p-u 
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: de T - 
Il reste à vérifier que pen CP = 2", Utilisons la formule ` du binôme de New- 
ton : pour tout réel a, pour tout réel b et pour tout entier naturel n, 


FE 
(a À. b)" = У ` Capa P, 


p-u 


En prenant а = b = 1, on obtient ER pr Г] 


p=] 


2.1.4 Opérations sur les ensembles 


Définition 2.6 Soient E un ensemble et A, B deux sous-ensembles de E. 
L'union des deur ensembles A et B, notée AU B, est l'ensemble constitué 
par les éléments de Е appartenant à A ou à B, c'est-à-dire : 


Aug Ë (rE E[ ze Aouz e B}. 


Il est évident que A et B sont des sous-ensembles de AU B, c'est-à-dire que 
AC(AUB) et Bc{AUB). 
De plus, si À C B alors AU B = B. On vérifie que 
Auß=4 AUA=A et AUE=E. 


L'union possède les propriétés suivantes : soient A, B, C trois sous-ensembles 
de Ё: 


l'union est commutative, AU B = BU À: 


— l'union est associative, AU (BU 0) = (AU B) UC, 


Définition 2.7 Soient E un ensemble et À, B deux sous-ensembles de Е. 
Lintersection des deur ensembles A et B, notée ANB, est l'ensemble consti- 
tué par les éléments de Е appartenant à А ct à B. Autrement dit 


An B © {reElreAetre В}. 


Si An B = alors les deur ensembles A et B sont dits disjoints. 


L'intersection de A et B est à la fois un sous-ensemble de А et un sous-ensemble 
de B, c'est-à-dire 


(АПВ) сА et (AnB)c B. 


"Elle est donnée et démontrée dans le cas général en page 72. 
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De plus, si AC B alors AN В = A. On vérifie également que 
And = 0, АПА= А et An E= A. 


L'intersection possède les propriétés suivantes : soient A, В, C trois sous- 
ensembles de E : 
~ l'intersection est commutative, AN B = BNA; 


- l'intersection est associative, Ann (BNC) = (An B)n C. 


À l'instar des connecteurs logiques « et », « ou », l'intersection et l'union vérifie 
les deux propriétés suivantes : 


An(BuC)s(AnB)uU(AnC) et AU(BNC) = (AU B)N(AUC), 
ce que l'on visualise aisément en représentant les diagrammes de Venn. On dit 


que l'intersection (respectivement l'union) est distributive par rapport à l'union 
(respectivement l'intersection). D'où l'importance des parenthèses. 


AUB ANB 


Fig. 2 Représentation, en grisé, de l'ensemble AUB (à gauche) 
et de l'ensemble À r1 B (à droite). 


Définition 2.8 Soient E un ensemble et A, B deux sous-ensembles de E. La 
différence des ensembles A et B, notée A\ B, est l'ensemble constitué par 
les éléments de A qui n'appartiennent pas à B, c'est-à-dire : 


def. 


A\B = [z€ E| ze Aet z B). 


L'ensemble À \ B est donc par définition un sous-ensemble de A. L'ensemble 
HA А est, lui, un sous-ensemble de B (voir fig. 3). Il est donc clair que 


A\B#B\ A. 
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| Définition 2.9 Soit A une partie de l'ensemble E. On appelle complémen- 
taire de A dans E le sous-ensemble de E, noté Ce (A), constitué des élé- 
ments de E qui n'appartiennent pas à A, c'est-à-dire : 


Ce (4) < (re E| ze AJ = EVA. 


Exemple Soit A = {z € N | 0 < z< < 9). Опа Cy (A) = (ze N | z > 9). 
L'ensemble A est aussi un sous-ensemble de Z mais on a 


Cz (А) = {= E€Z|z>90uzx <0} #Cu(A). 
П est évident que : Ce (0) = E et СЕ (E) = 0. De plus, on a 
Ce (СЕ (4) = А, АпбЕ (А) =0 et AUBE (А) = E. 


AB B\A Ce (A) 


Fig. 3 Représentation, en grisé, des ensembles A\ D (à gauche), 
B А (au centre) et Le (A) (à droite). 


Rappelons que lorsque deux ensembles finis A et B sont disjoints (c'est-à-dire 
lorsque An В = @), compter les éléments de l'union revient à compter les 
éléments de A, à compter ceux de B et à en faire la somme, ce qu'on écrit 


card (AU В) = card (A) + card (B) si АПВ = Q. 


Lorsque АГ В Æ Ü, cette manière de procéder conduit à compter deux fois 
les éléments appartenant à lintersection de ces deux ensembles. Ainsi, pour 
connaitre le cardinal de l'union, il ne faut pas oublier de retrancher à la somme 
des cardinaux le cardinal de l'intersection. On a donc le résultat suivant : 


Proposition 2.2 Soient A et B deuz parties finies d'un ensemble E. On a 


card (AU B) = card (A) + card (B) — card (An B). 


On en déduit le résultat suivant. 
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Corollaire 2.1 Soient A et B deux parties finies d'un ensemble E. Si A c B 


et card (A) = card (B) alors A = B. 


Demonstration Le cardinal de l'ensemble À U (B \ A) vérifie d'après la pro- 
position 2.2: 


card (AU (B V AJ) = card (A) + card {B \ A) — card (AM (B V Ау). 


Or An (B À) = ñ. Donc card (An (B A)) = 0. Par hypothèse A C B, ce 
qui implique que AU(B\ A) = B. Ainsi, 


card (B) = card (A) + card (B А). 


L'hypothèse card (A) = card (B) implique que card (B V A) = 0, c'est-à-dire 
que: B\ А = 0. On a alors nécessairement A = B. Ci 


Si E est un ensemble fini alors, pour toute partie А de E, on a 


card (Le (A)) = card (E) — card (A). 


On se convainc facilement des résultats suivants à l'aide des diagrammes de 
Venn. 


Proposition 2.3 (Lois de Morgan pour les ensembles) Soient A et B 
deur sous-ensembles d'un ensemble E. On a les relations suivantes appelées 


lois de Morgan : 


Ce (AU B) = Ce (A) gt ), 


Ce (AN B) = Ce (А) обе (B). 


Exercice 1 Soient A, B et C trois parties d'un ensemble E. Donner une écri- 
ture simplifiée de : 


L(Au(AnB)nB. 
2. (An B)u(AnDg(B)). 
3.Ce(AU B) N (C UCE LA). 
4.((AUS)Hn(B8NCHVU(AUC). 
5. (AU B)N((BNC)UVU (Аш CY). 
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2.1.5 Produit cartésien 


— 


Définition 2.10 Soient Ej, Ez... En des ensembles non vides. 


X On appelle produit cartésien des ensembles Ej. Eo, .... En l'ensemble 
noté E, x Es x ... x En, constitué des n-uplets (11.29...., tp) avec x; € E; 
pour tout i € [1,2 п}. En d'autres termes, 


E, x Es x... x En де [ETE CERE IET € Er, ta € En... Zn € En}: 


En particulier, un 2-uplet est appelé un couple et un 3-uplet un triplet. 


X Deur n-uplets (X1,..., En] et (zi... z) sont égaux (ou identiques) si 


Vie (1,2,...,n) ш =. 


7 


rara | = Tast 
On écrit alors (Fi, 24) = (ri... 
On convient de la notation suivante 


[a "Ех Бух... x En, 
Ges) 


En particulier, pour tout n € Nr. on note 


rat. 


E" =" Ex Ex... x Е. 
p——— 
n. fois 
П ne faut pas confondre un n-uplet (zj, za, n h qui est une liste (ordonnée) 
d'éléments non nécessairement distincts, avec l'ensemble [r1,23...., r4]. Ce 


sont deux objets mathématiques de nature différente puisque 


H n 
(z1.82....+8n) € ][ E et Le, zs. za] € P( UJ E). 
1-1 iml 


Un n-uplet se note avec des parenthöses et un ensemble avec des accolades. 
Par exemple, considérons un élément x d'un ensemble E et un élément y d'un 
ensemble F. On a 


(r,y)& Ex F et [r,ybeP(EUF). 


П est important de noter que lorsqu'on écrit (x, y), l'ordre des éléments est pris 
en compte, alors que l'ordre n'a aucune importance pour l'ensemble (x. y]. Par 
exemple, 

{х,у} = {ur}. 
En revanche, les deux couples {z y) et (yr) ne sont en général pas égaux. 
D'ailleurs si E x F, ils n'appartiennent pas au méme ensemble produit puisque 


[z € Ex F et {ште Fx E. 
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F RE À 

ER an dës Š NC 6 
3 — Bee 2 
AS ó gai cte 
14. cb ne 


Fig. 4 Diagramme cartésien représentant l'ensemble produit 
E x F pour E = {a,b,c} et F = (1,2,3,4). Les éléments de 
E x F sont représentés par des disques « o x, 


Enfin, dans un couple, deux éléments peuvent étre égaux si les deux ensembles 
E et F ont des éléments en commun. Ainsi, six € ENF alors on peut considérer 
le couple (2,2) € E x F. Par contre, on a [z,2] = {2}. 


Exemples 
1. Pour tout ne № R" = [(zi,...,z,) | zi € R... z. € R). 
2. Soient E = (a,b, c] et F = (1,2, 3,4). On a 
ExF = La. 1). (a, 2), (a, 3), (a, 4), 
(b, 1), (b, 2), (b, 3), (B, 4), (c, 1), (c, 2), (c. 3), (e, a}. 


Le produit cartésien E x F est représenté sur la figure 4 sous une forme appelée 
diagramme cartésien. Il contient 3 x 4 couples, autrement dit 


card( E x F) = 12. 


Le diagramme cartésien permet de compter tous les couples de E x F selon un 
balayage horizontal ou un balayage vertical. 


— Utiliser un balayage horizontal revient à écrire 
E x F = (E x {1}) U (E x {2})U(E x (3)) U (E x {4}) 


avec E x (j) = {la, 5), (5.3), (6,3)] et card(E x {jl} = 3 j € {1,2,3,4}. 
Utiliser un balayage vertical revient à écrire 


E x F = ((a) x F) u ((b) x F) u ({с} x F) 


avec (8) x F = [(f,1), (f, 2), (f, 3), (£, 4)) et card({£} x F) = A YE € (ab, c). 
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C'est exactement cette manière de procéder que nous généralisons dans la dé- 
: + e e I Fa (2) 
monstration suivante pour compter les éléments d'un produit cartésien. 


Proposition 2.4 Soient E et F deux ensembles finis. On a 


card (E x F) = card (Е) x card (F). 


Démonstration Désignons par n le cardinal de E et par m celui de F. On 
remarque que : 


ExF=|J (Ex (f) avec (Ex (f)n(Ex (D = 0 s f AF 


ТЕЕ 


Om dit que l'on a utilisé un balayage horizontal. En utilisant la proposition 2.2 
on en déduit 


card (E x F) = S card(Ex(f))=n+n+...+n=m x n, 
— N n 


Fer m fois 


c'est-à-dire, card (E x F) = card (EY x card (F) ; ce qui termine la démonstra- 
tion. Г] 


2.2 Relation, fonction, application 
2.2.1 Relation 


Définition 2.11 Soient E et F deur ensembles. 


X On appelle relation (on dit aussi correspondance) R de E vers F tout 
triplet 

(E.T, F) 
oü est une partie du produit cartésien E x F. L'ensemble E s'appelle Pen- 


semble de départ de R. l'ensemble F s'appelle l'ensemble d'arrivée de 
R et le sous-ensemble T de E x F s'appelle le graphe de R. 


X Si (zr, y) € Г, on dit que x est en relation avec y par la relation Te, ce que 
l'on note 


r Ry. 
L'élément y est appelé image de x par R et l'élément x est appelé antécédent 
de y par R. 


"ite propriété de la proposition 2.4 se résume ainsi : le cardinal du produit est égal au 
produit des cardinaux, C'est là l'origine du mot є produit + dana produit cartéaien. 
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Exemple Considérons les ensembles E = {a,b,c,d}, F = {1,2,3,4} et 


Г = ((a, 1), (a, 2), (a, 3), (6,3), (c, 1), (с, 3)]. 


On vérifie que Г est un sous-ensemble de E x F. Le triplet (E.T. F) définit 
donc une relation R. On a 


akl, aK2, акд, БЗ, eRl et ecR3. 


On peut représenter cette relation (voir fig. 5) : 


— soit à l'aide d'un diagramme sagittal dans lequel une flèche va de x € E 
vers y € F si r Ay, 


soit à l'aide d'un diagramme cartésien. 


Fig. 5 Diagramme sagittal (dessin de gauche) et diagramme 
cartésien (dessin de droite) représentant la méme relation 
R = (ET, F) avec E = (a,b cd), F = (1,2,3,4) et Г = 
{ (а, 1}, (a. 2), (а, 3), (6.3), (е, 1), (e, 3)}. Dans le diagramme car- 
tésien, parmi les éléments de E x F, ceux appartenant au graphe 
T sont représentés par des disques noirs « e ». 


Remarque Comme l'illustre l'exemple précédent, dans une relation, un élé- 
ment de l'ensemble de départ peut étre en relation : 


- soit avec plusieurs éléments de l'ensemble d'arrivée (par exemple l'élément 
a est lié à 1, à 2 et à 3), 


- soit avec un seul élément de l'ensemble d'arrivée (par exemple l'élément b 
n'est lié qu'à 3), 


soit avec aucun élément de l'ensemble d'arrivée (par exemple l'élément d 
n'est lié à aucun élément de F). 
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2.2.2 Fonction 


Définition 2.12 Soient E et F deur ensembles. Une relation f d'ensemble 
de départ E, d'ensemble d'arrivée F et de graphe T est appelée une fonction 
de E vers F si tout élément de E est en relation avec au plus un élément 
de F (c'est-à-dire avec un élément ou avec aucun élément). On note alors 


J:E—>F m ELF 


Soit (r,y) € Г. Four signifier que y est en relation avec торат la fonction f, 
on écrit y = f(x). 


Remarques 


1. Pour une fonction, nous abandonnons donc la notation x fy au profit de la 
notation y = f(z}. 

2. Si y est en relation avec r par la fonction f alors y n'est plus une image de 
r mais l'image puisque, si elle existe, l'image est forcément unique. 


Fig. 6 Diagramme sagittal de la relation f = (EU EI avec 
E = (a,b, c, d), F = (a, 8,4. 6,6) et Г = {(a,a), (b œ), (e &)]. 


Exemples 


l. La relation définie à la figure 6 est une fonction puisque de tout élément 
appartenant à l'ensemble de départ E, il ne part au plus qu'une seule flèche. 
On peut donc écrire : 


Қа) =а= Р) et Хе) =. 
Remarquons que d n'a pas d'image par f. 


2. La relation f = (R,T, R) oü T = [(z,y) € R? | y = 1/(z — 2)) est une 
fonction que l'on note : 


f:R => R 1 
1 ou f:reR— —— ER. 
DR i= == x=? 


r—2 
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Le réel 2 n'a pas d'image par f. 


Remarque Soit f une fonction de E vers F. Si l'image d'un élément r de E 
par f existe, celle-ci est forcément unique. En revanche, si l'antécédent d'un 
élément y de F existe, alors il n'est pas forcément unique. Considérons par 
exemple la fonction f : z € R ++ x? є R. L'antécédent de —1 par f n'existe 
pas et l'antécédent de 4 par f n'est pas unique puisque f(—2) = f{2) = 4. Les 
réels 2 et —2 sont deux antécédents de 4 par f. 


Définition 2.13 Soient E, F deur ensembles et f une fonction de E vers F. 
On appelle ensemble de définition (ou domaine de définition) de la 
fonction f, et on note Ру, l'ensemble des éléments de E ayant une image 


par f. En d'autres termes : 


D, Ei (ze E|3y € F у= f(x). 


Le domaine de définition est un sous-ensemble de l'ensemble de départ. 


Exemples 


1. Reprenons l'exemple de la fonction f : (a,b, c, d] — Je, 8, y. 6, б} définie 
par fla) = a = f(b) et f(c) = & (voir la fig. 6). On a Dy = {a,b,c}. 


2. Soit la fonction f : z € R +> 1/(z—2) € R. On a Dy = R \ (2). 
3. Soit la fonction g : x € R ++ x" € R. On a D, = R. 


2.2.8 Application 


Définition 2.14 Soient E ct F deur ensembles. Une fonction f de E vers F 
est appelée une application si son domaine de definition est E, c'est-à-dire 
81 

Р; = Е. 


(8) 


L'ensemble des applications de Е vers F est noté FF ou ALE, Fy. 


Exemple Considérons les deux applications de la figure 7. La fonction f n'est 
pas une application car l'élément de E n'a pas d'image par f, autrement dit 
car Dr = (a,b, c] est strictement inclus dans Е; 


D;={abc} et РЕ. 


En revanche la fonction g est une application puisque tout élément de l'ensemble 
de départ E possede une image par g, autrement dit puisque D, — E. 


Dans la notation EP. l'exposant correspond à l'ensemble de départ. 
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: F+ B | 
KS fonction Ne | N = application ve / 


Fig. 7 Diagrammes sagittals représentant une fonction f : 
E — F (dessin de gauche) et une application а: E — F 
(dessin de droite) avec E = (a, b, c, d) et F = (n, 3, á, 7,8}. 


Définition 2.15 Soient f ef g deur applications de E vers F. On dit que les 
applications f et g sont égales, et on note f = g, si: 


Yz EE Ја) = ох). 


Définition 2.16 Soient E, F deur ensembles et f une application de Е vers 
F. On appelle image d'un sous-ensemble 4 de E par f le sous-ensemble 
de F, noté f( A), défini par 


ra) Ï 


{ f(x) | z € A}. 


En particulier, on appelle image de f, et on note f( E), l'image de E par f. 
Autrement dit, 
déf. 


SE) = (fæ) | z € Ej. 


Étant donnés une application f : E => F et un sous-ensemble A de E, on 
vérifie facilement que l'image de A par f est un sous-ensemble de f ( E), qui est 
lui-même un sous-ensemble de l'ensemble d'arrivée F. En d'autres termes (voir 
la fig. 8), 


ACE = HI,A)c (E) C F. 


Exemples 
1. Soit l'application f : ze R\ {2} — — € R. On a f (RV {2} = 


2. Soit l'application g : z € R — z^ € R. On a g(R) = R 
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Fig. 8 Illustration de la propriété : étant donnée une applica- 
tion f de E vers F, si A C E alors f(A) C f(E) C F. 


Définition 2.17 Soit E un ensemble. L'application de E vers E qui à z as- 
socie x se note ide et s'appelle l'identité de E. On a 


idg : TEE =+ z E Е. 


Résolution d'une équation : généralités 


On désigne par E et F deux ensembles. On considere l'équation (E) suivante 
(E) Да) = 


où f : E — F est une application, x un élément de l'ensemble de départ E et 
b un élément de l'ensemble d'arrivée F. Résoudre l'équation (E), c'est trouver 
tous les éléments x appartenant à E qui vérifient cette équation et on dit que 
les données du probléme sont l'application f ; E =+ F et le second membre 
bc F;linconnue du probléme est x € E. 


On note 5 l'ensemble des solutions de (E). Cet ensemble est constitué des 
éléments de E qui ont pour image l'élément be F par f. Autrement dit, 
def. 

s Ï tz e E| f(x) =b). 
Etant donnés l'application f : E =+ F et le second membre b € F, la réso- 
lution d'une telle équation peut conduire aux cas suivants. П peut arriver que 
l'équation (E) n'admette pas de solution (on a alors 5 = 0). On dit que l'équa- 
tion (E) est impossible. Cela arrive lorsque b n'appartient pas à l'image de f. 
Autrement dit 

Se <= bë (Е). 
Dans le cas contraire (b € /(Е)), l'équation (E) est dite possible. En effet, 
bc f(E) signifie qu'il existe au moins un élément Z £ E tel que fir) = b. Deux 
cas peuvent alors se produire : 
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— il se peut que 7 soit l'unique solution. Trouver z, c'est résoudre complète- 
ment l'équation (E); 

— il se peut qu'il en existe d'autres. Trouver une solution X, c'est résoudre 
partiellement l'équation (E). 


Exemple Soit f : R — R l'application qui à x associe z^. On vérifie que 


- Dans R, l'équation z^ = —4 n'a pas de solution car —4 g f(R). On a 
$ = 0. 
- Dans R, l'équation z? = possède une solution puisque 0 € f(R). On a 
5 = [0]. 
- Dans R, l'équation x? = 4 possède une solution puisque 4 € F(R). On a 


S = {—2,2}. 


Remarque Une mauvaise rédaction due A une erreur de raisonnement peut 
conduire à écrire des absurdités, comme en témoigne l'énoncé suivant. Lisez-le 
attentivement. À première vue, le raisonnement suivi semble correct et appa- 
remment sans faille. Ce n'est bien sür qu'une illusion car, tel un couperet, le 
résultat final « 1 = —2 w est là pour indiquer qu'une erreur a de toute évidence 
été commise. Sauriez-vous indiquer à quel endroit se trouve l'erreur dans le 
raisonnement ? (la réponse est donnée en fin d'énoncé) 

Considérons dans R l'équation suivante 


si = x= 1. (1) 


Puisque Ü ne vérifie pas cette équation, divisons par x membre à membre. Après 
réarrangement des termes, nous obienons 
1 
-- = x = 1. 2 
- (2) 
En regroupant les deur égalités (1) et (2), nous en déduisons la troisième égalité 
1 
х = ==, (3) 
=L 


Finalement, puisque x est non nul, nous mulliplions par x l'égalité (3) pour 
obtenir l'équation 
т = -1 (4) 
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dont —1 est de toute évidence une solution. Injectons cette solution dans l'éga- 
lité (1). Nous obtenons finalemant que 


] = —2. 


SOLUTION Notons S, (respectivement 5s. 53 et 54) l'ensemble des solutions 
de l'équation (1) (resp. des équations (2), (3) et (4)). Toute solution de légua- 
tion (1) est solution de l'équation (2), et inversement (il n'y a pas d'erreur dans 
l'énoncé à ce niveau-là). On a ainsi l'équivalence 


x T € S, => TE donn. 


De mème, toute solution de l'équation (3) est solution de l'équation (4), et 
inversement (il n'y a là non plus pas d'erreur dans l'énoncé). On a l'équivalence 


“TE dq к= T E дда». 


Intéressons-nous maintenant au passage de l'équation (2) à l'équation (3). Si x 
est solution de (2) alors x vérifie les équations —1/r = r—1et z2 = r-— 1. 
Donc r* = =1/x et z € ën, On a l'implication 


TE So == ï € 54 0. 


Par contre, la réciproque est fausse ` 53 n'est pas inclus dans & puisqu'il est 
clair que —1 € & mais —1 € ën, Autrement dit, toute solution de (3) n'est 
pas solution de (2). L'erreur s'est donc produite à ce niveau-là de l'énoncé. 
Elle vient du fait que cette implication a été traitée comme une équivalence. 
Moralité, une rédaction rigoureuse est nécessaire. 


Application composée 


Définition 2.18 Soient E, F et G trois ensembles et f : E — F etg: 
F — G deur applications. On appelle application composée de f et o 
l'application de E vers G. notée g o f : E — G, définie рат: 


wee E (oefe) Ë alfa). 


Soient f: E => F et g: F—G deux applications. On a les inclusions (illus- 
trées sur la fig. 9) : 
(gef)(E) C 9(F) C G. 


Remarques 

1.81 f: E — F et q : F => G sont deux applications alors l'application 
composée go f a bien un sens : c'est une application de E vers G et on note 
de facon symbolique 


EJd.F.G a Ede. 
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Fig. Ө Illustration de la propriété : (go f)(E) C g(F) C G. 


En revanche, l'application composée f o g n'est pas définie sauf si g(F) C E. 
On dit que la composition n'est pas commutative. 


2. Soient E, F, G et H des ensembles. On vérifie que pour toutes applications 
J: E =F. a: F = Geet h: G — Н, опа 


(hog) o f = ho(go f). 


On dit que la composition est associative. 


3. Soit f une application de l'ensemble E dans lui-méme. L'application com- 
posée f o f est elle-méme une application de E dans E. On la note f?. Plus 
généralement, l'application obtenue en composant k fois (k € N°) l'application 
f avec elle-même est encore une application de E dans lui-même. On la note 


VE fo fo... of 
k fois 


et par convention on a: f" = idg. 
2.2.4 Injection, surjection, bijection 


Définition 2.19 Soient E et F deur ensembles. Une application f de E vers 
F est une injection (ou est une application injective) si tout élément de 
F admet au plus un antécédent par f (c'est-à-dire un ou aucun). Cela se 
traduit par : 


Vase? (f(s)=f(z') = т=т'). 


Par contraposition, une application f : E — F est injective si 


V(z,2') e E? CLE = f(x) # f(x) ), 
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c'est-à-dire si deux éléments (de E) distincts ont nécessairement des images 
distinctes. 

Par conséquent, l'application f : E => F est non injective s'il existe deux 
éléments (de E) distincts qui ont méme image. D'après les règles de négation, 
la proposition « f n'est pas injective » se traduit par : 


ais, ane E? DË et f(z) = fal 


5 \ | ^ | | В | 


В | 

| i | Ç \ Y | 

\ Ç / u | Y CS 7, 
injective Ce non injective 


Fig. 10 Diagrammes sagittals de l'application f : E =+ F 
(dessin de gauche) et de l'application o : E — F (dessin de 
droite), avec E = (a,b, c) et F = (a,3,6, v). 


Exemple Considérons les deux applications de la figure 10. L'application f est 
injective. En revanche, l'application g n'est pas injective puisqu'il existe deux 
éléments disctinets de l'ensemble de départ (à savoir les éléments a et b} qui 
ont mème image par g ` gla) = gib) = a. 


Définition 2.20 Soient E et F deur ensembles. Une application f de E vers 
F est une surjection (ou est une application surjective) si tout élément de 
l'ensemble d'arrivée F admet au moins un antécédent par f (c'est-à-dire un 


ou plusieurs). Cela se traduit par : 


WweF 3reE у= fir). 


Il est immédiat de vérifier qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
application f de E dans F soit surjective est que l'on ait 


ДЕ) = Р, 


c'est-à-dire que l'on ait f(E) C F et F C f(E). Remarquons que l'inclusion 
FE) C F est automatiquement vérifiée puisque l'image de f est un sous- 
ensemble de l'ensemble d'arrivée. Ainsi, pour montrer qu'une application f de 
E vers F est surjective, il est suffisant de vérifier l'inclusion 


F c f(E). 
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Une application f : E — F est non surjective si, et seulement si, 
f(E CF et J(E)# F, 
autrement dit, si, et seulement si, f( E) est strictement inclus dans F. 


Exemple Considérons les deux applications de la figure 11. L'application f est 
Burjective car 


Ра, be, d]) = {a,8,8} = F. 


En revanche, l'application g n'est pas surjective puisqu'il existe un élément 
de l'ensemble d'arrivée (à savoir ó) qui ne possede pas d'antécédent par g. 
Autrement dit, l'application g n'est pas surjective car 


g({a,b‚e, d]) = {a, 8} # (a. 8,5]. 


surjective 


Fig. 11 Diagrammes sagittals de l'application f : E — F 
(dessin de gauche) et de l'application g : E => F (dessin de 
droite) avec E = (а, b.c, d] et F = fer, 3. 6). 


Remarque Soient E. F, G trois ensembles, f une application de E vers F et 
g une application de F vers G. On a les propriétés suivantes. 


Si ge f est injective alors f est injective. En effet, considérons z et z' deux 
éléments de E tels que fir) = f(x’). Appliquons q à cette égalité. On a 


g(f(z))  gCf (a). 


On en déduit т = z' puisque go f est injective. 

- Bi go f est surjective alors g est surjective. Soit z un élément de G. Puisque 
go f est surjective, il existe (au moins) un élément x appartenant à E tel 
que 


ФР) = z. 


П existe donc (au moins) un élément y appartenant à F tel que giy) = z. Il 
suffit en effet de prendre y = f(x). 
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Définition 2.21 Soient E et F deux ensembles. Une application f de E vers 
F est une bijection (ou une application bijective } si elle est à la fois 
surjective et injechve. En d'autres termes, f ; E — F est bijective si tout 
élément de F admet un unique antécédent par f : 


Vy € F 3!reE y= fiz). 


S'il existe une hijection entre E et F, alors on dit que les deux ensembles E 
et F sont équipotents (ou qu'ils ont la même puissance). 


Pour qu'une application ne soit pas bijective, il suffit qu'elle ne soit pas injective 
ou qu'elle ne soit pas surjective, 

La propriété de bijectivité de f : E —— F signifie en particulier qu'à tout 
élément y de F on peut associer un unique élément z de E. Ceci nous amène 
à la définition suivante. 


Définition 2.22 Soient E, F deur ensembles et f : E — F une application 
bijective. L'application notée 


Jl: F— E 


qui à y appartenant à F lui associe l'unique élément z appartenant à F tel 
que y = fir) est appelée application réciproque de f (ou bijection réci- 
proque de f). Autrement dit, l'application f l est définie pour tout y € F 


par : 


f(y-2- si у= f(x) 


E ime N LAN 


i h В 
(<> => | 
мє sa a E bijective з У, Sr E bijective " — | 


Fig. 12 Diagramme sagittal de l'application f : E — F (des- 
sin de gauche) et diagramme sagittal de son application réci- 
proque f^! : F ——^ E (dessin de droite) avec E = [a 5. e, d) et 
F = (a,8,y,4]. 


"On parle aussi de correspondance biunivoque entre les éléments de E et ceux de F. 
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Exemples 


1. L'application représentée sur le dessin de gauche de la figure 12 est bijective. 
Son application réciproque est représentée sur le dessin de droite de cete même 
figure. C'est aussi une application bijective. 


2. L'application т € R} — х? € R; est une bijection de R; sur R,. Sa 
bijection réciproque est l'application 


r€ R, — yz E R}. 


3. L'application r € R ++ exp(r) € RY est une bijection de R sur Ri. Sa 
bijection réciproque est l'application 


TER, + In(z) € R. 


Un a les propriétés suivantes. 


Proposition 2.5 Soit f une application de E vers F. 


X Si f est bijective alors son application réciproque f^! : F => E est elle- 
méme bijective et elle vérifie 


(f1 =f, f'ef-idg et fof!=id. 


X S'il existe une application a ` F => E telle que 
gef = ide et fog=idp 


alors f est bijective et f^! = g. 


Démonstration La propriété de bijectivité de l'application f^! et la pro- 
priété foi = f sont immédiates. Montrons la propriété f ^! o f = ide. Soit 
r un élément de E et y son image par f. On a 


(Po fe) = ffe = f (vy) = z. 


On a ainsi vérifié que f -1(f(z)) = z pour tout x € E, donc que f! c f = ide. 
Enfin, montrons la propriété f of”! = idp. Soit y un élément de F et x son 
image par f !. On a 


(fe f DW) = STH) = f(x) = v. 
On a ainsi vérifié que f( f ^ (y)) = y pour tout y € F, done que f o f^! = idp. 
> Supposons qu'il existe une application g de F dans E telle que 


gof=idg et fog=idr. 
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Rappelons que l'application identité est bijective. Elle est donc à la fois surjec- 
tive et injective, De go f = idg on déduit que то f est injective et donc que 
f est injective. De fog = idg on déduit que ge f est surjective et donc que 
f est surjective. L'application f est donc bijective et g est nécessairement son 
application réciproque. [] 


Exercice 2 Pour chacune des fonctions f : E — F proposées dans la colonne 
de gauche, indiquer dans les colonnes correspondantes le domaine de définition 
De, s'il s'agit d'une application, son image HE} si f est une application, et, 
le cas échéant, si l'application est injective, surjective, bijective. 


Fonction f ; E — F FE) | Inj., surj., bij. 
1 
FER — є Е 
ï — 2 Em ү EE 
l 
EI 


R — R 
Sir = 2 


x K 
l/r—2 sinan 


r€ R, — r e By 

rcE-—lIn(r)eE 

TERS — In(z) € R 
x Є|1, +oo|— (х) € EY 


R — Ri 
| — (cost. sint) 


0,27] — m? 
t ++ (cost, sint) 


Remarque Supposons que l'on ait déjà montré qu'une application f : E — F 
est bijective. Si on trouve une application g : F — E telle que go f = ide 
(respectivement telle que f o g = idp} alors on a forcément 


g = f". 


Cela s'obtient en composant à droite l'égalité go f = idge (resp. à gauche 
légalité f o g = ide) par f-1. 
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Proposition 2.6 Soient E, F, G trois ensembles, f une application de E 
vers F et g une application de F vers G. On a les propriétés suivantes. 


1. 8i f et q sont injectives alors go f est injective. 


2. Si f et g sont surjectives alors go f est surjective. 


3.51 f el q sont hijecttves alors go f est bijective et 


(gef) -f'og'. 


Démonstration 1. Supposons les deux applications f et o injectives, et mon- 
trons que l'application composée go f : E =+ F est, elle-aussi, injective. 
Autrement dit, montrons que 


Veder? (gofa) (ae D) => 2-2 ). 


Considérons x et r' deux éléments de E tels que (ge f)(r) = (go f)(z'), 
c'est-à-dire tels que 
g(f(x)) = (F(x), 


Puisque g est injeetive, il vient, 
f(x) = f(x) 

De même, puisque f est injective, on en déduit x = x". 
2. Supposons maintenant les deux applications f et g surjectives, et montrons 
que l'application composée g o f est, elle-aussi, surjective, En d'autres termes, 
montrons que : 

Wee JreE (go fiir =z. 
Soit z un élément de С. La propriété de surjectivité de g nous assure l'existence 
d'(au moins) un élément y appartenant à F tel que g(y) — z. De méme, la 
propriété de surjectivité de f nous assure l'existence d'(au moins) un élément 
r appartenant à E tel que f(r) — y. Par conséquent, il existe (au moins) un 
élément r € E tel que oi f(r)) = z, c'est-à-dire tel que 


(go fit) = z, 
ce qui termine la démonstration. 


3. On déduit de ce qui précède que si les deux applications f et g sont à la fois 
injectives et surjectives alors l'application composée go f est, elle-aussi, à la 
fois injective et surjective. On est donc assuré de l'existence des applications 
J':F—E,g!':G—Fet(gof)!:G — E. De plus, on vérifie 


(710471) (до е) = f^!o(g^!og)of car о est associative 
= f’oidrof саг glog=idr 
= flof=ide 


Оп en déduit directement que 
(gef) =f togt", 
П est inutile de vérifier l'égalité (go f) o (f^! og!) = ide. = 
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Exercice 3 Soient E, F, G trois ensembles et f : E — F etg : F = G 
deur applications. 

1 - Montrer que si go f est injective et f est surjective alors g est injective. 

2 - Montrer que sï go f est surjective et g est injective alors f est surjective. 


Remarque Si E et F sont deux ensembles finis et si f est une application de 
E vers F. on a alors les implications suivantes : 

l.si f est surjective alors card (E) 2 card (F); 

2.51 f est injective alors card (E) < card (F); 

d. si f est bijective alors card (E) = card ( F). 

Il est à noter que ce n'est pas tant ces implications qui nous intéressent le plus, 
mais plutot leurs contraposées. Par exemple, si E et F sont deux ensembles 
finis tels que card(E) < card(F), alors on peut en déduire, en utilisant la 
contraposée de la premiere implication, qu'il n'existe pas d'application de E 
vers F qui soit surjective. 


Permutation, transposition 


Définition 2.23 X Soi! n un entier naturel non nul. Оп appelle permutation 
de {1,2,... n) toute application bijective œ de l'ensemble (1,2,...,n) dans 
lui-même. 

K Soient n = 2 et i, j deur éléments de [1,2,...,n] tels que i É j. La 
permutation т; définie par 


тыб =), pls? et T; jk) =k si k € [1,2,....11) \ {ii} 


est appelée transposition. On dit qu'elle échange i et j et laisse invariants 
les éléments de (1.2,.... n) V {i jh. 


Il y à n! bijections de l'ensemble [1,2,..., n) dans lui-même. Autrement dit, 
vn EN" card(6,) = nl 


ой ©, désigne l'ensemble des permutations de {1,2,....n}. Par commodité, 
une permutation i — alt) de (1,2,..., n] est notée : 


4 1 2 Í ... m-1 n 
ol} e(2) old) ... œ(m- 1) a 


où les éléments de l'ensemble (1,2,...,n) sont disposés en ligne et où l'image 
d'un élément de [1,2,...,n] est placée juste au-dessous de cet élément. Par 
exemple, la permutation a de l'ensemble (1,2, 3. 4) qui à 1 associe 4, à 2 associe 
З. à 3 associe 1 et à 4 associe 2, est notée 
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Pour tous i, j € (1,2,...,n] tels que i # j et n > 2, on vérifie que 
Vke(1,2,..,n) (n) onu) œ (пот) =k), 


c'est-à-dire que 7; = ту: (échanger i et j revient à échanger j et i) et +; 3 = Tij 
(échanger deux fois revient à ne rien faire). 


Exemples 
L On а 62 = (01,02) avec on mido = | Ç Z |t n27 [2 1] 


2. On а ёз = {Ti 02,03, 04,05, 76) ауес 
3 123 12 
Тү = dry 2,3} = 12: š Ta = Ty == 3 1 Р 


da = 123 = | 


Di Fe bw Е 


Ge = 7330 TI, = | 


Résolution d'une équation : compléments 


Reprenons la discussion sur la résolution d'une équation abordée au para- 
graphe 2.2.3. Soient E et F deux ensembles, on désire résoudre l'équation (E) 
suivante 


(E) f(x) =b 
oü l'application f : E — F et l'élément b € F sont les données du probléme. 
Que se passe-t-il si l'application f est injective, surjective ou bijective? 
- Si l'application f est surjective alors tout élément b de F appartient à f(E). 
L'équation (E) admet alors (au moins) une solution pour n'importe quel 
élément b appartenant à F. Autrement dit, 


ver S #0. 


Cette solution n'est d'ailleurs peut-être pas unique. 
- Bi f est injective alors l'équation (E) admet une solution unique à la condi- 
tion que b appartienne à f( E), c'est-à-dire : 


be f(E) = card(S) = 1. 


Si maintenant f est bijective alors l'équation (E) admet une solution pour 
n'importe quel b appartenant à F (puisque f et surjective) et cette solution 
est unique (puisque f est injective), autrement dit, 


МЕЕ 3lzeE f(z) =b, 


ou encore, vb € F сага(5) = 1. 
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En résumé, 


— la propriété de surjectivité de f nous assure l'existence d'une solution mais 
pas son unicité ; 


— la propriété d’injeetivite de f nous assure que si une solution existe alors 
elle est unique ; 


- enfin, la propriété de bijectivité de f nous assure à la fois l'existence d'une 
solution et son unicité. 


2.2.5 Puissance du dénombrable, puissance du continu 


Hevenons un instant sur la définition de cardinal d'un ensemble. D'aprés la 
définition 2.1, un ensemble E est fini lorsque le nombre d'éléments qui le com- 
posent est un entier naturel. Dans ce cas, ce nombre est appelé cardinal 
de l'ensemble, et il est noté card( E). Sa détermination suppose que l'on sache 
compter les éléments de E. L'opération de comptage des éléments d'un ensemble 
fini est assez intuitive. En pratique, elle revient à établir une correspondance 
biunivoque ^ entre tous les éléments de E et ceux d'un ensemble fini d'en- 
tiers naturels. Autrement dit, elle revient à exhiber un entier n non nul et une 
bijection 


et à conclure que сага! E) = n. Il est alors clair que tout ensemble F équipotent 
à E est fini et de même cardinal que E : ils ont le méme nombre d'éléments. 
Dans le langage courant. on dit que E et F sont de < méme taille ». On peut 
alors reformuler la définition d'un ensemble infini. C'est un ensemble qui ne 
peut pas étre mis en bijection avec un ensemble fini d'entiers naturels. 


La notion de bijection est un outil rigoureux pour l'étude des ensembles infinis. 


Définition 2.24 On dit qu'un ensemble infini E est dénombrable (ou qu'il 


possède la puissance du dénombrable) lorsqu'il eriste une bijection entre 
М et E. 


Exemples 


1. L'ensemble Z des nombres entiers relatifs est dénombrable puisqu'on peut 
expliciter (au moins) une bijection entre N et Z. C'est l'application de N dans 
Z définie par 


een n/2 a n est puir 
—{п + 1)/2 sin est impair 


H Rappelons qu'un ensemble qui n'est pas fini est dit infini. 


б} н p + А 
oe qui permet de ne pas confondre deux elements distincts et de n'en oublier aucun lara 
du comptage. 
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Оп а par exemple les correspondances suivantes 


À — Ü ü + =à 
2 — 1 T © -4 
3 — -2 R — 4 
d + 2 


2. Le produit cartésien N x M est dénombrable. En effet, il suffit de considérer 
l'application de N x N dans N définie par 


(p+qg) x (p+49+1) 


(p.q) Nx M — + q £ М. 


2 
C'est une bijection entre N x N et M. Par exemple, on a les correspondances 

(0,0) — 0 (3,0) =+ 6 
(1,0) — 1 (2,1 + 7 
(0,1) — 2 (1.2) — 8 
(2.0) —— A (0,3 — 9 
(1,1) — 4 (4.0) — 10 
(0,2) — 5 


On peut montrer que toute partie infinie d'un ensemble dénombrable est dénom- 
brable, que l'union de deux ensembles dénombrables est dénombrable et que le 
produit cartésien d'un nombre fini d'ensembles denombrables est dénombrable. 
Une conséquence de ces propriétés est que l'ensemble Q des nombres rationnels 
est lui-aussi dénombrable. Les trois ensembles fondamentaux N, Z et Q sont 
done des ensembles infinis de « même taille ». 


La notion de bijection permet de distinguer d'autres types d'infinis, dont le 
plus classique est la puissance du continu. 


Definition 2.25 On dit qu'un ensemble infini E posséde la puissance du 


continu lorsqu'il existe une bijection entre R et E. 


On peut montrer que K est équipotent à l'ensemble P(N) des parties de N. On 
peut aussi montrer qu'un ensemble ne peut pas être équipotent à l'ensemble de 
ses parties (théoréme fondamental de Cantor). Ces deux résultats sont admis. 
Cela met en évidence une hiérarchie des infinis, et en ce sens, on dit que la 
puissance du continu est strictement supérieure à celle du dénombrable, ce que 
l'on résume en écrivant 

Ко <Hı 


où le symbole Ko désigne la puissance du dénombrable et X, celle du continu. "` 
En utilisant le langage courant, on peut dire que l'ensemble infini R est « de 
taille strictement supérieure » à celle des ensembles infinis N, Z et Q. 


Dre symbole H (on dit aleph) est la première lettre de l'alphabet hébreu. Rappelons que 


pour tout ensemble fini E ayant n éléments, le cardinal de P(E) est égal à 7", Par 
analogie avec le cas fini, le symbole Ri désignant la puissance du continu est parfois noté 
2/5 puisque R est équipotent à PN). 
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CANTOR, Georg Ferdinand (1845, Saint-Pétersbourg - 1918, Halle, Allemagne). 


Professeur de mathématiques à l'Université de Halle, il fut un 
des principaux fondateurs de la théorie des ensembles. C'est 
en constatant (avec son ami mathématicien Richard Dedekind) 
qu'il existait une hiérarchie dans les ensembles infinis, que Can- 
tor fut amené à introduire de nouveaux nombres, les ordinaux 
transfinis, et à définir une arithmétique sur ces nombres. Ses ré- 
sultats, révolutionnaires pour l'époque, bouleverserent les fonde- 
ments des mathématiques, jusqu'à s'attirer les inimitiés d'autres 
grands savants comme le mathématicien allemand Leopold Kro- 
necker qui l'empécha de publier. Souffrant de dépression et de 
schizophrénie, il se désintéressa progressivement. des mathéma- 
tiques pour se consacrer, sur la fin de sa vie, à l'histoire et à la 
littérature anglaise. 


Exemples 

1. Tout intervalle de R, non réduit à un élément et non vide, est équipotent 

à K. C'est le cas, par exemple. de l'intervalle | — 1, 7| puisque l'application 

ale — 3) 
8 


définit une bijection entre l'intervalle | — 1, 7| et KR. 


r €] - 1,7[— ant )eR 


2. L'ensemble R \ Q des nombres irrationnels n'est pas denombrable. Utili- 
sons un raisonnement par l'absurde. Supposons que l'ensemble infini R  Q soit 
dénombrable. Alors, l'union de deux ensembles dénombrables étant dénom- 
brable, l'ensemble (R N Q)UQ = Е serait aussi dénombrable, ce qui est absurde 
puisque E possède la puissance du continu. 


3. On peut montrer que le produit cartésien de deux ensembles équipotents à R 
possede la puissance du continu. Ainsi, l'ensemble C des nombres complexes 
possède la puissance du continu. Les deux ensembles infinis R et C sont donc 
« de même taille ». 


Remarque П existe une bijection entre l'ensemble des entiers naturels N et 
le sous-ensemble constitué des entiers naturels pairs. De même, il existe une 
bijection entre l'ensemble des réels Е et l'intervalle Ja, H avec a € R et b € R. 
Plus généralement, on peut montrer qu'une condition nécessaire et suffisante 
pour qu'un ensemble E soit infini est qu'il existe une bijection entre E et une 
de ses parties, distincte de E. 


2.2.6 Restriction et prolongement d'une application 


Rappelons qu'une application est un triplet constitué d'un ensemble de départ, 
d'un ensemble d'arrivée, et d'un graphe, ce dernier nous indiquant le mode opé- 
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ratoire de l'application. Changer l'ensemble de départ et/ou l'ensemble d'arri- 
vée revient à définir une nouvelle application. Intéressons-nous dans un premier 
temps à l'espace de départ. 


Définition 2.26 Soient E, F deur ensembles et f ` E — F une application. 


X Soit A un sous-ensemble de l'ensemble de départ E. On appelle restriction 
de f à A l'application de A vers F, notée f|4 : À — F, définie par : 


Yr € A f |a (z) def fir). 


X Soit E" un ensemble tel que E C EI. On appelle prolongement de f à E' 
toute application g : EI —— F telle que : 


Vr E E giz) Ch fir). 


Autrement dit, l'application g : E' =+ F est un prolongement de l'application 


f: E— F à Е si 


Remarque Étant donnés une application f : E — F et un ensemble E tel 
que EC E", on n'a pas en général l'unicité du prolongement de f à EI. Par 
exemple, l'application 

SI а 


ER 


f : z£ R* — 


admet une infinité de prolongements à R. Ce sont les applications a, ` Ё =+> R 
avec œ € E telles que : 


0.10) =a et SE sir € Е". 
т 


En particulier, le prolongement correspondant à la valeur œ = 1 est qualifié de 
prolongement par continuité en 0 de f car ` lim fix) = 1. 
+ 


Intéressons-nous à présent à l'espace d'arrivée. 


Définition 2.27 Soient E, F deur ensembles et f : E — F une application. 
Soit B un sous-ensemble de l'ensemble d'arrivée F telle que f(E) C B. On 
appelle application à valeurs dans B induite par f l'application notée 
ЛВ: E — B et définie par 


$x € Е f|" (z) dej. (т). 


"Ti voir la définition 13.6 donnée en page 592, 
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Exemple L'application f : ze R =+ exp(r) € R est injective mais elle 
n'est pas surjective puisque son image, l'ensemble (Е) = R}, est strictement 
incluse dans l'ensemble d'arrivée R. Elle n'est donc pas bijective. En revanche, 
l'application 

J[ : zr € Е — exp(z) € R$ 


est bijective. Son application réciproque est l'application In : E3 => R. 


Remarque Soit une application f : E =+ F a priori ni injective, ni surjective. 
Intéressons-nous en particulier à l'application 


J| : E = f(E). 


Nous l'avons appelée « application à valeurs dans f(E) induite par f x. 


- Par construction, f |f (E) est surjective. Cela signifie qu'il est toujours pos- 
sible, à partir d'une application f quelconque, de construire une application 
surjective. Il suffit de restreindre l'ensemble d'arrivée à l'image de f. 


- Si de plus f est injective alors f|/!5 est bijective. 


Exemple Considérons les applications f, g, h et ф suivantes : 


f 


TER: sinz € R, z € |-7/2, 7/2) Le sin z € R, 


TE R^, sing £ |—1,1|, хє |-п/2, 7/2) о sinx € LU. 


Ces quatre applications sont différentes (bien que leur mode opératoire soit le 
méme) puisque leurs ensembles de départ ou d'arrivée sont différents. Remar- 
quons que l'application f n'est ni injective, ni surjective. On peut dire que g 
est la restriction de f à [—7/2, 1/2] ou que f est un prolongement de g à R. 
On écrit 

а = f|[- «2.21 


L'application g est injective mais non surjective. Puisque f(R) c [-1,1], on 
peut dire que h est l'application à valeurs dans [—1, 1] induite par f et on écrit 


h = fl. 


Ü est А noter que l'application h est surjective. Elle n'est en revanche pas 
injective. Enfin, on peut écrire 


ф = h|, x/2,r/2; Ф |1711 et Фф = e 


Remarquons que l'application ф est à la fois injective et surjective. Elle est donc 
bijective. 
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2.2.7 Relation d'équivalence sur un ensemble 


Définition 2.28 Soit E un ensemble non vide. Une relation T de E dans 
lui-même est appelée une relation d'équivalence sur E si elle vérifie les 
trois conditions suivantes : 


- R est réflexive : vr € E rRr; 
R est symétrique : V(r.y) € Е? ru => yRr; 
- R est transitive : V(r, y, z) € Ei (Ry et yRz) => Rz. 


Autrement dit, le fait qu'une relation T soit une relation d'équivalence sur E, 
signifie que : 


— tout élément т de E est en relation avec lui-mème par R; 


si un élément x de E est en relation avec un élément y de E par R, alors y 
est en relation avec r par R: 


— si un élément x de E est en relation avec un élément y de E et si y est en 
relation avec un élément z de E alors z est en relation avec z par R. 


Définition 2.29 Soit R une relation d'équivalence sur un ensemble E. 


K Pour tout r € E, on appelle classe d'équivalence de x modulo R l'en- 
semble Cr (r) défini par 


Calix) def, {у eE| rRy}. 


L'élément x est appelé représentant de l'ensemble Cg (z). 


K On appelle ensemble quotient de E par R, et on note E/R, l'ensemble 
des classes d'équivalence modulo R. Autrement dit, 


ER déj. lex (x) |z € E). 


Un ensemble quotient est done un ensemble d’ensembles. On a E/R c PLE). 


Remarque Soit R une relation d'équivalence sur E. En utilisant les propriétés 
de réflexivité, de symétrie et de transitivité de R, on montre que pour tous z, 
и appartenant à E on a l'équivalence 


rRy => Саг) = Cry. 


Par conséquent, tout élément appartenant à Cg(r) peut être pris comme re- 
présentant de Сут}. 
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Exemples 


1. Dans l'ensemble £ des droites d'un plan affine, la relation de parallélisme est 
une relation d'équivalence. Pour toute droite D de £, la classe d'équivalence 
modulo la relation de parallélisme est appelée la direction de D. 


2. Soient n un entier non nul et р, q deux éléments de Z. On dit que p est congru 
à q modulo п, et on note p = q [n], si n divise q = р, c'est-à-dire si 


REZ g—p-kxn. 


On vérifie facilement que la relation de congruence modulo n est une relation 
d'quivalence sur Z. La classe d'équivalence de p € Z, notée p, s'écrit 


p=... p- 2, p—-npp+np+2n,...) ={р+ kn | k € Z). 


L'ensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo n, noté Z/nZ, 
est donné par 


E/nE = {0,1,2,...,n—1}. 


C'est un sous-ensemble fini de P (Z). Il contient n éléments. 
2.3 Structures algébriques élémentaires 


2.3.1 Loi de composition interne 


Définition 2.30 Soit E un ensemble. 


X On appelle loi de composition interne sur E une application de E x E 
dans E. HT désigne cette application, alors l'image du couple (x. y) € Ex E 
par T s'écrit m Ty. 


X On appelle ensemble structuré tout couple (E, T) oà E est un ensemble 
et T une loi de composition interne sur E. 


Exemples 
1. (M. +) et (M. x) sont des ensembles structurés. 
2. Soit E un ensemble. (P( E), U) et (PLE), P1) sont des ensembles structurés. 
3. Soit T la loi de composition interne définie sur Q par : 
SOM 
e: 


Le couple (Q, Т} est un ensemble structure. En revanche, T ne definit pas une 
loi de composition interne sur N puisque 172 = 3/2 et 3/2 @ М. 


viry eQ? rTy = 


4. Soit E un ensemble. La composition d'applications o définit une loi de com- 
position interne sur AE, E) puisque la composition de deux applications de E 
dans F est encore une application de E dans E. 


im) i i 
От dit aussi un magma. 
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Extension à A(X, E) d'une loi définie sur E 


Soit X un ensemble et (E, T) un ensemble structure. On peut munir l'ensemble 
A(X, E) d'une loi de composition interne notée T. Cette dernière associe aux 
applications f : X — E et g: X — E l'application fTg : X — E définie 
par : 
, def. 
vee (fo) F (ауто). 


Le couple (A(X, E), T) est un ensemble structuré. On dit que la loi T ainsi 


définie sur AIX. E) est une extension à ALX, E) de la loi T définie sur E. 


Exemple En notant + et x l'addition et la multiplication dans R, à partir 
des applications f : X — R et g: X — È. on définit les applications 
f+g: X — E et fxg: X — E de la manière suivante : 


(gx) = f(x) sz) 


Yr € X 2 
| (fxgiz) = f(x) x gie) 


Les couples (ALX, R), +) et (ALX, R). x) sont des ensembles structures. 


ATTENTION Il ne faut pas confondre les deux lois T et T. La loi T 
opere sur les applications de X dans E alors que la loi T opère sur 
les éléments de E. En pratique, on omet souvent d'écrire le point au 
dessus de la loi T. 


Définition 2.31 Soit (E, T) un ensemble structuré. 
X La loi T est dite associative si pour tous x y. z € E, 


(rTy}Tz=rTiyTz). 


X La loi T est dite commutative si pour tous x, yy € E, Ty = yT. 


Exemples 


1. L'addition et la multiplication sont associatives et commutatives dans N, Z, 
Q, R, C. 


z + 


2. La loi définie sur Q par z Ty = z n'est pas associative car 


((-1)70)T1=1/4 et (-1)T(0T1) = -1/4. 


Elle est en revanche commutative. 


3. Soit E un ensemble. La loi o est associative dans .A( E. E). Par contre, elle 
n'est pas commutative. 
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4. Soit X un ensemble. Les deux lois + et x définies sur l'ensemble A(X,R) 
sont associatives et commutatives (car l'addition et la multiplication le sont 
dans Е]. 


Définition 2.32 Soit (E, 1) un ensemble structure. 
X Un élément e € E est dit neutre pour la loi T si pour tout r € E, 


eIlr=ır et rIe=r. 


dAn (E.T) possède un élément neutre e alors un élément x de E est dit 
symetrisable pour la loi T s'il eriste un élément x' € E tel que 


й й 
slr=e et ТТЕ =€. 


L'élément x’ est alors appelé élément symétrique de x pour la loi T. 


Exemples 


1. Considérons un ensemble E. L'ensemble structuré (DIE), U} admet pour 
élément neutre l'ensemble ñ puisque 


VAE PIE) HOA 400 A. 
L'ensemble structuré (PIE), ri) admet pour élément neutre l'ensemble E puisque 
VAEPIE) ENA=ANE = A 


2, Soit E un ensemble non vide. L'ensemble structuré (AE, E), о) admet pour 
élément neutre l'application identité idg puisque 


vf c A(E, E) idgof = foidg = f. 
Pour qu'une application f de E dans E soit symétrisable pour la loi o il faut 
qu'il existe une application f' : E — E vérifiant 
fof-idg et fof =idg, 


et si cette application f' existe, f est bijective et f' est l'application réciproque 
de f. Supposons l'ensemble E non réduit à un seul élément. П existe au moins 
une application de E dans E qui ne soit pas bijective, par exemple l'application 
constante z € E — e € E où e est un élément de E. Par conséquent, cette 
application n'est pas symetrisable pour la loi o. 


3. Soit X un ensemble non vide. L'élément neutre de A X. R) pour l'addition 
+ est l'application constante 


T € X ++ Ü € R, 
et celui de A( X, Е) pour la multiplication x est l'application constante 


r £ X — 1 £ R. 
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Toute application f de X dans R possede un symétrique pour l'addition. C'est 
l'application ze X =+ - fix) Е R, notée — f, puisque 
vr € X (=) + fx) = fla) + f(x) = 0. 


En revanche, une application f de X dans Е telle que f(xo) = О pour un certain 
ro € X ne possède pas de symétrique pour la multiplication. 


Proposition 2.7 Soit (E, Т) un ensemble structuré. 53 l'élément neutre de 


E pour la loi T eriste, alors il est unique. 


Démonstration La méthode consiste à supposer qu'il existe deux éléments 
neutres e et e' pour la loi T, et à montrer que ces deux éléments sont nécessai- 
rement égaux. Puisque e est élément neutre pour T, on a à la fois e Tx = et 
rTe = z pour tout т € E. En particulier, on peut prendre т = gl. On obtient 


Р D f H 
ele =e et Е Tle=É. 


Écrivons maintenant que e' est élément neutre pour T. Pour tout z € E, 
Те = ret хте’ = =. En prenant cette fois-ci x = е, on obtient 


i 
e Te=e et cle = е, 


En regroupant les résultats, on en déduit, par transitivité, que e = el. L'unicité 
de l'élément neutre est démontrée. О 


Proposition 2.8 Soit (E, T) un ensemble structuré pour lequel la loi T est 
associative et admet un élément neutre. 


K Si x € E est symétrisable, alors son symétrique est unique. 
KSi x € E et y € E sont symétrisables alors x Ty est symétrisable et son 
symétrique (rTy)' est donné par 


H f 
Tr 


(атр) =y Т 


où x' désigne le symétrique de x et y' désigne le symétrique de y. 


Démonstration Notons e l'élément neutre de E pour la loi T. 


> Montrons que si x € E est symétrisable, alors son symétrique est unique. On 
suppose que l'élément symétrisable x possede deux symétriques 2 et x” pour 
la loi T. On a 


TTrmrTr me et x Tzr=xrTxz”'"= e, 
La loi T étant associative, nous pouvons calculer r"TzTz'des deux manières 
suivantes : 
H t Ё / 
Le Tr\)Tr = ЕТЕ zr, 
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ІТ (Т) = Те =z". 
L'associativité de la loi T nous assure l'égalité de (z"Txz)Tx et z"T(xTzr), et 
par conséquent celle des deux éléments r' et r". L'unicité du symétrique est 
démontrée. 


[> Montrons à présent que si r € E et y € E sont symétrisables alors x Ty est 
symétrisable. Soient т” le symétrique de r et y' celui de y. On a 


(y'Tz')T(rTy) = yTieTr)Ty car T est associative 
= yTeTy car x Tx =é 
= y Ty=e. 


On vérifie de la méme manière que (rTy)T(y Tx) = e. L'élément xTy est 
donc symétrisable pour la loi T et son symétrique est l'élément y'Tz'. LI 


Définition 2.33 X Soient (E, T) et (F, L) deur ensembles structurés, On ap- 
pelle morphisme ou homomorphisme (d'ensembles structurés) de (E, T) 
dans (F, 1) toute application f : E =+ F telle que : 


(х,у) е Е? f(zTy)- f(z) L f(y). 


Sif: E — F est bijective alors on dit que f est un somorphisme de 
(E,T) dans (F, L). 

X On appelle endomorphisme d'ensemble structuré (E, T) un morphisme 
de (E, T) dans lui-méme. Un endomorphisme de (E, T) bijectif est qualifié 
d'automorphisme de ( E, T). 


Exemples 
1. L'application f : N =+ N définie pour tout n € N par fin) = 2", est un 
morphisme de (MN. +) dans (№, x) puisque 

V(n.m) € N? = 28+" = 029 2m. 


2. Pour tout ensemble structuré ( E, T), l'application identité idg ` E — E qui 
à tout élément т de E lui associe lui-même est un automorphisme de (E, T). 


Remarque On peut vérifier que la bijection réciproque d'un isomorphisme f 
de (E, T) dans (F. L) est un morphisme de (F. 1) dans (E, T). Considérons 
par exemple l'application logarithme néperien In : EX — R. П est clair que 
c'est un morphisme de (RS, x) dans (Е, +}. En effet, 


viry) G Rï x Rï In(æ x y) = In(z) + In(yj. 


De plus, ce morphisme est bijectif. C'est donc un isomorphisme de (R$, x) dans 
(Е, +). Sa bijection réciproque est l'application exponentielle exp : R — RS. 
qui est un morphisme de (E, +) dans (RS, x) : 


Virg] ERxIR exp(r-y)-—expi(z) x exp(y). 
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2.3.2 Structure de groupe 


Les trois structures algébriques que nous présentons maintenant (à savoir les 
structures de groupe, d'anneau et de corps) sont fondamentales. Commencons 
par la définition d'un groupe. 


Définition 2.34 X Un ensemble structuré (G, T) est un groupe si : 
l. la loi T est associative : 


veus) С (xrTy)Tz-—zT(yTz), 
2 id existe un élément neutre dans (С, T) : 
Зеєб VreßG elır=rle=z, 
3. tout élément de (G, T) est symétrisable : 
VreG 3z'eG zT =r'Tr=e. 


On dit aussi que l'ensemble G possède une structure de groupe pour la loi Т. 


X On dit que le groupe est commutatif si la loi T est commutative : 


vimy) E GË rTy=uTr. 


Remarques 


1.51 (G, T) est un groupe alors l'ensemble G n'est jamais vide puisqu'il contient 
au moins l'élément neutre e. 


2. Par abus de langage, on dit souvent « le groupe G » au lieu de « le groupe 
(©, T) w lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur la loi T 


Dans de nombreux exemples de groupes commutatifs, la loi est notée additive- 
ment (+). Nous utilisons aussi souvent la notation multiplicative (x) sans pour 
autant la réserver pour des groupes obligatoirement commutatifs. On particu- 
larise alors les notations introduites comme suit. 


Notation additive 

- la loi + est une loi interne sur G : Wir y) € G? z+yEG, 
la loi + est associative : Wir, y, zl € G^ (z+ wu) + z — r+ (u+ z). 
existence d'un élément neutre appelé élément zéro et noté бү; : 


IN; EG VreG Üç +x =>; + Üç = z, 
- tout élément x possède un symétrique appelé opposé et noté —r : 


YreG 3(-r)eG r+ (=x) = (=x) + x = 06, 


(10) i ; Я 
On dit aussi abelian. 
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~ le groupe (С, +) est commutatif si т + y = y + x pour tout (x, y} € G. 
Lorsque la loi est additive, on note souvent x — y au lieu de z+ (—y). 
Notation multiplicative 

— la loi x est une loi interne sur С: V(z,y) € G^ x x y E G, 


— la loi x est associative : V(z,y.z) € G (z x y) x z = r x (y x z), 
— existence d'un élément neutre appelé élément unité et noté lç : 


Ji;ceG гес lex z = rx lg = z, 


tout élément x possède un symétrique appelé inverse et noté z^! : 
WreG 3z!cG rzxzrl-z!ixr-lg, 

- le groupe (G, x) est commutatif si z x y = y x z pour tout (r, y) € G. 

Lorsque la loi est multiplicative, on note souvent ry au lieu de x x y. 


Exemples 


1. L'ensemble des entiers naturels N muni de l'addition + n'est pas un groupe 
car, excepté l'élément 0, un élément de N ne possède pas d'opposé. En revanche, 
les ensembles Z, Q, R, C munis de l'addition usuelle -- sont des groupes com- 
mutatifs. 


2. L'ensemble des entiers relatifs Z muni de la multiplication x n'est pas un 
groupe car l et —1 sont les seuls éléments inversibles de Z. Par contre, les 
ensembles Q*, R", C* munis de la multiplication usuelle x sont des groupes. 


3. Les ensembles Q7 et R* munis de la multiplication usuelle x sont des 
groupes. 

4. Soit E un ensemble. Rappelons que Ø est l'élément neutre de P(E) pour 
l'union. Muni de la loi U, P(E} n'est pas un groupe car si A est non vide alors 
il n'existe pas de partie A’ de E telle que 


АЦА = ñ. 


Rappelons que E est l'élément neutre de P( E) pour l'intersection. Ainsi, P( E) 
muni de la loi (1 n'est pas un groupe car si А C E et A Z E alors il n'existe 
pas de partie A’ de E telle que 


АПА’ = E. 


5. Soit E un ensemble non vide non réduit à un seul élément. La loi o est 
associative dans A E. E) et possède pour élément neutre l'application idg. En 
revanche, une application de E dans E n'est pas nécessairement bijective. On 
n'est donc pas assuré de l'existence d'un symétrique pour la loi o pour tout 
élément de ALE, E). En conclusion, l'ensemble structuré (ALE, E), o) n'est pas 
un groupe. 
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6. Soit X un ensemble quelconque et (E, T) un groupe. L'ensemble A(X, E) 
muni de la loi interne notée T définie pour toutes applications f, g : X — E 
par | 
vz E X (fTg)(z) = f(x)Tg(x) 

possède une structure de groupe. Cette derniere se déduit de la structure de 
groupe définie sur E. Si de plus la loi T est commutative dans E alors le groupe 
(A(X, E), T) est aussi commutatif. Par exemple, (A(X, R), +) est un groupe 
commutatif. En revanche, (.A( X, Е), x) n'est pas un groupe.” 


Exercice 4 Soient Ë l'ensernble des nombres réels et + la loi définie par 


М(х,у) € Rš suy a y + (z? — 1) x (y? - 1) 


où on a noté x* = œ x eil = y x y, + et x désignant les opérations usuelles 
sur R. 

I - Vérifier que + est une loi de composition interne sur Ё. 

2 - La loi ж est-elle associative Z commutative * Vérifier que R possède un élé- 
ment neutre pour la loi ж. Cette loi confére-t-elle â Ё une structure de groupe ? 
3 - Calculer le(s) symétriques) de l'élément 2 pour la loi x. 

4 - Résoudre les équations algébriques suivantes : 


A*r-2 et Zr. 


23.3 Structure d'anneau 


П est possible de munir un groupe (E, T) d'une seconde loi de composition 
interne. Si cette seconde loi possède de « bonnes w propriétés calculatoires, on 
abtient une structure algébrique appelée anneau. Notons * cette seconde loi de 
composition interne. Le triplet (E, T, +) est encore appelé ensemble structure, 


Définition 2.35 Etant données deur lois de composition interne T et + dé. 
finies sur un ensemble E, on dil que la loi ж est distributive à gauche par 
rapport à la loi T si 


Yiz yz) E EF zrs*(yTz)-(r*y)T(rez). 


Qn dit que la loi + est distributive à droite par rapport à la loi T si 


Wir u, z) € ЕУ (yTz)er-—(ysr)T(zsm). 


La loi + est dite distributive par rapport à T si elle est distributive à la fois 
ü gauche et à droite par rapport à T. 


EU ear il y а absence d'inverse pour les applications qui s'annulent еті au moins un élément 


de X. 
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Exemples 


1. Dans N, 2, Q, R, C la multiplication x est distributive par rapport à l'ad- 
dition +. 


2. Soit E un ensemble. Dans P( E) chacune des lois U et N est distributive par 
rapport à l'autre. 


3. Soit X un ensemble. Munissons l'ensemble A(X, R) des deux lois + et x 
définies au paragraphe 2.3.1 page 57. La loi x est distributive par rapport à 
l'addition puisque pour toutes applications f, g, h : X — R, 
-— | fir) x (g(z) + h(z)) (f(x) x g(z)) + (f(x) x h(z)) 
(gx) + Aal x (ж) = (giz) x f(z)) + (hix) x /(т)) | 


On est maintenant en mesure d'énoncer la définition d'un anneau. 


Définition 2.36 X Un ensemble structuré (A, T, +) est un anneau si: 
1. l'ensemble structuré (LA. T) est un groupe commutatif, 
2. la loi + est associative, 


3. la loi + est distributive par rapport à la loi T, 


. T [12 . 
4. l'ensemble A admet un élément neutre pour la loi +. 


On dit aussi que À possède une structure d'anneau pour les lois T et =, 


X Si de plus la loi + est commutative alors on dit que l'anneau (А, T, +) est 
commutatif. 


Notation additive et notation multiplicative 


Par souci de simplification, nous abandonnons les notations T et ж des deux 
lois internes définies sur A au profit des notations additive (+) et multiplicative 
(x). On particularise les notations comme suit : 


- l'ensemble structure (A, +) est un groupe commutatif : 


virus) € Ai [r+ w) +z=m=+ (y+ z), 
304 E À YreA 04 e= +04 = z, 

Vt GA di-—zje A т+(-т) (xl + zr = 04, 
viny E AF x+y=7y+z, 


- 1а loi x est associative : V(r,y,z) є А? (mx u) x 2 = rx (y x z), 


{121 : P ; "E ^ 
Dans certains manuels de mathématiques, l'existence d'un élément neutre pour la seconde 
loi = n'est pas imposée dans la définition, un anneau possédant un élément neutre pour 
e étant alors qualifié d'unifère. 
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la loi x est distributive par rapport à la loi +: 


3 z x (y + z) = (z x y) + (z x z) 
V(x,y,z) € À | (y+ z) x x = (y x z) + (z xr) 


existence d'un élément unité: 314 € А YreA 14 x m= zx la=mB=, 
- l'anneau (А, +, x) est commutatif si z x y = y x z pour tout (z, y) € A”. 


Un anneau possede ainsi deux éléments neutres. 
— Le premier, noté 04, correspond à la loi +. On l'appelle zéro de l'anneau. 
— Le second, noté 14, correspond à la loi x. On l'appelle unité de l'anneau. 


Exemples 


1. L'ensemble des entiers relatifs Z muni des lois + et x possède une structure 
d'anneau commutatif. De méme, les ensembles Q, Е et C munis des lois + et 
x sont des anneaux commutatifs. 


2. Soit E un ensemble. (PLE), U, N) n'est pas un anneau. 


3. Soit X un ensemble. L'ensemble A(X. R) muni des deux lois + et x déf- 
nies au paragraphe 2.3.1, page 57, possède une structure d'anneau commutatif. 
L'élément zéro (respectivement l'élément unité) de .A(.X, R) est l'application 
r € X +> ü € R (resp. l'application ze X =-= 1 € R). 


d 


4. Soit n un entier naturel non nul. Considérons l'ensemble fini" 
Z/n£ = (0,1,2,...,n — 1]. 


On note + et x l'addition et la multiplication usuelles sur Z. On vérifie fa- 
cilement que pour tout n € N* et pour tous p.p'.q,q' appartenant à Z, on 


E) 
p+q= р +9 [n] 


р=р [п] et q=4q [n] = | I A 
pxq=p ха [n] 


Cela signifie que si p € Z et q € Z alors les classes d'équivalence p + q et p x q 
ne dépendent que des classes d'équivalence p et G et non du choix de p dans 
la classe d'équivalence p et de q dans la classe d'équivalence q. `” Cela nous 
permet de définir deux lois de composition interne, notées + et X et appe- 
lées respectivement addition et multiplication sur l'ensemble quotient Z/nZ, 
en posant pour tous р, q appartenant à Z/nZ, 


na n déf, — mam — 
p+q = p+9 et рхо = P> g. 


Ecrivons par d'exemple les tables d'addition et de multiplication dans les trois 
ensembles quotients 2/22, Z/3Z et Z/AZ. 


9 c'est l'ensemble quotient de Z par la relation de congruence modulo r, voir en page 58. 


m ce qu'on exprime en disant que les opérations + et x définies sur Z sont compatibles avec 
la relation de congruence modulo n. 


66 Structures algébriques élémentaires 


Dans 2/22 = (0, 1). elles s'écrivent 


ü 1 3 3 000900 
13 8 б LIS 1 7 3 
3 3 Ü ï 2/0 2-0 3 
3 8 í $| 3|0 3 23 


On montre sans difficulté que pour tout n € N°, l'ensemble quotient Z/nZ 
muni des deux lois + et x possède une structure d'anneau commutatif. Pour 
tout n E N°, le zéro (respectivement l'unité) de (Z/nZ, +. X) est la classe 
d'équivalence Ü (resp. la classe d'équivalence 1) car pour tout p € Z/nZ, 


c 


T= et 1хр=р 
a 


Remarquons que les classes d'équivalence Ü et T sont distinctes dès lors que 


n z 2. 


Règles de calcul dans un anneau 


Proposition 2.9 Soit (А, +, х) un anneau. 
AVzEA (д xw m= 04 ct z x 04 = 04. (Da est dit absorbant pour x ) 
XV(z.y) € A? (=z) x y =-(z x y) = x (-y). 


AVreA (—la)xr--r. 
AVR y) EA? (=z) x (—g) = zx y. 


KN(r,y.z)e АЎ? rx(y—-z)emrxy—rxz et (u—z)xz=wuxm— ENT, 
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Démonstration Montrons uniquement les deux premières propriétés, les trois 
dernières se déduisant directement des deux premières. 


> Soit ze A. Montrons que 04 = 04 x z. Pour tout y € А, 
uxXE= (04 +y)xr=luxrtyxz, 


c'est-à-dire y x z = (Ja x z + y x x. En additionnant l'élément —(y x z) (c'est 
le symétrique de l'élément y x x pour la loi +} à droite et à gauche dans cette 
derniere égalité, on à 


yxz(-(yxz)-ÜAxrtyxrt(-(yxz) > Oa = 0А xr 
mn gr es, rt 
= (4 = HA 
On démontrerait de la méme manière que Ü, = z x 04. 


> Soient т et y deux éléments de A. Montrons que (=z) x y = —(r x y). En 
utilisant la propriété précédente, on à 


rxy+(—r)x y = (z + (=z)) xy-04xy-04, 


c'est-à-dire 

r x y + (=x) x y = 04. (5) 
L'élément ry admettant l'élément —(r x y) pour symétrique par rapport à la 
loi +, on a aussi 


rxytí(-(rxy))—04. (6) 
Par unicité du symétrique. on déduit de (5) et (6) que (=x) x y = —(r x y). 
La démonstration de l'égalité z x (-y) = —(r x y) s'effectue suivant le même 
modèle. Sa rédaction est laissée en exercice. C 


Soit (А, +, х) un anneau. П est à noter que si l'ensemble À n'est pas réduit à 
HE e + ER ALT 
Од alors les éléments 04 et La sont nécessairement distincts. — 


Notations et conventions 


Soit (LA. 2. х) un anneau non nécessairement commutatif. Pour tout entier 
naturel п non nul et pour tout élément x de A, on note nz (respectivement x") 
l'élément de A qui est égal à la somme des n termes égaux à x (resp. au produit 
des n termes égaux à т}: 


not. not 


nr = ZA... et x" S rzXxrzx...Xr. 
ЕЕЕ й 
" termes n termes 
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' Cela se montre facilement en utilisant un raisonnement par contraposition. Supposons 
йд et 14 égaux et montrons que А = {04}. Soit x un élément de A. Puisque la est 
l'élément neutre pour la loi x, on a La xr = z. Ог, par hypothèse, 14 = Од. Ainsi, 
la x œ = Qa x xë = Од car Од est absorbant pour la loi x (voir la proposition 2.9). On a 
ainsi z Da, 


Dë Structures algébriques élémentaires 


En particulier, en prenant n = 1, on a 
Yr € A (1к=х et ss) 
On convient que 


ve € A ( 02 = 04 et els). 


Remarque Tout élément d'un anneau admet un opposé. Ainsi, pour tout x € A 
et pour tout entier n négatif, on note nr l'élément de A qui est égal à la somme 
de —n termes égaux à l'opposé de x : 


nz "^ (Lay Lg) = (-2) + (22) +... + (4). 
ENT c 
Par exemple, si n — —3 alors 
-3r7=(-r)+[-r)+(-e). 


D'après la définition d'un anneau, un élément de A n'admet pas nécessairement 
d'inverse. Toutefois, si un élément z de A est inversible, alors, pour tout entier 
n négatif, on note z^ l'élément de A qui est égal au produit de =n termes égaux 
à l'inverse de т: 


not. y —14— = _ - 
r" = (x LY "=l yg! yx, xz. 
w—[ mm" 


-y termes 
Par exemple, si n = —4 et si x est inversible, alors 
zx "=É lyg ! x œ ! x œ! 


Propriétés 
П est aisé de montrer les propriétés suivantes : 
- Vr&€ À V(nim&€Z? (n+ mr = nr + mæ, 
Vr&A won т) е 22 [nmr = n(mzr), 
- Vx& À Ҹ(п,т) EN? xz" x z" utm, 
- Vre А V(n,m) € М (z^) = mm, 


En particulier, si l'élément x est inversible, alors les deux dernières propriétés 
sont vraies pour tout (n. m) € Z?. 


ATTENTION Si x et y désignent deux éléments quelconques d'un an- 
neau non commutatif, alors, a priori, (x x y}? et z^ x y^ ne sont pas 
égaux. En effet, la multiplication n'étant pas commutative, 


(x ху)? = (z x y) x (x x y) É [z x r) x (y x u) = r2 xy 
et plus généralement, pour tout entier n 2 2, [z x y)" Æ x" xy". Bien 
évidemment, si x x y = y x m, alors (z x y)" = т" x y" pour tout n € M. 
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De méme, on montre sans difficulté les propriétés suivantes : 

- Vn e Z VreA n(-x)=(-n)r = —(nz), 

- Vn e Z Vzry)6 А? n(r +y) = nz +n et n(z—g)= nz — ny, 
Мае Yzy) EA? nlir x y) = (nz) x y = z x (ny), 

- nel VreÄ пх = (під) x r= z) x (nla). 


Définition 2.37 Soient (А, +, X) un anneau non nécessairement commutatif 
et Da le zéro de l'anneau. Un élément a de A est dit nilpotent si 


jn e N* 


Exercice 5 Soit (A, +, x) un anneau non nécessairement commutatif. Montrer 
que : 


vVneN' VreA 14-1" = (14 - 2) х (14 +z +r? +.. + xc"). 


En déduire que si a est élément nilpotent alors 14 — a est inversible, 


Définition 2.38 Soient (А, +, x) un anneau non nécessairement commutatif 
et z un élément de A différent de Qa le zéro de l'anneau. 
X On dit que r est un diviseur de zéro à gauche dans A s'il eriste y € A, 


y É Üa, tel que 
xr x y= 04. 


On dit que x est un diviseur de zéro à droite dans A su existe z € A, 
z 04, fel que 


z x x = 0А. 
On dit que x est un diviseur de zéro dans A s'il est un diviseur de zéro à 
gauche ou à droite dans A. 


X On dit que l'anneau (А, +, x) est intègre si À # [04] et s'il n'admet aucun 
diviseur de zéro. 


En d'autres termes, un anneau (A, +, x) est intègre si А # {04} et si 
Yiz, y) € А? (x x y = 04 = (7 = 0А où у= 04) ), 
ou encore, par сопігаровёе, si 


vis, y) € А? ( (2.04 et 1204) = z x y 0A ). 


(77 Bion entendu, si l'anneau est commutatif, la notion de diviseur de zéro à gauche est 


confondue avec celle de diviseur de zéro à droite. 
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Exemples 


1. Dans l'ensemble A(R, R) muni des deux lois + et x définies au paragraphe 2.3.1, 
page 57, les deux applications 


m "um six & 0 
VE siz =0 3:7 Ü sir>0 


sont des diviseurs de zero dans A(R, R) puisqu'elles sont non nulles et vérifient 
f x g =Ü. En effet, 


Oxz=0 sirzü 
Yr ER охда) = Í /тхб=0 sro 


2. L'ensemble des entiers relatifs Z muni des lois usuelles + et x est un anneau 
commutatif integre. 


3. Les deux anneaux commutatifs (2/22. +, x) et (Z/3Z, F, X) sont intègres. 
Cela se vérifie directement à partir des tables d'addition et de multiplication 
dans Z/2Z et 2/52 données en page 65. 


4. (2/47, +, х) n'est pas intègre puisque 2x2-—0 et 2 = Ü. La classe d'équi- 
valence 2 est donc un diviseur de zéro dans £/4Z. 


5. Les ensembles Q, R et C munis des lois usuelles + et x sont des anneaux 
commutatifs intègres. 


Remarque Soit (A, +, x) un anneau non nécessairement commutatif. Il est 
clair qu'un élément nilpotent a non nul de A est diviseur de zéro. 


Proposition 2.10 Soit (А, +, х) un anneau. Tout diviseur de zéro dans A 


est nécessairement non inversible. 


m. 


Démonstration Cela se montre facilement en raisonnant par l'absurde. Sup- 
posons que l'élément x de А soit à la fois diviseur de zéro à gauche et inversible. 
Il existe alors un élément y € A non nul tel que x x y = 04. En multipliant à 
gauche cette égalité par z^! (qui existe car x est inversible), on obtient 


r lx (rx g) = z"! 


X 0 4. 
On en déduit у = 04 puisque 
rx(rxy)b(xxzi)xy-claxyeyg 


et puisque z^! x 04 = 04 (Ü a est absorbant pour la loi x, voir la proposi- 
tion 2.9), ce qui est contraire à nos hypothèses, La démonstration dans le cas 
où т est diviseur de zéro à droite s'effectue suivant le même principe. Elle est 


ind ` 
laissée en exercice, L] 
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Formule du Binöme de Newton dans un anneau 


Pour tout n € N et pour tout entier p compris entre О et m, on définit l'entier СР 
appelé coefficient binomial, de la maniere suivante 


cr déf п! 
n plx (n — p)! 


où on rappelle qu'il est convenu que 


0! = 1. 


Proposition 2.11 Le coefficient binomial vérifie les propriétés suivantes. 


I. Pour tout n € М, 
Gel, Gel Сі =. 


2, Pour tout n € N et pour tout p € {0,1,... m}, 
er? = CR. 


3. Pour tout n EN et pour tout p € {1,2,...,т}, 


GE 


Cette dernière formule est appelée formule du triangle de Pascal. 


Démonstration Les deux premieres propriétés sont évidentes d'apres la dé- 
finition des coefficients binomiaux. Vérifions la troisiéme. Soient n € N et 
p€ (1,2,...,n]. Опа 


Cia. = n! À n! 
T "^ (p-lix(n-c-1-p! pn x(n-p) 
n!xp , PE x int 1—) 
»!x(n+1-pl pix (n + 1 — n)! 
nIxp+nixin+1-p) _ (n + 1)! = СР 
= p! x (n + 1 — n)! pix(n+1-p!' ` mær 


О 


On range les coefficients binomiaux dans le tableau suivant, appelé triangle 
de Pascal, en plaçant à la n-iéme ligne et à la p-iéme colonne le coefficient СР. 
En pratique, on procède comme suit : 


- on commence par remplir la colonne correspondant à p = Ü par des 1 
(puisque C? = 1 pour tout n € N) et la diagonale par des 1 (puisque C? = 1 
pour tout n € N), 
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- puis on complete ligne par ligne le tableau en partant de la deuxieme ligne 
en remarquant que les coefficients de la (n + 1)-ieme ligne s'obtiennent à 
partir de ceux de la ri-iéme ligne puisque 


CP =СР-®+СРЁ pour tout p € (1,2,....n]. 


On obtient : 


Pour chacune des lignes, il est à noter la symétrie des coefficients due à la 
propriété : 
C: = Са pour tout p € {0,1....,n}. 


Rappelons que dans un anneau (4, +, x), contrairement à la première loi + 
qui est commutative, la deuxième loi x, elle, ne l'est pas nécessairement, Bien 
évidemment, rien ne s'oppose à ce qu'il existe des éléments de A qui commutent 
entre eux. ` Dans ce cas, on peut appliquer la formule du binöme de Newton 
donnée dans la proposition suivante. 


Proposition 2.12 (Formule du binôme de Newton) Soient (А, +, x ) un 
anneau, a et b deur éléments de A qui commutent pour la loi x (c'est-à-dire 
tels que a x h — b x a) et n un entier naturel. Alors 


n n 
(a + b)" = у CR(aP EK CR(a"-P x t?) 
р=0 р=0 


où CH est le coefficient binomial, 


Démonstration > Raisonnons par récurrence. La propriété est vraie pour n = 
Ü puisque nous avons convenu que а? = 14 pour tout a € A et que, par 
conséquent, (a + b)" = 14 et Cola? x B) = 1(14 x 14) = 14. Elle est vraie 
pour n = 1 puisque (a + b)! = a + bet 


C (at x bl) + Cl (a! x b) = 1(14 x b) + 1(a x 14) = la + 1b = a + b. 


Supposons la propriété vraie au rang n et montrons qu'elle est alors vraie au 
rang п +1, c'est-à-dire montrons que pour tout (a,b) € A? tel que a x b = b x a, 


gar . ; e 
'Remarquer que l'élément unité 14 commute avec n'importe quel élément de l'anneau. 
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ol а 
nk L 


(a 4 prz 2 ml п? x pt 1-р). 


Puisque (a +b)*1 = (а + b)" x a d'après l'hypothèse de récurrence et en 
utilisant la propriété de distributivité de la loi x par rapport à la loi +, on a 


(a--by*! = ESCH x en) x (a + b) 


р=0 
= GER x BF) x a) «Mete x BF) x b) 


De a x b = b x œ on déduit que af x 59 x a = а?! x hi pour tous p.q € N. 
Ainsi, 


п n 
(art = A Ch(aprl x р-р) + y OP(aP x HIP) 
p=0 pæl 
+l A : Fi 
= V GE af ху у CE(aP x petto) 
Г m p= 


où on a effectué le changement d'indice р = p +1 dans la première somme. On 
obtient 


(a + b)! = ат V^ (eg! 4 CE) (aP tt 


p=1 


Puisque СР! + CP = CP que Cu = CRT] = let qu'il a été convenu que 
Ü 


b = 14 = ай, on teg 


(ab)! = art! + у CP (ar x Б-Р) pnt 
р=1 
= Co, (att! x P) + у CR (aP x HP) + Caer (a? x bnt!) 
p=1 


nli 


= Peru xim, 


p=0 
La propriété est vraie au rang n + 1. 


> Effectuons le changement d'indice £ = n = p dans S Cie x b^ P) On a 
р=0 


Scr? x °P) Cen det bf) = 2x né bf). 


p=0 C ni 


T 
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L'indice £ étant muet, on peut le remplacer par n'importe quel indice, par 
exemple p. On obtient ainsi 


2 Ca? x b=) = 5 Char? x UP), 
p-u 


к= 


ce qui termine la démonstration, O 


1.3.4 Structure de corps 


Dans un anneau, un élément ne possede pas nécessairement de symétrique 
par rapport à la deuxième loi (ou d'inverse puisque la deuxième loi est notée 
multiplicativement). П est à noter que l'élément zéro est absorbant. П ne peut 
donc pas être inversible. 

Considérons par d'exemple l'ensemble quotient Z/4£ = (0, 1.2, 3} muni des 
lois + et x. П est immédiat d'apres les tables de multiplication que les classes 
d'équivalence 1 et 3 possèdent des inverses et 

T1=1 et 31=3 

ой 1-1 et 3-1 désignent les inverses respectifs de 1 et З pour la loi x. En 
revanche, la classe d'équivalence 2 ne possède pas d'inverse puisque 


vpeZ/AL 2хр:#1. 


D'apres la proposition 2.10, nous pourrions conclure directement à la non- 
inversibilité de 2 car 2 est diviseur de zéro dans Z/AZ. 


Cette remarque motive la définition d'un corps. 


Définition 2.39 X Un ensemble K muni d'une loi additive + et d'une loi 
multiplicative x est un corps si : 


1. CK, +, х} est un anneau, 


2. tout élément de K°\ {Op} admet un inverse pour la loi x dans K. 


X Si de plus la loi x est commutative, on dit que le corps (Е, +, x) est com- 
mutatif. 


Un corps est donc un anneau dont tous les éléments sont inversibles, à l'excep- 
tion de l'élément nul. Nous devons le concept formel de corps au mathématicien 
allemand Heinrich Weber (1842-1913). 


Remarques 


l. Si x et y désignent deux éléments d'un corps commutatif (А, +, x) avec y 
non nul, alors on écrit souvent 
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2. Si (K, +, x) est un corps alors l'ensemble K Y {Op} que l'on note aussi К", 
muni de la loi x possède aussi une structure de groupe. (K*, x) est appelé 
groupe multiplicatif du corps. 


3. Il est clair que tout corps est un anneau intègre puisque dans un corps tout 
élément (non nul) est inversible. La réciproque est bien évidemment fausse. Par 
exemple, l'ensemble Z. sous-entendu muni des deux lois usuelles + et x, est un 
anneau commutatif intègre mais ce n'est pas un corps. 


Par la suite, nous noterons un corps par la lettre K, premiere lettre du mot 
allemand körper qui signifie « corps » (au sens de l'objet). П est à noter que les 
anglo-saxons utilisent le mot anglais field qui signifie « champ ». La notation 
K sous-entend la donnée d'un ensemble K muni des deux lois de composition 
interne + et x. 


Exemples 


1. Les ensembles Q et Е (sous-entendu munis de l'addition et de la multiplica- 
tion) sont des corps commutatifs. 

2. Les deux ensembles structurés (Z/2Z, F, x) et (Z/3Z, +, x) sont deux corps 
commutatifs. On dit qu'ils sont finis car ils contiennent un nombre fini d'élé- 
ments. П est à noter que (Z/2Z, +, x) est le corps fini de référence en informa- 
tique correspondant à l'arithmétique binaire. Plus généralement, on peut mon- 
trer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que l'anneau (Z/nZ, +, x 
soit un corps est que l'entier naturel n est un nombre premier. Ainsi, (Z/4Z, +. x) 
n'est pas un corps. 


à. Considérons le sous-ensemble Q[2] de È défini par 


o[v2] = {a+ bv? | (a,b) e О?}. 


П est clair que l'addition et la multiplication entre réels définissent deux lois 
internes sur Q[2] ‚ En effet, pour tous z = a--b/2, r' = a" + v 2 appartenant 


à Q[/2]. 


т+ =(a+a)+ (b+) 2 
x x z' = (aa! +26) + (ab + ba^) /2, 


d'où zi et ж x x" appartiennent à Q [v 2] . On se convainc sans difficulté que 
l'ensemble Q[2] muni des deux lois + et x possède une structure d'anneau 
commutatif, l'élément zéro étant le nombre 0 et l'élément unité le nombre 1. 
Est-ce un corps ? Pour répondre à cette question, considérons un élément non 


nul z = a + by? de Q [v 2] et cherchons s'il existe un élément zi = a! + by? 
de Q[v 2] vérifiant 
(a + b/2) x (a' + 6 v/2) = 1, 


c'est-à-dire vérifiant 


(aa' + 20) + (ab! + ba") 2 = 1, 
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ou encore, de manière équivalente, vérifiant le système de deux équations à 
` x Ï LB) 
deux inconnues (af et b) suivant : 


aa + 2M, = 1 
5 
(S) | ba’ + ab = 0 


On obtient une équation ne portant que sur l'inconnue a’ en multipliant la 
premiere équation par a, la seconde par 2b et en additionnant le tout. De 
méme, on obtient une équation ne portant que sur l'inconnue b en multipliant 
la premiere équation par b, la seconde par —a et en additionnant le tout. Ces 
équations sont 


(а2 2 202) ха =a et (28 а?) x W = b. 


Puisque 2 Z Q et z Á 0, on a a? — 252 #0 et on déduit des deux égalités 
précédentes que le système (S) admet pour solution 


П Vi П =й 
Ron Ek (eg 


Tout élément non nul de Q[2] possède un inverse, L'ensemble structure 
(Q[/2] +, х) est donc un corps commutatif. 


Morphisme d’anneaux, morphisme de corps 


Définition 2.40 Soient (A, ZA. хд} et (A, ka, x ar) deur anneaux d'élé- 
ments unités respectifs 14 et La. Une application f : А — A' est appelée 
morphisme d'anneaux de (А, +a, x 4) dans (А, + c, x ar) si 
LW(ry)tA* f(x +А у) = f(z) +a fly), 
2.V(x.y) € А2 = f(x Xx a y) = Jiz) x fiy), 


3. f(14) = la. 

De plus, si f est bijective, alors on dit que f est un isomorphisme d'an- 
neaux ou on dit que (А, +a, x 4) et (A', Har, x ar) sont isomorphes par f. 
X En particulier, si (А, -- 4, X A) et (AU, Has, x ar) sont des corps, alors lap- 
plication f est qualifiée de morphisme de corps. 


Commentons cette définition. 

- La premiere propriété signifie que f est un morphisme de l'ensemble struc- 
turé (А, +a) dans l'ensemble structuré (LA, +). Plus précisément, puisque 
(A, -- A) et ( A", +4) sont des groupes (par définition d'un anneau), f est 
en fait un morphisme de groupes de (А, +4) dans (.A', +a) et on peut en 
déduire (ceci fait l'objet de l'exercice 7 donné en fin de chapitre) que 


f(04) = 04: 


CH Mous utilisons ici l'équivalence : z + pi = 1 <= (x =U et y = 0 ) où x et y 


désignent deux nombres rationnels, Nous avons démontré ce résultat au chapitre 1, p. 18. 
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où Од et Одг désignent les zéros respectifs de (А, + 4, X 4) et (A', +a, хае). 
On dit alors que f transporte le zéro de l'anneau. On peut aussi en déduire 
que pour tout élément a de A, 


J(= a) = — Да) 


et on dit que f transporte le symétrique pour la premiere loi. On montre 
aussi par récurrence sur m que 


VneN Має A fina)=nfla). 


— La deuxième propriété de la définition 2.40 signifie que f est un morphisme 
de l'ensemble structuré (A, x д) dans l'ensemble structuré (.A', x aí). Ce n'est. 
en revanche pas un morphisme de groupes de (А, x 4) dans (Al. хд’). Par 
conséquent, l'égalité f(14) = La ne se déduit pas de la deuxième propriété. 
Elle figure donc explicitement dans la définition d'un morphisme d'anneaux. 
En procédant comme dans l'exercice 7, on déduit facilement des propriétés 
2 et 3 que si l'élement a de A est inversible, d'inverse 2-1, alors 


f(a-1) = (f(a) 


et on dit que f transporte le symétrique pour la deuxieme loi. On montre 
aussi par récurrence sur n que 


YneN vac A fla") = (f(a)). 


2.4 Exercices de synthese 


Exercice 6 Soient A et B deur sous-ensembles d'un ensemble E. La différence 
symétrique de A et B est l'ensemble, noté AAB, défini par 


AAB Š (A Byu (BV A). 


1 - La difference symétrique de deur ensembles est-elle commutative ? 
2 - Erpliciter les ensembles suivants : AAD, AAA et AAB si AC B. 
3 - Erpliciter l'ensemble (AAB) U (AA E (B)). 


Exercice 7 Ï - Soient (E, T) un ensemble structuré. Un élément a appartenant 
à E est dit simplifiable à gauche pour la loi T si 


(2,0) Е ЕЎ ате = ату => rx =y. 
Un élément a Є Е est dit simplifiable à droite pour la loi T si 


Yiz y) Е Е? zTazyTa = x= y. 
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Montrer que si (G, T) est un groupe alors tout élément de G est simplifiable à 
gauche et à droite pour la loi Т. 


2 - Soient (G1, T) et (Go, L) deur groupes et f un morphisme de (Су, T} dans 


(Ga, 1). On note ei l'élément neutre de (G1, T) ete; l'élément neutre de (Ga, L 
J- Montrer que 


Vr € Gi fler) L fir) = f(z) L Де) = А). 
Deduire des questions précédentes que (on dit que f transporte l'élément neutre) : 
Fler) = ea. 


On note т’ le symétrique de x € Су pour la loi T et y' le symétrique de 
fix) € Ga pour la loi L. Montrer que (on dit que f transporte le symétrique) : 


Hz) = y. 


Exercice 8 Soit n un entier naturel tel que n = 2. Montrer, en utilisant un 
raisonnement par récurrence sur n, que toute permutation a de (1,2,...,n] 
est decomposable d'au moins une manière en un produit de transpositions. In- 
dication : considérer les deur cas : 


c(n+1l)=n+1 et oln+l)=j avec j € п. 


2.5 Solution des exercices 


Solution de l'exercice 1 
1-(Au(An B) NB = ANB. 

2- (An B)U(AnLg(B]) = A 
3-Ce(AU B) (Cubes (A)) = Cr(AU B). 
4-((AUB)n(BnC))ju(AUC) = AUC. 


5-(AuB)n((BnC)u(AuC)) = AU(BnC). 
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Solution de l'exercice 2 


R — KR 


E BE si x =? 
1/r —2 sinon 


x € R Inir € Е 
z € R] —lir)eR 
г €|1, +oo[|— In(r) € R7 


R — R | 
E acce Дон ай] oui а ET? nan 


0, 2] — Ri u 
t — (cost, sin) 10, 27| Co. D Á F 


Nota Bene : C(0,1) = ((z, y) € R? | x? + y* = 1). 


Solution de l'exercice 3 
] - Supposons l'application composée go f : E =+ Œ injective et l'application 
f: E =+ F surjective, et déduisons-en que l'application g : F — G est 
injective, c'est-à-dire que : 


V(wy)eF sy =a) = у= у. 


Considérons y et y' deux éléments de F tels que g(y) = oi), Puisque f est 
surjective, il existe x € E tel que f(x) = y et il existe z' € E tel que fir) = y. 
On a par conséquent l'égalité 


g(f(z)) = (f£ (z^), 
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dont on déduit (puisque go f est injective) que 


Ё 
F = £f. 


En composant par f dans cette dernière égalité, on obtient f(x) = fir’), cest- 
à-dire y = y' puisque f(x) = y et f(z’) = y"; ce qui termine la démonstration. 


2 - Supposons maintenant l'application composée go f ` E — G surjective et 
l'application g : F — G injective et déduisons-en que l'application f : E =+ F 
est surjective, c'est-à-dire que : 


Vye F IeE fix)-y. 


Soit y un élément de F. Son image par g appartient à G (c'est-à-dire, gly) € G). 
Puisque g o f est surjective, 


Jre E g(f(r)) = gin 


On en déduit alors 
fiz) = y 


car g est injective; ce qui termine la démonstration. 


Solution de l'exercice 4 


1 - Evident car les deux opérations usuelles + et x sont elles-mêmes des lois 
de composition interne sur R. 


2 = La loi x est non associative car 
2x(3*4)—52533 Z (2 + 3) « 4 = 13605. 


La propriété de commutativité de x se déduit de celle des deux lois usuelles + 
et x. L'élément neutre est l'élément 1. Bien sür, R ne posséde pas une structure 
de groupe pour la loi + puisque la loi n'est pas associative. 


3 - Notons 2* un symétrique de l'élément 2 pour la loi =. Il vérifie 
2 х2 =1= 202", 
L'élément 2 possède deux symétriques pour la loi ж, que sont 


= 13У et 2 = 21-3 


4 - L'équation algébrique 2 « x = 2 admet pour solutions 1 et —5/3; l'équation 
algébrique 2 x z = 5 admet pour solutions 4/3 et —2. 
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Solution de l'exercice 5 


C'est immédiat en développant le terme de gauche (un simple calcul algébrique). 
Remarquer que nous n'avons pas eu besoin de supposer que l'anneau soit com- 
mutatif pour établir ce résultat. De la même maniere, on montre aussi que 


VneN* Weed 14-2" = (14 Atal... x (la — z). 


Montrons à présent que si l'élément п de A est nilpotent alors 14 — a est 
inversible, c'est-à-dire que l'élément 14 — a est symétrisable pour la loi x. On 
recherche donc un élément de A, notons-le (14 — a)^!, tel que 


(la = а) x(14—a) 1! 214 et (14 —a) ! x (14 —a) = 14. 
Puisque a est nilpotent, il existe un entier N non nul tel que а^ = Од. L'égalité 
établie ci-avant permet alors d'écrire 

la = (14 —a) x (la tata? +... za’, 
la = (la +a +a? +... a" 3) x (14 — a). 


Par conséquent, (14 —a) = 14 +a +a? + ail, 


Solution de l'exercice 6 
1 - Elle est commutative car U l'est. 
2 - On remarque que AV В = ArDg(B). Ainsi. 
AAB = (Anbg(B))u(BnÜg(A)). 
On еп déduit АА@ = A, ААА = Pet si A C B alors ААВ = B\ А. 
3- Una 
(AAB) U (AACg (B)) 


((Апбь (В)) Т (ВС (A))) Т ((4 n B)u (C (B) ns (4))) 


(ап (B) u (An Bj) о (весе CA) u (Ce (В) n Ce (4))) 


(Ап (Ce (B) u B)) и { (Bu Ce (В)) n Ge (4)). 
Or Cr (B)U B = B UCE (B) = E. Ainsi, 


(AAB) U (AAC (B)) = (A n E) U (En [ы (A)) = AUCH (А) = E. 


Solution de l'exercice 7 


l - Soit a un élément de C avec (G, Т) un groupe. Montrons que a est un 
élément simplihable à gauche et à droite, c'est-à-dire montrons que Гоп a pour 
tous x. y € G. d'une part l'implication aTr = aT => r = y, et d'autre part 
l'implication xT@ = yTa => x = y. Soit a’ € G le symétrique de a pour la 
loi T. On note e € G l'élément neutre pour cette meme loi. Soient x et y deux 
éléments de G. 
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Composons à gauche chaque membre de l'égalité aTr = aTy par a'. 


ате = ату a TfaTz) =а'Т(а Ту} 


— 

== (a'Ta)|r-(a' Ta)Ty (саг T est associative) 
=> eTr=ely {care est l'élément neutre) 

=> ï =y. 


- De méme, composons à droite chaque membre de l'égalité Та = y Ta par a”. 


zTa=yTa => (ITa)Ta' = (yTa)Ta 
= zT(atla)=yT(aoTa') (car T est associative) 
=> rTe=yTe (саг e est l'élément neutre) 
=> Tse у. 


2 - Puisque e; est l'élément neutre de (С, T). pour tout x € Су on a à la fois 
cj T z = z et z Te, = z. П suffit alors de composer раг f dans chacune de ces 
deux égalités. En effet, puisque f est un morphisme de (С, T) dans (Ga, L), 
ой à 


toe = JleTz)= f(x) € Tell f(x) = fie) 
Іта =z => f(zTej)ef(r) «=» f(x) (е) = f(z) 


c'est-à-dire f(e1) L f(x) = fir) L Це) = f(x) pour tout x € Gi. 
> En prenant r = ej dans une des deux égalités établies à la question précé- 
dente, on obtient 
f(e1) = Tel L fleı)- 
Or, puisque ez est l'élément neutre de (С, L}, on a aussi 
Ке) = f(e) L es. 
En regroupant les deux expressions de f(ej), on obtient 
f(e) L fler) = fle) Les => Је) = ез 


où on a simplifié à gauche par f(e.) (ce qu'on a le droit de faire puisque dans 
un groupe, tout élément est simplifiable). 


D Puisque r' € G; est le symétrique de x pour la loi T, on a r Tr = e; et en 
composant par f, on obtient l'égalité År Tx) = f(e1) qui s'écrit aussi 


fa’) L f(x) = e 


où on a tenu compte que f est un morphisme de (Ga, Т) dans (Go, L} et que 
l'image de e; par f est l'élément neutre e> (cf. question précédente). Puisque 
y € Go est le symétrique de f(x) pour la loi L, on a aussi y' L fir} = es. On 
obtient alors que 


y L f(x) = fix) L Дх) = y = f(x) 


où on a simplifié par f(x), ce qui termine la démonstration. 
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Solution de l'exercice 8 


Soit n > 2. Montrons que toute permutation de {1,2,...,n} est un produit de 
transpositions. La démonstration s'effectue par récurrence sur ri. Le cas n = 2 
est immédiat. Soit т une permutation de [1,2,...,n + 1]. 


> On considère dans un premier temps le cas oü т laisse n + 1 invariant, 
c'est-à-dire le cas ой 
eln+l)=n+l. 


La restriction de т à {1,2,...,n}, que l'on note #[/1/2.....n), est une permutation 
de (1,2,..., n]. En utilisant l'hypothèse de récurrence, elle s'écrit comme un 
produit de N transpositions de (1,2,..., n), notées z) ql. ..., ri"), c'est- 


à-dire 


8 (1,2...) = т o rit о... оті). 


Les applications 7), r2, ,,., т, definies sur {1,2,...,n}, s'étendent à 
1,2,...,n + on note Til}, 42). ,.. ri) les applications prolongées) en 
2 1 (1). ak? (N) les appl prolong 
posant 
rÜ(n--1)-n4i 
vi € (1,2,..., N) АА, | 
Tk) = 7'P(k) si k € {1.2....,n} 


et on vérifie l'égalité EN : | 
gess ТО) ol? o... oU), 


ce qui montre que la permutation о s'écrit comme le produit de transpositions 
de l'ensemble 11,2,...,1 +1}. 


{> Om considère maintenant le cas oü œ ne laisse pas n +1 invariant, c'est-à-dire 
ot 
aln+1}=j avec j <n. 


On désigne par ту 141 la transposition de {1,2,...,n+1} échangeant j et n+l. 
On vérifie que 7;.n+1 о с laisse n + 1 invariant, c'est-à-dire que 


(Tin oaint 1) = n 1. 
On est alors ramené au cas précédent, ce qui permet d'écrire 


Ting4190 = Tli! o r3 o,, or 


où 70), rD. КЕ TUN) sont des transpositions de (1.2,..., n-- 1). En composant 
à gauche par Tingi, on obtient : 


С = Tin T o ride o TN) 


puisque T; n4.1 © Tjnzı = idg13,.,541) ; ce qui termine la démonstration. 
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CHAFITRE 3 


Le corps des réels 


3.1 Généralités 


On suppose connues les propriétés de l'ensemble N des entiers naturels et de 
l'ensemble Z des entiers relatifs. On désigne par + et x l'addition et la multi- 
plication entre entiers. 


3.1.1 Le corps des rationnels 


La relation Ro définie sur l'ensemble Z x Z* par 


V(m,n) € Z x Z* V(m',n') € Z x Z* 


((m, т) (т, n') тх n' = n x m’) 


est une relation d'équivalence `. L'ensemble quotient de Z x Z* par Tea est noté 
Q et est appelé ensemble des nombres rationnels. Remarquons que l'on 
peut identifier Z à un sous-ensemble de Q via l'injection m € Z H+ (m, 1) € Q. 
On note 7 ou m/n la classe d'équivalence d'un élément (m,n) de Q et plus 
simplement rn la classe d'équivalence de (11,1). Si m/n € Q, les éléments de la 
classe d'équivalence de m/n pour la relation Ra (c'est-à-dire les éléments (a, 5) 
de Z x ër tels que a/b = m/n) sont appelés les fractions qui représentent m;n. 
L'entier relatif a est appelé le numérateur et b le dénominateur de la fraction. 
On désigne aussi la fraction a/b comme le quotient de a par b. Il résulte de la 


définition de la relation d'équivalence £g que 


dxa a 
Vd € z = =, 
BER = 


I] est de coutume de prendre pour représentant d'une classe d'équivalence la 
fraction (zm)/n oü z € {-1,1} et m et n sont deux entiers naturels premiers 
entre eux (c'est-à-dire sans diviseur commun autre que 1). 


oir la définition 2.28, p. 55. 
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On munit l'ensemble (P des 2 lois notées +, et x, définies par 


m т! man Em xn à v" eg uU eg 
— — = =r>r>⁄z>!>r>srstri ur tout — et — : 
n "o n xn’ ро n п” 

d ë # 
T E een ur tout — € Q et” EQ 
n ^n — nxn' pa n n' ў 


On vérifie que Q muni des lois +, et x, est un corps commutatif, c'est-à-dire 
que l'on a les propriétés suivantes. 


La loi +, est associative : V(r.y.z) € Q (roy) 42 = x +o (yo). 
La loi +, est commutative : V(z, y) e Q^ х+оу=у+ат. 
- La loi +, possède pour élément neutre l'élément ` (0, 1) noté Og. Cet 
élément vérifie: Vr & QD x +g = x. 
Tout élément x = (m.n) de Q possède un symétrique dans Q pour la loi 
+. ll s'agit de l'élément" (—m,n), noté —z, qui vérifie: z +ç — x = Üg. 
Autrement dit, (Q, +, ) est un groupe commutatif. 
- La loi x, est associative : V(r.y.z) € Q? (T Xoy) Xoz = T хо (у Xo z). 
- La loi xg est commutative ` (х,у) € Q^ zxgy-yy Xq T. 


- La loi хо possède pour élément neutre l'élément" (1, 1) noté 10. Cet 
élément vérifie: Vr € Q rxolo=r. 

- Tout élément r = (m,n) de Q different de Oq possede un symétrique 
dans Q pour la loi xg. П s'agit de l'élément (n, m) qui est noté z^! et qui 
vérifie : x xg z^! = lo. 

- la loi x4 est distributive sur +Q : 


viz yz) є Q (hay) xa z = (z xq £) To(y xq2). 
i m > 
On note Qy l'ensemble [= eü|meNneN } et UC = Q \ {00}. 


3.1.3 Relation d'ordre sur un ensemble 


Définition 4.1 Soit E un ensemble non vide. Une relation R de E dans E 
est appelée une relation d'ordre sur E si elle est : 


- réflexive : vr c E rRr; 


- anti-symétrique : (х,у) € E? («Ву et yRx) => г= у; 


- transitive : V(z,y,z) € ЕЎ  (rRy et yRz) => zRz. 


Dont un représentant de la classe d'équivalence est; voir page 55. 
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Exemples 
1. On vérifie que sur Q la relation < définie par 


М(х,у) EQ (2 £y 1 y- x E Q4) 
est une relation d'ordre. On écrit également y 2 x au lieu de r € y. 
2. Sur Q la relation < définie par 

Wire (reye-y-r€eQi) 


n'est pas une relation d'ordre (elle n'est ni réflexive, ni anti-symétrique). On 
écrit également y > z au lieu de z < y. 


3. Soit A un ensemble. La relation d'inclusion Œ est une relation d'ordre 
sur P(A). 


Définition 3.2 Soit R une relation d'ordre sur un ensemble E. Cette relation 
d'ordre est qualifiée de relation d'ordre total sur E si 


V(r,y)e E* (rRy ou уйш). 


Proposition 3.1 La relation d'ordre < sur Q a les propriétés suivantes : 
K il s'agit d'une relation d'ordre total : 
verweg? (r&y) ou (yz); 
X elle est compatible avec les lois +, et Ko : 
(2,0,2) EQ” (r&y = 2+02<Y+02) 


et (asv et 0 < z) => z хаг &yXo2). 


On dit que le corps (Q, +q, Xq) muni de la relation d'ordre < est un corps 
totalement ordonne. 


Démonstration Elle est immédiate en revenant à la définition de la relation <. 
О 


3.1.3 Bornes supérieure et inférieure 


Définition 3.3 Soient E un ensemble muni d'une relation d'ordre total notée 
< et À un sous-ensemble non vide de E. On dit qu'un élément 5 de E est un 
majorant de À si 

YreA rzsS. 


Si l'ensemble des majorants est non vide, on dit que l'ensemble A est majoré. 
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Si un élément M de A est un majorant de А, alors il est unique et est appelé 
élément maximal de А. On note M = maxg.A. 


Définition 3.4 Soient E un ensemble muni d'une relation d'ordre total notée 
= el À un sous-ensemble non vide de E. On dit qu'un élément s de E est un 
minorant de À si 


Vr GA ser. 


Si l'ensemble des minorants est non vide, on dit que l'ensemble A est minoré. 


Si un élément m de A est un minorant de A, alors il est unique et est appelé 
élément minimal de A. On note m = mins A. 


Un ensemble A qui est à la fois minoré et majoré est dit borné. 


Définition 3.5 Soient E un ensemble muni d'une relation d'ordre total notée 
< et À un sous-ensemble non vide de E. 


X Si А est majoré, on appelle supremum ou borne supérieure de A le plus 


petit élément, s'il existe, de l'ensemble des majorants. On le note supz A. 


KX Si A est minoré, on appelle infimum ou borne inférieure de A le plus 
grand élément, ai existe, de l'ensemble des minorants. On le note infgA. 


Exemples 


i. Soient E =Q et А = [ze Q 0 < z et z£ 2). 

L'ensemble des majorants {т € Q | z > 2} possède pour plus petit élément 2; 
cet élément appartient à A. La borne supérieure de A est donc son élément 
maximal. 


2. Soient E =Q et A= [ze Q|O € z et z <2). 

L'ensemble des majorants (x ЕР: 2} possede pour plus petit élément 2: 
cet élément n'appartient pas à A. L'ensemble A possède donc une borne supé- 
rieure mais pas d'élément maximal. 


Remarque On prendra garde que l'élément maximal (resp. l'élément minimal) 
ou la borne supérieure (resp. la borne inférieure) d'un ensemble A dépend de 
l'ensemble E dont A est un sous-ensemble. Ainsi si A = {re E | 3z < 5) on à 


5 


supgÂ =. 


et supz4 = 1. 

Dans Q, la borne supérieure de À qui vaut 5/3 n'est pas élément maximal de А. 
Dans Z, la borne supérieure de A qui vaut 1 est également l'élément maximal 
de A. Par ailleurs, un ensemble majoré n'admet pas nécessairement de borne 
supérieure. L'ensemble A = [z eQ |z>0 et z2 < 2} est majore (3 est un 
majorant) mais ne possede pas de borne supérieure dans Q (nous l'établirons 
dans la section suivante). 
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3.1.4 Les insuffisances du corps des rationnels 
Une première insuffisance 


П est aisé de vérifier que ві r désigne un nombre rationnel, il n'existe pas néces- 
sairement de nombre rationnel x tel que x хот = r. Autrement dit l'équation 
z? = r n'a pas forcément de solution dans Q. C'est le cas par exemple de 
l'équation r^ = 2. Si cette équation avait une solution dans Q4, alors il exis- 
terait (m,n) € N x N* avec m et n sans diviseur commun autre que 1 tels 
que m? = 2n?, Ceci impliquerait que m? est pair et par conséquent que m est 
pair (le produit de 2 nombres impairs est impair). Ainsi il existerait un entier 
naturel k non nul tel que m = 2k. On aurait alors 2n? = m? = 4k? ce qui im- 
pliquerait que n? = 2k? et donc n serait pair. Ceci contredirait notre hypothèse 
que m et n sont sans diviseur commun autre que 1. Par ailleurs si l'équation 
avait une solution z dans (pA €}, alors le rationnel —r qui appartiendrait à Q+ 
serait aussi solution. On vient de voir que c'est impossible. Ce raisonnement 
par l'absurde permet de conclure que l'équation z^ — 2 n'a pas de solution 


dans Q. 


Une seconde insuffisance 


On peut par ailleurs démontrer que l'ensemble А = {r € Q| z » 0 et z? <2} 
ne possede ni élément maximal ni borne supérieure dans Q. Pour le vérifier, 
raisonnons par l'absurde. 

z(r?-4 6) 


Soit f l'application de Q dans Q^ définie par f(x) = EU EN E Оп montre 
aisément que 
3.29 
г WS 7 = (т 
2r(2 — ll 
i ДЕКА те = rca (2) 


> Supposons que À possède un élément maximal a. On a а? < 2 car a € А. 
D'après la relation (1), b = f(a) est élément de A (car f(a)? — 2 < 0 ) et 
d'après la relation (2), b > a (car f(a) — a > 0). Il y a contradiction car b € A 
est strictement supérieur à l'élément maximal a. L'ensemble A ne possede donc 
pas d'élément maximal. 

> Supposons maintenant que A possede une borne supérieure a. L'ensemble 
des majorants de A est M = {re QX | r^ > 2). On à donc a? > 2. D'après 
la relation (1), b = fla) est élément de M (car f(a)? = 2 > 0) et d'après 
la relation (2), b < a (car f(a) — a € 0). D'après la définition de la borne 
supérieure cela implique que b = a. On déduit de la relation (2) que 2 — a? = 0. 
C'est impossible car nous avons montré que 2 n'est le carré d'aucun rationnel. 
L'ensemble A ne possède donc pas de borne supérieure. 


Ainsi dans Q un ensemble borné ne possede pas nécessairement de borne su- 
périeure (ou de borne inférieure). On peut montrer que le fait que l'équation 
т? = r. € О n'admet pas nécessairement de solution dans © est lié à cette 
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mème insuffisance, П est donc souhaitable de construire une extension de Геп- 
semble Q qui, en plus d'être un corps commutatif totalement ordonné, pos- 
söderait la propriété suivante : « tout sous-ensemble borné possede une borne 
supérieure et une borne inférieure ». L'ensemble des nombres réels répond à 
ce désir. Comme nous l'avons fait pour les nombres rationnels, il convient. de 
construire avec précision l'ensemble des nombres réels et d'en étudier les pro- 
priétés. 


Extension du corps des rationnels 


La facon la plus simple de définir les nombres réels serait de dire qu'il s'agit de 


développements décimaux "illimités de la forme то. 2179... comme 0, 33333... 
ou T = 3,14159... . Autrement dit, un nombre réel serait définit comme une 
suite (rn )n de chiffres, donc d'entiers naturels. Cela provoque un certain nombre 
de difficultés comme par exemple de connaitre toutes les décimales de т ou en- 
core d'expliquer pourquoi les développements 1,00... et 0,99... désignent le 
même nombre 1. D'autre part il serait délicat d'étendre à cet ensemble les lois 
somme et produit définies sur Q. Si l'on essaie de généraliser aux développe- 
ments décimaux illimités les regles d'addition et de multiplication des nombres 
décimaux, on se heurte au fait qu'il n'v à pas de « dernier chiffre à droite ». 


Une méthode mathématiquement satisfaisante pour définir les nombres réels 
a été publiée en 1872 par Richard Dedekind. Elle marque le début de « la 
modernité en mathématique, laquelle consiste à construire à l'aide de la logique 
et de la théorie des ensembles tous les objets mathématiques et à établir à 
partir de là leurs propriétés » . Cette méthode relativement simple mais peu 
intuitive consiste à définir un réel comme une partie de l'ensemble Q. Il existe 
d'autres méthodes pour construire l'ensemble des nombres réels, par exemple 
en utilisant les suites de Cauchy | dans Q. D'ailleurs cette meme année 1872 
paraissent trois autres constructions du corps des nombres réels qui sont l'œuvre 


de Weierstrass, Cantor et Méray. 

Pour une construction détaillée du corps des nombres réels et une présentation 
des différentes méthodes de construction, nous renvoyons le lecteur intéressé 
à l'ouvrage : La planéte K, Voyage au pays des nombres réels, R. Brouzet et. 
H. Boualem, Collection UniverSciences (Dunod, 2002). Nous nous contenterons 
dans la section suivante de donner un aperçu de la méthode de Dedekind. 


on appelle nombre décimal un nombre rationnel qui est le quotient d'un entier relatif 
par une puissance de 10. Par exemple 2/100 ou 3/50 sont des nombres décimaux, mais 
pas 1/3. 

M" DEDEKIND, Richard ‘1831, Braunschweig (Allemagne) - 1916, Braunschweig). 

zn R. Godement, Analvse mathématique, tome 1, Springer-Verlag, 2001. 

"voir le chapitre 5, page 191, pour la définition d'une suite de Cauchy. 

 WgrERSTRASS, Karl (1815, Ostenfelde (Westphalie) - 1897, Berlin). 
CANTOR, Georg (1845, Saint-Petersbourg = 1915, Halle (Allemagne) ). 
MÉRAY, Charles (1835, Chalon-sur-Saône - 1911, Dijon). 
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3.1.5 Le corps des réels 


La méthode de Dedekind pour construire l'ensemble des réels consiste à défi- 
nir les nombres réels en introduisant dans Q des ensembles particuliers appelés 
coupures. Оп appelle coupure un sous-ensemble X de Q satisfaisant aux condi- 
tions suivantes ; 


— VrexX WweQ\X ner: 

= X n'a pas de plus petit élément. 

On définit alors un nombre réel comme étant une coupure. Intuitivement une 
coupure est l'ensemble de tous les nombres rationnels qui sont strictement su- 


périeurs à un nombre rée! donné et il n'y a aucune différence de nature entre un 
nombre réel et l'ensemble de tous les nombres rationnels qui lui sont supérieurs. 


L'ensemble D des coupures de Ü peut être muni d'une structure de corps to- 
talement ordonné. La démonstration est aisée et n'utilise que des résultats de 
théorie des ensembles, mais elle est fastidieuse. On définit la relation d'ordre < 
sur l'ensemble D par : 

A SN s X cC Y. 


On définit la somme entre deux réels (coupures) de la manière suivante : 


X+Y=Í:eQ 


z=r+y TE À, ver}. 


Le produit est un peu plus délicat à définir. Dans un premier temps si X et Y 
sont deux réels positifs (i.e. coupures incluses dans Q4) on définit 


XxY -2[:eQ, lag seit TEA, ver). 


Dans le cas oü X et Y ne sont pas positifs, le produit précédent ne donne pas 
une coupure. Si X est un réel négatif et Y est un réel positif, le réel = X qui est 
l'opposé de X pour l'addition est un réel positif, et on définit le produit X x Y 
par 

X x Y = —[—X) x Y. 


On procëde de méme dans les autres cas envisageables. 


Il faut vérifier que l'ensemble D muni des lois + et x et de la relation d'ordre 
< est un corps totalement ordonné. Il faut également vérifier qu'il possede la 
propriété de la borne supérieure (i.e. : tout ensemble majoré dans Ë possède une 
borne supérieure) qui faisait défaut à Q. Enfin, il faut vérifier que le corps ainsi 
construit possede les propriétés attendues concernant les réels. Bien entendu, 
le seul intérêt de la construction de R est de prouver l'existence du corps des 
réels. La construction peut étre ensuite oubliée au profit des propriétés de &. 


Nous admettrons donc, à défaut d'avoir mené à son terme la construction de 
l'ensemble des nombres réels, l'existence d'un ensemble R, contenant Q, muni 
de deux lois de composition interne + et x et d'une relation d'ordre total qui 
prolongent celles définies sur Q et qui possede les propriétés suivantes. 
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Propriétés de la somme 
La loi + est associative: V(r,g.z)€ R^ (r +y)+ r= r +(wu +z); 
- la loi + est commutative :  V(r.y) € R? r4 Yy=y+T; 
- l'ensemble Ж posséde un élément neutre pour + qui est l'entier 0: 
VreR r+0=r: 


- tout élément r de E possède un symétrique dans R pour la loi + appelé 
a opposé de r » et noté =r: VreR 3(-r)]€ER r+i-x) = 0. 


Pour x et y réels, on note x= la somme de x avec l'opposé de y. On définit ainsi 

une loi de composition interne appelée soustraction qui n'est ni associative, ni 

commutative, 

La commutativitė et l'associativité de la loi + ont pour conséquence la possi- 

bilité de considérer des sommes de réels de la forme z; + ra +... + r4 sans se 
FL 


préoccuper de l'ordre des termes. On note une telle somme Ò ze. 
k=1 


Propriétés du produit 
- la loi x est associative: v(r.y,z)&e R^ (rxy)xzerxíyxz) 
- la loi x est commutative: = Y(x,. y) € R^ rxy=yxe: 


l'ensemble R possede un élément neutre pour x qui est l'entier 1: 
VreR rxl-rzr; 

— tout élément r de E different de O possède un symétrique dans R pour la 
loi x appelé « inverse de x » et noté z^! : 


vreR FEER zxz! =l: 


- la loi x est distributive sur + : 
vr ER? (x+) x z= [z x z) + (y x z). 


On note souvent le produit de deux réels x et y par juxtaposition x y plutôt 
que zT x y. 


Pour zr et y réels, y # 0, on note r/y le produit de x avec l'inverse de y. 
On définit ainsi une loi de composition interne appelée division qui n'est ni 
associative, ni commutative. 


La commutativité et l'associativité de la loi x ont pour conséquence la possi- 
bilité de considérer des produits de réels de la forme ту x Ta х... x Zu sans se 
rl 


préoccuper de l'ordre des termes. On note un tel produit I] Thi 

k=l 
Pour tout réel т on définit la puissance n-ieme de z (ou n désigne un entier 
naturel) par la relation de récurrence : r" = 1,2" = r x r""!. On a alors pour 
tout entier n non nul 1" = 1 et pour tout entier n non nul 0" = 0. Sir est un 
réel non nul. on note r^" l'inverse du réel z^. 
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Propriétés de la relation d'ordre 


La relation € est une relation d'ordre sur Ё: 


elle est réflexive: Vr e R rer 
~ elle est anti-symétrique : Yir, y) € В? (r<yet ys z) == T = J; 
- elle est transitive: V(r,yr)e R (r&y et y<z) — 1252. 
Cette relation d'ordre est compatible avec les lois + et x, 


V(ryz)ER?^ (r&y = r+2<y+3) 


et ((кє» et 0« 2) => ЗТ! 


On écrit aussi x > y pour y < zr. On définit la relation < sur R раг: 
Yir, y) € R? rey s (r£yetry) 


Il ne s'agit pas d'une relation d'ordre sur R (elle n'est ni réflexive, ni symé- 
trique). On note aussi y > r pour x < y. 


On note, 
R, = [reR|Ozzr) l'ensemble des réels positifs: 
R- = {reR|r<0} l'ensemble des réels négatifs; 
R} = {reR|r>0} l'ensemble des réels strictement positifs; 
R = {zeR|z<0} l'ensemble des réels strictement négatifs; 
R = IreR|z<0 ou т> 0} l'ensemble des réels non nuls. 
Propriétés de la borne supérieure 


Proposition 3.2 X Tout sous-ensemble A non vide et majoré de R admet une 
borne supérieure; de plus, il existe un réel b tel que 


(re À r&b) et (Vc ER; Эг EA b-e<z.). 


X Tout sous-ensemble À non vide et minoré de È admet une borne inférieure ; 
de plus, il eriste un réel a tel que 


(Vre A rza) et (“ЕЕ EA a+e>x,). 


Dans la caractérisation de la borne supérieure donnée à la proposition 3.2, la 
condition « Vr € A x < b» exprime le fait que b est un majorant de A. La 
condition « dr, € A b-e< x, w exprime qu'il s'agit du plus petit : dès 
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Fig. 1 Illustration de la situation décrite à la proposition 3.2. 


que l'on veut retrancher une quantité e aussi petite soit-elle à b, on trouve des 
éléments de A qui sont plus grand que b — є (fig. 1). Le réel b =< n'est donc pas 
un majorant de A. Dans la caractérisation de la borne inférieure, la condition 
«Ут А x >а» exprime le fait que a est un minorant de A. La condition 
i dr, € А п+ғ > Z, w exprime qu'il s'agit du plus grand : des que l'on veut 
ajouter une quantité e aussi petite soit-elle à a, on trouve des éléments de A 
qui sont plus petits que a + € (fig. 1). Le réel a + € n'est donc pas un minorant 
de A. 


Exemple Considérons l'ensemble E = {1/(1+ 22) | x € R2. € 1}. Sous 
l'hypothèse x € R^, on a 


Üzz£l = 0<r<l = 1<1+:°&2 
1 1 
=> +Ñ £ — < 1. 
2 14e? 
On en dóduit que l'ensemble E est un sous-ensemble borné de E. I] admet pour 
borne supérieure 1 mais n'admet pas d'élément maximal. Il admet pour borne 
inférieure 1/2 qui est également son élément minimal. 


Théorème 3.1 (Propriété d'Archiméde) 


veeR) VrceR, 3neN" 


Démonstration Soient = et z deux réels strictement positifs fixés. L'ensemble 
E = (n € N | nz < x) est un sous-ensemble non vide (0 € E) et majoré (par т} 
de R. Il admet donc une borne supérieure b dans R (qui par définition est le 
plus petit des majorants de E). Puisque 6 — 1 n'est pas un majorant de E, il 
existe ne E tel que n > b — 1. On en déduit que n + 1 > b et par conséquent 
que l'entier non nul ng = n + 1 n'appartient pas à E. On a donc noe > г. La 
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propriété d'Archiméde est démontrée : il existe un entier naturel non nul ny tel 
que ше > T = 


Remarque On appelle nombre irrationnel un élément de Е \ Q et nombre 
algébrique un réel qui vérific une équation algébrique à coefficients rationnels 
(c'est-à-dire de la forme anr" + a, 1r"^! +... + ag = 0, avec ai € О, € 
10,..., n]). L'ensemble des nombres algébriques contient Q et est un ensemble 
dénombrable. Les autres réels sont qualifiés de transcendants. Par exemple 4/2 
est un nombre irrationnel et un nombre algébrique (il est solution de l'équation 


algébrique x? — 2 = 0) alors que т est un nombre irrationnel et un nombre 
transcendant. 


3.2 Propriétés des nombres réels 


3.2.1 Propriétés calculatoires 


L'objet de ce paragraphe est de rappeler les principales propriétés et formules 
calculatoires concernant les nombres réels. 


l. Міли) ER? ((r&y)et(uzv)-—r-uszy-v 


EES 


(z < 
et (u 2 0)) => rxu<yxu 
g 


((z < v) 
( y) et (u<v)) => r+u<y+u 
((z < v) 
((z < y) et (u £ 0)) = TXUSYXU 


2. winyl e R x RE 0 < r £ y = 0< 
r = y < Ü => 


x < Ü < y = 


3. МЕМ V(nyeR,xR, (z £y z" < у) 
4. VreR, V(m,on)eN* (r= 1 et n £ m => r" > z") 
(r21 et n < m => т" < z") 


La proposition suivante est un simple corollaire de la proposition 2.12, page 72, 
démontrée dans le cas général d'un anneau. 
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Proposition 3.3 (Formule du binöme de Newton ` ) Soient r et y 
deur réels et n un entier naturel non nul. On a 


n 


T L п — k k FR ч k = n! 
(x + y) 2,6 z* y oà CÉ Ea E 


Remarque On a aussi par commutativité de la somme 
{x + y)” = Ke pk y" 
k=0 


et il peut étre plus avantageux selon les situations d'utiliser l'une ou l'autre des 
deux expressions. 


Proposition 3.4 Soient z et y deur réels ein un entier naturel non nul. On 


{x 58 y) Kä QUT 1 - kat 
k 


=} 


Hr N). 


Démonstration La formule peut se démontrer par calcul. On a 


P = Ï nl Fe 


(т = йу Si bne ре = Se l-k k+l 


m-—1 FE 
= E aen = 
k zel 


(on a effectué le changement de variable £ = k +1 dans la 2° somme) 


r tyf 
ба] 


= т" -— y", 


les termes des deux sommes s'annulant deux à deux à l'exception des termes 
extrémes. " 


TRE | | 
"L'Histoire ne nous a paa transmis le nom du collaborateur de Newton qui a établi cette 
formule. C'est la raison pour laquelle on a coutume d'appeler cette formule « la formule 
du binome de Newton ». 
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Un 


Proposition 3.5 Pour tout entier naturel n non nul on a 


піт + 1) 
an 


nin + 1)(2n + 1) 
с=тт=; 


2 
E > n? (n +1)? 
=— 
k=l 


Démonstration Soient uo, r deux réels et n un entier naturel non nul. Om 


considere pour tout entier k tel que 1 < k < n + 1 les réels u, définis `` par la 
relation tip = tg-1 +r. Pour tout entier m, on désigne par Sm la quantité 


ri 


Son = у ир = 


E 


D'après la formule du binôme de Newton on a pour tout ke N.O < k € n, 


тп. тт 
(uur) => CA Pup =u +Y C TR. 
EA 


i=] 


On en déduit en sommant ces relations pour Ë variant de 0 à n que 


n 

У “(ux + n)" = 3 uy + Ус "u 

k=0 k=0 
Fri 


Gs DC up 
Sm ar Ge) 


k= 


— Im + Vei, r Dmi- 
i=] 


| Un professeur de Gauss aurait donné l'exercice suivant à une classe un peu trop indisci- 
plinde ` « Messieurs, vous faites trop de bruit, Calculez-moi 1 4 8 4-3 4-... 4- 99 + 100. Je 
ne veux entendre aucun bruit. x 
Gauss le résolut immédiatement, en remarquant qu'en notant S cette somme, оп а : 


s 1+2+1 +... + 100 
S = 100+ Od, 1 


et donc 25 = 101 + 101 +... + 101 = 100 x 101 = 10100. La somme valait donc 5050. 
(10) : e 
Autrement dit on considère une progression arithmétique de premier terme ua et de 


raison TP. 
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Or uy + r = upp de sorte que 


d n+] 


Y (up + r)" су, gäe = Sa o лр 


L=0 k-ü 
En combinant ces deux relations on obtient que 
ы, = 
ишь = up + Y C r sss (3) 
ї=1 
Prenons uo = Ü et r = 1. On a alors pour tout entier k € N, u; = k. La relation 


(3) s'écrit dans ce cas particulier 


(n 4- 1)" Sci, Sm-i- (4) 


(es) 


Prenons m = 2, on obtient 
(n + 1)? = 25, + So. 


Compte tenu du fait que So = (n + 1) on établit que la somme des n premiers 


entiers vaut 
- D ы 2 к= nin = nin zU 


En prenant m = 3 dans la Sech Se on obtient 
(n + 1)? = 385 + 38, + Sa 
d'ou on déduit que la somme des carrés des n premiers entiers vaut 


k=l 8 
En prenant m = 4 dans la relation (4) on obtient 
(n + 1)* = 453 + 655 + 45, + 50 


d'ou on déduit que la somme des cubes des n premiers entiers vaut 


&-Ye- Ec dré 


On peut poursuivre selon le meme principe pour obtenir l'expression de la 
somme des puissances m-ieme des n premiers entiers. On obtient ainsi 


4 _ Mn + 1)(2n + 1)(3n? + 3n - 1) 
2 BEEN NS 
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Exercice 1 Re-démontrer ces relations en utilisant un raisonnement par ré- 
currence. 


Proposition 3.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz ``) Soit n un entier na- 
turel non nul. Pour tous (r1,...,:7,) € Е" et (in in} ЄЙ", 


(Er) «(59) 9) 


Démonstration Considérons l'application T : A € R ++ Kä (Ari + yi)”. Pour 
i=Ï 
tout réel A, T(À) 2 Ü (on a une somme de carrés). Or 


T(A) = V (А02 + Bea + 1) = Уа +2А Konz E 


а=] i=] 


aA? + 2bÀ + c. 


La fonction polynomiale T étant positive sur R, l'équation aA? + 2bÀ +c = 0 ne 
peut avoir qu'une racine double ou deux racines complexes (mais il ne peut y 
avoir deux racines réelles distinctes, sans quoi T' serait négative sur un intervalle 
de longueur non nulle). On a par conséquent un discriminant négatif pour le 
trinóme : A = 46? — dac € 0. Cela implique que 


On a ainsi prouvé l'inégalité de Cauchy-Schwarz. = 


Exercice 2 En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, démontrer l'inégalité 
de Minkowski ^ : pour tous (zi. £n) € R" et fn... Un) € R^, 


e + i)? < 


iml 


EU CAUCHY, Augustin (1789, Paris - 1857, Sceaux). 
SCHWARZ, Hermann (1843, Hermsdorf (Silésie] - 1921, Berlin). 


R MINKOWSKI, Hermann (1564, Kaunas (Lituanie) - 1909, Göttingen (Allemagne)). 
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Remarque Si on désigne раг z le vecteur de R” de composantes (r1,..., Zn)» 
par y le vecteur de R" de composantes (yi,.... yn) et par || || la norme eucli- 
dienne de R”, l'inégalité de Cauchy-Schwarz exprime le fait que #-y < [Ir] x ll 
et l'inégalité de Minkowski le fait que ||z + y|| < Wel + Int, 


3.2.2 La valeur absolue 


Définition 3.6 On appelle valeur absolue du réel x le réel positif noté |z] 


défini par 
jef = т sirzü 
T | =£ sten" 


Proposition 3.7 On a les propriétés suivantes : 


wr €E Е |z| = max[r,—zr]) et | — el = [z]; 


Yr c R (el = 0 == x = 0) ; 


V(r,y) e R2 |z x y| = || x |; 

VreR Wen | z"| = ||"; 

V(r,y) € R° læ + ul < || + |y] (1 inégalité triangulaire) ; 
Yiz y) € В? [| — || € |x — (2° inégalité triangulaire). 


Démonstration [> Les deux premiéres assertions sont des conséquences im- 
médiates de la définition de la valeur absolue. 


[> La démonstration de la troisième assertion est immédiate par disjonction des 
cas selon le signe de z et de y. 
i) Si x 2 Ò et y > Ü alors d'une part x x y 2 Ò et par conséquent |a x y| = rx y 
et d'autre part |z| = т. |y| = y. La relation fr x y| = |x| x [ul est donc établie 
dans ce cas. 


ii) Si z > Ü et y < О alors d'une part x x y < Ü et par conséquent |x x y| = -rxy 
et d'autre part |z] = =, |y] = —y. La relation |x x y| = |x] x |y| est donc 
établie dans ce cas. 


Hi) Si z € Ü et y > О alors d'une part rxy < 0 et par conséquent |x x y| = =z x y 
et d'autre part |r| = —z,|y| = y. La relation |e x y| = |z| x [y] est donc 
établie dans ce cas. 

iv) Six < Ü et y < 0 alors d'une part r x y > ü et par conséquent |x x y| = x x g 
et d'autre part |z| = —z.|y| = —w. La relation |e x y| = |=] x [y| est donc 
établie dans ce cas. 

Оп a démontré que dans les 4 cas envisageables selon les signes de z et de y, 

la relation était vraie. Elle est donc toujours vraie. 

La quatrième assertion peut se démontrer par récurrence en utilisant le résultat 

qui vient d'étre établi ; elle est laissée en exercice. 
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[> Pour démontrer la première inégalité triangulaire nous procédons à nouveau 


par disjonction des cas. Remarquons que l'on peut toujours supposer (il suffit 
de renommer les deux réels) que z < y. 


i) Ou bien 0 < x € y et dans ce cas |z + y] = m+ y = |z] + jy). La relation est 
vraie. 


ii) Ou bien r < y < Ü et dans ce cas |z+ yl = —-(r--y) = —z+[—w) = |x] + tyl. 
La relation est vraie. 


iii) Ou bien r € 0 < y avec —r > y et 
[z + y| = —(z +g) = (—z) -y = |e] — {| < ixl + |. 
La relation est vraie dans ce cas. 
iv) Ou bien z < Ü € y avec —r < y et 
[+ =z +y = ir) t y || + lys el + lul. 


La relation est vraie dans ce cas aussi, 


Nous avons montré que dans les 4 cas envisageables, compte tenu de la com- 
mutativité de la somme, la relation était vraie. Elle est donc toujours vraie. 


> Considérons deux réels quelconques que l'on désigne par r et y. On peut 


toujours supposer (quitte à inverser la lettre les désignant) que kel 2 [yl]. On a 
alors, 


Wal = wll = lel- Iud = |e — y + vl — Iul. 


En utilisant la première inégalité triangulaire on obtient 


(el — ll < |z — vl + Il = ly] = |z = yl. 


La seconde inégalité triangulaire est demontree. Г] 


Exercice 3 Montrer, en utilisant une disjonction de cas, que pour (х,у) € R? 


max (=, y} = He ++ |= — yl) et min{z,y} = s (s + = |> = yl). 


Définition 3.7 On appelle distance usuelle sur Е l'application 


d: ЕХЕ — R 
(х,у) — |z -— И 


Pour x € K et y € Е le réel d(x, y) est appelé distance de x à y. 
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Proposition 3.8 La distance usuelle sur È possède les propriétés suivantes : 
1. Vie, ER? (d(z,y) = 0 = z = y), 


2. Wir,y)e Rš dr, y) = diy, z), 
3. viz yz) eR” d(r,z) < d(z,y) + d(y, z). 


Démonstration Les deux premières assertions résultent de manière immédiate 
des propriétés de la valeur absolue. Pour (r, y, z) € R? on obtient en utilisant 
la premiere inégalité triangulaire, 


d(x,z) = |к—з]=|к+(—-у+ y) — z| = |(z- y) + (y = zl 
< |—у|+]у— | = dir, y) + dip 2). 


D 


Remarque Plus généralement, on appelle distance sur un ensemble E toute 
application d vérifiant les 3 assertions de la proposition 3.8. L'ensemble E muni 
de cette application est alors qualifié d'espace métrique. Par exemple sur C 
l'application qui aux complexes zj et zj associe le module de zj — z; définit une 
distance. 


3.2.3 Partie entière et racine n-ieme 


Proposition 3.9 (Partie entière) Pour tout réel m, il existe un unique œ € 
Z tel que œ & z< œ+ 1. L'entier relatif œ est appelé partie entière de ï et 


est noté E(x) ou 12]. 


Démonstration > Soit z un réel positif et А = (n € Z | n € x}, L'ensemble 
A est non vide (0 € А) et il est majoré car d'après la propriété d'Archiméde, 
il existe un entier N tel que N > r. L'ensemble A est donc un sous-ensemble 
de Z, non vide et majoré; il admet un unique élément maximal œ € Z. Cet 
élément maximal vérifie d'une part a € À donc œ € x et d'autre part a +1 ë A 
donc a + l > z. 


> Soit z un réel strictement négatif et B= [n € Z | n > zx}. L'ensemble B est 
non vide (0 € A) et il est minoré car d'après la propriété d' Archimède, il existe 
un entier N tel que № > —r, autrement dit tel que z > =N. L'ensemble B est 
donc un sous-ensemble de Z, non vide et minoré ; il admet un unique élément 
minimal Je Z. Cet élément minimal vérifie d'une part 3 £ B donc 3 > m et 
d'autre part 3 — 1 А donc 3 — 1 € z. Ainsi l'entier relatif œ = # — 1 vérifie 
а&т<а+1. П 


Exemple On a Efm) 2 3, E(—z) = —4, E(3) = 3, E(—4) = —. 
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On appelle fonction partie entière l'application E : ë € R — E(r). On vérifie 
aisément les propriétés suivantes concernant la fonction partie entiere. 


Proposition 3.10 Soit x un nombre réel. On a 
i. Е(тү<т< E(r)+1 etxë-1 < Eir) Єт. 
2. Eir)=rre2. 

A ne E(r+n)=E(z)+ n. 


Proposition 3.11 (Racine n-ième d'un réel positif) Soient a un réel po- 


sitif et n un entier naturel non nul. Il existe un unique réel positif b tel que 
b^ = a. Ce réel est noté "Va ou a* et est appelé racine n-ième `` de a. 


Démonstration Nous verrons par la suite que ce résultat découle de maniere 
évidente du fait que l'application z € R; — z” est bijective de R, dans R4. 
Nous allons cependant en donner une démonstration directe qui utilise la notion 
de borne supérieure d'un ensemble. Remarquons que le résultat est évident pour 
a = Ü, a = I et pour n = 1. 


> Montrons tout d'abord que si le réel b existe, il est nécessairement, unique. 
Pour cela supposons qu'il existe deux réels positifs b; et b; tels que b? = a et 
bj = a. Оп a alors b? = bj et, d'après la proposition 3.4, 


n—1 
by — b3 = (h — ba) $ xt = 0. 


k=l 


Le produit est nul si et seulement si h, — b; = Ü ou si pour tout entier k € 
{0,...,n — 1) on a bj ^b. = 0 (en effet puisque bj > 0 et ba > 0 on a une 
somme de termes positifs). Dans le premier cas cela implique que bj = bo. Dans 
le deuxième cas cela implique que b; = ba = 0 (il suffit de considérer les valeurs 
k=0etk=n-1). On en déduit que s'il existe, le réel b vérifiant b^ = a est 
unique. 


> Pour a € [1, +oel, considérons l'ensemble E = {x € R | z" < a}. L'ensemble 
E est non vide (par exemple 1 € E) et il est majoré par a (si z > 1 alors 
т € xz" < a et si Ü < x < l alors x < a car a z 1). I] admet done une borne 


supérieure ^ be KI. autrement dit, 
vre& E x = h, (5) 
et WeRt Jn ЕЕ hee ze (б) 


Trois cas sont alors envisageables : ou bien b" < a, ou bien $ > a, ou bien 
enfin b" = a. Nous allons montrer que les deux premiers cas ne peuvent exister. 


en On parle de racine carrée lorsque m = 2 et de racine cubique lorsque n = 3, 
"vis la proposition 3.2. 
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Le seul cas possible sera alors le cas où b" = a. Nous aurons ainsi démontré 
l'existence d'une racine n-iéme de a. Pour montrer que les deux premiers cas 
ne peuvent avoir lieu, raisonnons par l'absurde, 


- Supposons que b" < a et considérons un réel œ €|0,1|. Nous avons alors 


d'après la formule du binôme 


n-1 


(b+a)" =b" = Co ban k = УО Man 
k-ü 


t 


< ay CH H (car œ €]0,1|—=— Vi € N* o^ < a) 


< œY CE = a (14 bj. 


On en déduit que si l'on choisit œ €]0, 1| tel que a < Гн alors 


(b +œ)" - ^ < a - b" 


et par conséquent (b+ a)" < а. C'est impossible car on aurait alors b + œ 
qui serait un élément de E et qui serait strictement plus grand que la borne 
supérieure de cet ensemble. C'est en contradiction avec la condition (5). Le 
cas où b" < a est donc impossible. 


~ Supposons que bi > a. Оп a alors d'apres la proposition 3.4 : pour tout 
élément r de E 


n-1 


b -aṣ b -g [fb ue nik 


On a 0 < z" < a < b" done (z/b)" < 1 et par conséquent 0 < z/b < 1. Cela 
implique que l'on a aussi Ü < x < b et done 0 < z^ < b? pour tout entier E 
non nul. On obtient en utilisant ces résultats 


a 
Ai 
SE 


5" — a £ (b — z) T рер lek = {(b pr < (b— rnit, 
Autrement dit, pour tout x € Aona:b-r> Ad Prenons £ = et. 
ge | ` LO Ath Te pet’ 


On peut affirmer d'après ce qui précède que 
Ze CR VreA b-r2e. 


On obtient dans ce cas une contradiction avec la condition (6). Le cas ой 
b" > a est donc également impossible. Le seul cas possible est le cas oü 
bn = a et nous en déduisons l'existence d'une racine n-ième de a. 
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> Pour terminer la démonstration, il faut considérer le cas où a el, 1]. Posons 
a = l/a; on a œ Є]1, J-oc[. D'après ce qui précède on peut en déduire qu'il 
existe un unique réel 3 € R7 tel que 3" = œ. Or 


: LI «=> l SEN 
a gn ` Bn) `` 


maa => ñ= i= 


On en déduit done qu'il existe un unique réel be EY tel que b" = a. = 


Exercice 4 En utilisant la formule du binóme de Newton, montrer que pour 
tout entier n non nul Xn < 1 + yAn. 


1 
Exercice 5 Soit a € Ri. Montrer que B = =. 
а 


3.2.4 Propriétés fondamentales 


La proposition suivante sera utilisée à de nombreuses reprises dans la suite du 
cours. Elle indique que pour montrer qu'un réel est nul, il suffit de montrer 
qu'on peut le rendre, en valeur absolue, plus petit que n'importe quel réel 
strictement positif fixé. 


Proposition 3.12 Soit r un réel. 


(Ve € R: |z| <€) 


Démonstration Raisonnons par l'absurde ^. Supposons l’assertion fausse, 
c'est-à-dire supposons que” 


(Чєє Ез (ese) et x #0. 


Puisque x est non nul, le réel тр = |r|/2 est strictement positif et vérifie |r| > 7. 
Cela contredit l'hypothèse : Ve € Rï |r| < €. On en déduit que l'assertion 
énoncée dans la proposition est vraie. n 


Définition 3.8 On dit qu'un sous-ensemble A de R est dense dans R si 


V(r,y) € R? (rey => ЗаєА r<a<y). 


{IS} KA в à Pur i 
Cette proposition peut également ëtre démontrée en utilisant un raisonnement par contra- 


posée, voir l'exemple donné à la section 1.4.2, p. 17. 
1d 
"var le chapitre ] pour les régles de négation d'une assertion définie à l'aide de quantifi- 


cabeurs. 
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Remarques 


1. A est dense dans R signifie qu'entre 2 réels distincts il y a toujours (au moins) 
un élément de 4. 


2. La négation de cette assertion est 


J(r,y) € R* (rey) et (Va& A (rzaouy<a)). 


Exemple Z n'est pas dense dans R : si l'on prend z = т et y = 7/2 alors pour 
tout m € Z ou bien m € x ou bien m >т. 


Proposition 3.13 Q est dense dans R. 


Démonstration Soit (х,у) € В? tel que z < y. On applique la propriété 
d'Archiméde en prenant £ = y = x (on а bien € > 0) : 


Vo е Е; In. € N? naly = T] > о. 


Si l'on choisit de prendre a = 1, on obtient l'existence d'un entier пу € № tel 


que nily = r) > 1. On a alors y = r > 4 c'est-à-dire y > mer 
T 


E(niz) + 1 . š T — 
Posons a = met! : il est clair que a € Q. En utilisant les propriétés de la 
1 
partie entière, voir la proposition 3.10, on obtient 


nir-l)41 mr +1 1 
FEN E ni BEER et ag ——— —z4— «y. 
UTI Tiy Th 


On a ainsi montré que pour tout couple (r,y) € R tel que x < y, il existe 
un rationnel a vérifiant x < a < y ce qui permet de conclure que Q est dense 
dans R. LI 


Remarque Оп peut montrer que l'ensemble EVO des irrationnels est lui aussi 
dense dans R. 


Proposition 3.14 Soient (х,у) € R?,x < y, et A un sous-ensemble de Е. 
Si A est dense dans R alors il existe une suite (а. њем d'éléments de A, 


à (iT) 
strictement monotone ` , telle que 


Yn Є N r < En < y. 


Fir la définition 5.5, p. 181. 
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Démonstration On raisonne par récurrence. D'aprés la définition de la den- 
site, il existe ag € A tel que т < ag < y. Supposons que pour un entier k fixé, 
il existe ay € A tel que x < a; < y. Comme A est dense dans R et que y et ak 
sont deux réels, il existe арау € À tel que aj < 0741 < y. On a ainsi prouvé 
l'existence d'une suite (a, ken d'éléments de A, strictement croissante telle que 
vn € N. x < a, € y. Sur le meme principe, il est aisé de construire une suite 
strictement décroissante en privilégiant cette fois-ci r et fp. LI 


Proposition 3.15 Si A est un sous-ensemble de R dense dans È alors pour 


tout réel x, il existe une suite (annen d'éléments de A qui converge vers x. 


Démonstration Supposons que A est dense dans E : pour tout réels r, y avec 
r < у, il existe un élément a de A tel que z < a < y. Par conséquent, pour 
tout entier n non nul, on peut trouver un élément a, de À vérifiant z € an < 
г +1/п. La suite (a, leen ainsi construite converge vers T (d'après le théorème 
d'encadrement, p. 179). L] 


3.3 Topologie de la droite réelle 
3.3.1 Intervalles 


Définition 3.9 On appelle intervalle de R taut sous-ensemble I de R tel que 


Via 8,7) Є Е? (nel et Bel et agys ð= yE]. 


Autrement dit, un intervalle est un ensemble ou tout réel compris entre deux 
réels de l'ensemble appartient à l'ensemble. 


Soit (a, b) € Е, a < b. On définit les intervalles d'extrémités a et b suivants, 


(ab = {reRla<zx et x < В|, appelé intervalle fermé [a,b], 
labh] = (zER])]a<x et x <b}, appelé intervalle ouvert ја, bi, 
et 
ebl = freRlası et rgb}, 
lab] = {reRla<r et rzb]. 
On appelle centre de chacun de ces intervalles le réel x = шд 


On définit aussi les intervalles non bornés suivants, 


Io, Gol = [reRlazzl, lax] 


IreRljla<rt, 


| o0, bl 


[reR|z«b], ]- ос, ӧ 


[reR|r<b}. 
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3.3.2 Ensemble ouvert et ensemble fermé 


Définition 3.10 On dit que le sous-ensemble V de R est un voisinage du 
réel ry si V contient un intervalle ouvert de centre zo. Autrement dit, V 
est un voisinage de Ty si 


3(a,5) e R? Í et Ja Ыс v). 


Fig. 2 Illustration de la situation décrite à la définition 3.10. 


Exemples 

1.]- 1, 1] et [-1, 1/2] sont des voisinages de 0. 

2. 10,1], [0,1] et [2,3] ne sont pas des voisinages de 0. 

3. (11012, 3| n'est pas un voisinage de 1 mais c'est un voisinage de 5/2. 


Définition 3.11X Un sous-ensemble O non vide de R est qualifié 
d'ensemble ouvert si pour tout élément x de © il existe un intervalle ouvert 
de centre x contenu dans Q. Autrement dit, un ensemble est ouvert s'il est 
voisinage de chacun de ses points. 


X Un sous-ensemble F de R est appelée ensemble fermé si son complémen- 
taire dans R est ouvert. 


Exemples 


1. Tout intervalle ouvert I =ja,b| (a < b) est un ensemble ouvert de E. En effet, 
soit ze I et d = min [((r — a)/2, (b — r)/2). L'intervalle ouvert Je = d, x + dl 
est inclus dans I et de centre x. 


2. Q n'est ni ouvert, ni fermé dans E. 


3. Pour tout réel a, l'intervalle Ja, +00] est un ouvert de R. Son complémentaire 
| — oc, a] est donc un fermé de R. 


u On peut également définir un voisinage de ro de la manière suivante ` le sous-ensemble 
V de R est un voisinage du réel zo si V contient un intervalle ouvert contenant ro. 
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Remarques 


1. On convient que les ensembles D et R sont à la fois des ensembles ouverts et 
des ensembles fermés de IR. Ce sont les seuls à posséder cette propriété. 


2. Un ensemble peut n'étre ni ouvert ni fermé (c'est le cas par exemple de 
l'intervalle | — 3,3]}. Contrairement à son sens dans le langage courant, fermé 
n'est pas le contraire d'ouvert. 


3. Un sous-ensemble de R qui est fermé et borné est qualifié d'ensemble com- 
pact. 


Proposition 3.16 (Union et intersection d'ouverts ou de fermés) 

X L'union d'un nombre quelconque " d'ensembles ouverts est un ensemble ou- 
vert. L'intersection d'un nombre fini d'ensembles ouverts est un ensemble 
ouvert. 


X L'intersection d'un nombre quelconque d'ensembles fermés est un ensemble 
fermé. L'union d'un nombre fini d'ensembles fermés est un ensemble fermé. 


Démonstration Ce résultat est admis. La seconde partie de la proposition 
concernant les ensembles fermés s'obtient à partir de la premiere partie de la 
proposition en utilisant les lois de Morgan, voir la proposition 2.3, page 30. O 


Exemples 


1. Le complémentaire dans R de l'intervalle fermé [a, b] est un ensemble ouvert 
puisqu'il est la réunion des intervalles ouverts | — ос, al et ]b, +]. On en déduit 
qu'un intervalle fermé de R est fermé dans R. 


2. N et Z sont des fermés de R car leur complémentaire dans R est une réunion 
d'intervalles ouverta. 


3.3.3 Intérieur et adhérence d'un ensemble 


Définition 3.12 Soit A un sous-ensemble non vide de R et xo un réel. On dit 
que rg est un point intérieur à A si A est un voisinage de xg. L'ensemble 


des points intérieurs à A est noté À et est appelé intérieur de A. 


Exemples 
1. Ü est intérieur à | — 1, 1] mais n'est pas intérieur à JO, 1] ni à [0, 1]. 
2. L'intérieur de ( est l'ensemble vide. 


п) Fini, dénombrable ou infini non dénombrahle. 
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Remarques 


1. L'intérieur d'un sous-ensemble non vide A de Е est le plus grand ouvert 
contenu dans A. On a donc A C А. 


2. L'intérieur d'un intervalle d'extrémités a et b est l'ouvert Ja. bl. 


Definition 3.13 Soit A un sous-ensemble non vide de R et rg un réel 


K On dit que xo est un point adhérent à A si tout intervalle ouvert de centre 
Fn contient au moins un élément de À. L'ensemble des points adhérents à A 


est noté À et est appelé adhérence de A. 


X On dit que xo est un point d'accumulation de A si tout intervalle ouvert 
de centre rg contient au moins un élément de A autre que то. 


De manière équivalente, ro est un point adhérent à A si tout voisinage de ma 
contient au moins un élément de A et ro est un point d'accumulation de A si 
tout voisinage de ro contient au moins un élément de A autre que zo. 


Exemples 


1. Soit A —]1,2) U {3}. Le réel 1 est un point d'accumulation de A et un 
point adhérent de A, Le réel 1 n'appartient pas à A. Le réel 2 est un point 
d'accumulation de A et un point adhérent de A. Le réel 2 appartient à A. 
Le réel 3 est un point adhérent mais pas un point d'accumulation. Le réel 3 
appartient à A. Le réel Ü est un point d’accumulation de A et un point adhérent 
de A. Il appartient à A. 


2. Puisque Q est dense dans R, tout réel est un point d'accumulation de €. 


Remarques 


1. Un point d'accumulation de À est un point adhérent de A mais la réciproque 
est fausse. 


2. Un point adhérent à l'ensemble À qui n'est pas un point d'accumulation est 
appelé un point isolé. 


3. L'adhérence de A est le plus petit ensemble fermé contenant A. On a donc 


AC À. 
4. 51 À est un ensemble borné dans R. M = вирь (A) et m = infg(A} sont deux 


points d'adhérence de A. 
3.3.4 La droite numérique achevee 


L'ensemble Е n'a ni plus grand, ni plus petit élément. On lui adjoint 2 éléments 
notés +00 et —oc de facon à construire l'ensemble noté E. On a donc E = 
RU [496, =Â). 


On prolonge à Ë la relation d'ordre total définie sur R en posant 


VrER = 5 < ï < +06. 
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On prolonge partiellement à R la structure algébrique de R en posant 


T--(-00) = ko Vr € R, rZ -co, 
т+{—со) = —o0 Vr € R, x É +00, 
zr x (+oo) = ko Vr € R, z > 0, 
тх (—oo) = –ос Yr ER, rU, 


mais il n'est pas possible de définir 
(Hoo) + (=c), Ü x (+00), Ü x (—со), 


DÉI I А (Kn 
de manière à ce que R devienne un anneau . 


Définition 3.14 On appelle voisinage de +00 (resp. —00) tout sous-ensembl 
de R contenant un intervalle de R de la forme |а, +20) (resp. (=c, al] où 


ja, +00] =]a, +oo[U[+oo) (resp. [-o0, a[=] — oc, a[U( оо}. 


Si A est un sous-ensemble de R, on dit que ze € Ë est adhérent à A dans Е si 
tout voisinage de zo contient au moins un point de A. 


3.4 Quelques notions sur la représentation des réels en machine 


3.41 Quelques calculs deroutants 


On cherche à calculer P = 9х — vi + 2⁄2 pour x = 10864 et y = 18817. On 
dispose de plusieurs façons pour effectuer ce calcul à l'aide d'une calculatrice. 


1. On peut calculer 9 х (10864)* — (18817)* +2 x (18817)*. 


2, Une autre facon de procéder est de ranger les valeurs 10864 et 18817 dans 
2 registres X et Y et de calculer : 9X! — Y! + 2Y?. 


3. On peut également ranger les valeurs 9 x (10864)*, (18817)* et 2 x (18817)? 
dans 3 registres A, B et C et calculer A- B+C (ou A-- C — B, C — B+ A, 
-B+C +A). 


On pourra comparer les résultats fournis par différentes calculatrices ` `. À titre 
d'exemple la Casio FX 4000 indique 1158978 alors que la Casio FX 8500 indique 
58978 pour le premier calcul. Pour le deuxième calcul on obtient respectivement 
1158978 et 58978 alors que pour le troisième calcul on obtient selon l'ordre 


(1 On retrouve là les difficultés intervenant dans le calcul des limites. 
EU On effectuera ces calculs en arithmétique numérique et non pas en arithmétique formelle si 


cette dernière existe sur la calculatrice, En arithmétique formelle on a une représentation 
exacte des entiers quelle que soit leur taille ce qui permet d'obtenir le résultat à exact s. 
Toutefois cela se traduit par un temps de calcul beaucoup plus long ce qui peut être 
rédhibitoire pour l'exécution d'algorithmes de taille importante. 
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d'appel des registres 8158978, 8000000, 9000000 et 8000000 pour la FX 4000 et 
58978, 1000000, 1000000 et 1000000 pour la FX 8500. 


On peut vérifier par ailleurs que Р = (322 — y?) (3r? + y?) + 23? et calculer Р 
en utilisant cette relation. On obtient en utilisant cette relation 1 pour résultat 
en utilisant la FX 4000 ou la FX 8500. Ce dernier résultat est la « vraie » valeur 
de P. 


Quelques notions sur la représentation des réels en machine et sur la maniere 
dont sont effectuées les opérations arithmétiques en machine sont indispensables 
pour comprendre pourquoi l'on obtient ces résultats surprenants et décider de 
la < bonne s valeur. 


3.4.2 Représentation des nombres réels en machine 


La méthode de représentation des nombres réels qui est détaillée dans ce qui 
suit est valable aussi bien pour les calculatrices que pour les ordinateurs dans 
la mesure ой on a recours au calcul numérique et non pas au calcul formel. 


Un réel est représenté en machine sous deux formes. 


En écriture à virgule fixe : dans ce cas le réel est représenté sur 10 caracteres 
dont la virgule et avec éventuellement le signe — en plus. Sous cette forme, le 
plus grand réel représentable est 9999999999 et le plus petit réel représentable 
est O.00000001. 


En écriture A virgule flottante : dans ce cas le réel est représenté sous la 


forme 
m est la mantisse, 


r= Ет 3" où H est la base, 
n est l'exposant. 


La base par défaut est la base 10 et 3 est alors noté E. La convention consistant 
à avoir le premier chiffre à gauche de la virgule non nul est souvent adoptée 
dans l'écriture à virgule flottante sur caleulatrice, 


À titre d'exemple, sur la FX 8500, les résultats de calculs supérieurs à 1010 ou 
inférieurs à 10^? sont affichés en virgule flottante. Pour l'affichage en virgule 
flottante, la mantisse est composée de 10 chiffres plus la virgule. L'exposant est 
composé de 2 chiffres plus un éventuel signe. Le plus grand nombre représen- 
table en machine est M = 9.999999999 10". Le plus petit nombre représentable 
est m = 1.000000000 10779. 


3.4.3 Opérations sur les nombres réels 


Pour les réels en écriture à virgule fixe (de méme que pour les entiers), les opé- 
rations sont. effectuées de « maniere naturelle ». Le résultat est éventuellement 
tronqué s'il a plus de 10 chiffres. De méme il peut être éventuellement affiché 
en écriture à virgule flottante. 


Pour une opération portant entre un nombre en écriture à virgule fixe et un 
nombre en écriture à virgule flottante, le nombre en écriture à virgule fixe est 
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tout d'abord écrit en écriture à virgule flottante. L'opération est alors effectuée 
en considérant deux nombres en écriture à virgule flottante. 


Intéressons-nous aux opérations portant sur les nombres en écriture à virgule 
flottante. Compte tenu de la représentation des nombres à virgule flottante, 
les calculs sur les réels s'accompagnent de décalages et entrainent d'inévitables 
troncatures qui altérent la précision du résultat. Une grande part des résultats 
aberrants obtenus en effectuant des calculs à l'aide d'une calculatrice s'ex- 
pliquent par ces troncatures. Une bonne compréhension des règles calculatoires 
sur les nombres à virgule flottante est indispensable pour juger de la fiabilité 
d'un résultat rendu par une calculatrice. 


Cas de la multiplication (ou de la division) 


La multiplication ou la division s'effectuent en 3 étapes : 

- on ajoute (ou on retranche) les exposants ; 

- on multiplie (ou on divise) les mantisses ; 

- on normalise, si nécessaire, la mantisse du résultat obtenu, en ajustant l'ex- 
posant. La normalisation consiste à décaler les chiffres de la mantisse vers 
la droite (ou vers la gauche) pour avoir un seul chiffre non nul à gauche de 


la virgule. Pour l'affichage on tronque la mantisse aux 10 premiers chiffres 
(arrondi par valeur inférieure). 


Exemple Regardons comment est calculé R = 1.999 1013 x 8.765432 1017. 
On ajoute les exposants : 13 + 17 = 30. On multiplie les mantisses ` 1.999 x 
8.765432 = 17.522098568. Le résultat vaut done : R = 17.522098568 1020. On 
normalise : R = 1.75222098572 1021. On tronque la partie décimale de sorte 
d'avoir une mantisse composée de 10 chiffres : R = 1.752209857 10*!. C'est le 
résultat qui sera affiché; le vérifier sur une calculatrice (ayant les caractéris- 
tiques utilisées ici). 


Cas de l'addition (ou de la soustraction) 


L'addition ou la soustraction s'effectuent en 2 étapes : 


si les exposants sont égaux, on ajoute (ou on retranche) directement les 
mantisses et on normalise, si nécessaire, en ajustant l'exposant ; 


- si les exposants ne sont pas égaux, on décale vers la droite les chiffres de 
la mantisse du nombre le plus petit (en valeur absolue) et on ajuste en 
mème temps son exposant jusqu'à le rendre égal à celui du nombre le plus 
grand. On ajoute (ou on retranche) alors les mantisses et on normalise, si 
nécessaire, en ajustant lexposant. Dans tous les cas, pour l'affichage on 
tronque la mantisse aux 10 premiers chiffres (arrondi par valeur inférieure). 


Exemples 


1. Regardons comment est calculé R = 1.999 1015 — 1.980 1015. Les exposants 
sont égaux ; on retranche les mantisses : 1.999 — 1.980 — 0.019. Le résultat vaut 
R = 0.019 1015. Après normalisation, la valeur affichée est R = 1.9 1013. 
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2. Regardons comment est calculé R = 1.999 10!° + 1.979 10!!, On décale 
vers la droite les chiffres de la mantisse du nombre le plus petit : 1.97910!! = 
0.000197910!5. On ajoute les mantisses : 1.999 + 0.0001979 = 1.9991979. La 
valeur affichée est À = 1.9991979 1015. 


Remarque Les calculs internes sont en général effectués avec une mantisse plus 
longue que celle utilisée pour l'affichage du résultat. Par exemple sur la FX 8500, 
les calculs internes sont effectués avec une mantisse de 13 chiffres dont seuls les 
10 premiers seront affichés. П est possible d'obtenir les 3 chiffres supplémen- 
taires non affichés de la mantisse en retranchant la valeur numérique affichée à 
l'expression calculée. Ainsi, si l'on demande à la calculatrice de calculer 19994, le 


résultat affiché est 1.596802399 1013, Si l'on effectue 19994 — 1,596802399 103, 
on obtient 1980. Les 3 chiffres non affichés de la mantisse sont 198 et 19993 
vaut approximativement 1.596802399198 10!?, approximation plus précise que 
1.506802399 1017. 


Exercice 6 À partir de ces indications sur le codage des nombres en machine 
et sur la façon dont sont effectuées les opérations arithmétiques, expliquer les 
résultats abtenus dans la premiére partie. 


3.5 Exercices de synthèse 


Exercice 7 Soient (a,b) € R7, x RY tel que a = b et 


1 1 
А +5 [mn EN}. 
ma nb 

I - Montrer que À possède un plus grand élément et que À est minoré. 

2 - Montrer, en utilisant la propriété d’Archimede, que A admet 0 pour borne 
inférieure. 


l 1 

3- Montrer que Vk € N* les réels il el ÉL sont des points d'accumulation 
e 

de A. 

Exercice 8 On appelle nombre dyadique tout nombre rationnel de la forme 

mi 


оп où m € Z et n € N. Montrer en utilisant la propriété d’Archimede que 


l'ensemble des nombres dyadiques 
D-lz EIERE) 


est dense dans R. On pourra également montrer que l'ensemble des nombres 
décimaur est dense dans R. 
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Exercice 9 Soit f une application définie sur E telle que f(1) = 1 et 
Yz áO f(x) #0 et f (1/2) = l/f(z), 
ü)V(r.y)ER? J(r +w) = fx) + fiv). 


i - Montrer que f(0) = 0 puis que f est impaire. 


2 - Montrer que pour tout n € N on a fin] = n. En déduire que pour tout 
r € Q, on a f(x) = z. 


3- Vérifier que pour tout réel z, fir?) = fix)? (on pourra calculer f(1/z(1— 
r)) de deur maniéres différentes). En déduire que f est croissante. 


4 - En utilisant la densité de Q dans R, prouver finalement que l'application f 
est l'application identité, 


3.6 Solution des exercices 


Solution de l'exercice 1 


Vérifions par récurrence que l'on a bien 


2  n(n-4l)2n-1) 
Le- IM 


n(n + 1)(2п++1) _ -— 


Supposons maintenant que la relation soit vraie pour un entier п donné, autre- 
ment dit supposons que 


Pour n = 1 la relation est vraie : 


a (n+ 1)(2n.+ 1) 
d k = 6 


et montrons que la relation est vraie pour l'entier suivant, autrement dit mon- 
trons que 


S ihe (п + 1)(n + 2)(2n +3) 


k=1 6 
On а 
Ye E т+ D = i yg EE MU и 
ш u = (n+l) + e 
D 6 ` 


Les autres raisonnements par récurrence sont à rédiger sur le même modèle 
comme cela a été fait en page 20. 
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Solution de l'exercice 2 


Soient (ei, 2n] € RI et (gi.....y4) € E". Démontrer l'inégalité de Min- 
kowski revient à démontrer que 


On a 


EC + y} == b» +У w EK? Hi: 
kl 


1=1 Le) Les) 


et d'apres l'inégalité de Couch Schwarz, 


Par conséquent, 


Ss + s) 


L'inégalité de Minkowski est démontrée. 


Solution de l'exercice 3 


Soient r et y deux réels. Deux cas sont possibles : ou bien z € y ou bien x > y. 
Sir € y alors d'une part max{r,y} = y et d'autre part [|z — y| = y — x donc 
(+ y + |œ — yl) = y 
Si т > y alors d'une part max[r, y) = r et d'autre part |т — y| = x — y donc 
Le + y+ x = yl) = x. 
Dans les deux cas on a 


1 
max[z,y) = s ++ |x — yl). 


Cette égalité est donc vraie pour tous réels x,y. On procède selon le méme 
principe pour établir la seconde relation. 
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Solution de l'exercice 4 


En utilisant la formule du binóme (voir la proposition 3.3, p. 98) on obtient 
pour tout entier n non nul, 


LÉI + Zelf) 


o п 
= 1 k 
estem ial 


On en déduit que Vn < 1 + үз. 


Ti 


Solution de l'exercice 5 

Soit a € R}. Le réel 1 ja est strictement positif, donc d'après la proposition 3.11, 
il existe un unique 3 € R tel que 3" = 1/a et par définition = 1/1/a. On a 
(1/8)"* = a et par conséquent 1/8 est la racine n-ième de a (celle-ci est unique). 
Finalement on a 


в= у> et == va 


a 


Solution de l'exercice 6 


Nous présentons ici le détails des opérations effectudes dans le cas de la Casio 
ЕХ 8500. 


1 - Pour calculer 9 x (10864)* — (18817)? +2 x (18817)2, les résultats sont les 
suivants (on a indiqué entre crochets les chiffres de la mantisse non affichés 
mais utilisés lors des calculs) : 

(10864)! = 1,393025376|—202] 1015 

(18817)* = 1,253722845[299] 10!" 

(18817)? = 354079489 

9 x (10864)* = 1,253722838[218] 10!7 

2 x (18817)? = 708158978 

On a alors : 

9x(10864)* —(18817)* = —0,000000007[081] 1017 = —7,081 1018 = - 708100000 
et 

9 x (10864)* — (18817)* + 2 x (18817)? = —708100000 + 708158978 = 58978. 


2 - Si l'on range les valeurs 10864 et 18817 dans 2 registres X et Y que l'on 
calcule 9X^ — Y* + 2Y?, on effectue les mêmes opérations sur les réels que pour 
la question 1. On obtient donc là aussi 58978. 
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3 - Si on range les valeurs 9 x (10864)*, (18817)* et 2 x (18817)? dans 3 registres 
A, B et C et que l'on calcule A- B+C on effectue là encore les mêmes opérations 
sur les réels que pour la question 1. Par contre. si l'on calcule À + C — B on 
obtient : 

А = 1,253722838[218] 1017 

В = 1,253722845[299] 1017 

C = 708158978 

A+ С = 1,253722838[218] 101” + 708158978 

1,2537228381218] 101° + 0, 000000007[081] 1017 

1, 253722845300] 1017 


et 
A-- C — B = 1,253722845[300] 1017 — 1,253722845[299] 1017 
= 0, 000000000j001| 1077 = 1 10° = 100000. 


Solution de l'exercice 7 


1 
1 - Notons amn = = + = un élément de A. Il est clair que 
ma пр 


1 


1 
(} < mm < Fr 
E 


p 
L'ensemble A est donc minoré par Ü et admet pour plus grand élément à. 


+ 


2 . Tout élément de A est strictement positif. Pour montrer que Dest borne 


" е 122] 
inférieure de A montrons — que 


ve € R} dx € A œ =F = (0. 


D'après la propriété d' Archimède "™ 


VERI VreR, JneN тє>т. 


Soit = Є Ri fixé et x = l/a + 1/6. D'après la propriété d' Archimede, il existe 
un entier п non nul tel que 


1 
== < w €, 
a b 
autrement dit tel que 
1 1 
— + — – Е < 0. 
na nb 


1 1 A ; 
Comme Gen = == + ES est élément de A, on en conclut que 0 est bien la borne 
inférieure de A. 


З - Soient c et d deux réels tels que ay = 1/(ka) appartienne à l'intervalle Je, dl. 
On veut montrer que cet intervalle contient un point de A. Soit z le réel positif 


É ka A ka | 


ir la proposition 3.2, p. 95. 
9?! Voir le théorème 3.1, p. 96. 
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D'après la propriété d'Archiméde (on prend x = 1/b} il existe un entier n non 
nul tel que 1/b < ne. On a donc 


1 | 1 1 
Ü < ar < min E =e d- È) 


d'ou on déduit que 


1 1 1 | 1 1 
Ü < Ea ТШ ы + min fg оа E$ <d 


et que 
l 1.1 l. 
— + — > — — — Z E. 
ka nb ka nb 


Ainsi aka appartient à |с, d| et à A. Le réel 1/ka est donc bien un point d'ac- 
cumulation de A. Sur le même principe on vérifie que 1/kb est aussi un point 
d'accumulation de A. 


Solution de l'exercice 8 

Soient r et y deux réels tels que z < y. Pour montrer que D est dense dans R. 
montrons que Гоп peut trouver un nombre dyadique d tel que r < d < y. 
Posons € = y = x, D'après la propriété d'Archimède ` 


MENT ne>]1. 


Par ailleurs on vérifie facilement par récurrence que pour tout entier k on a 
2* > k. On en déduit que 


1 
Ü < = < = < €. 
п 


Posons т = E(?"r) + 1 et considérons le nombre dyadique d = = Verifions 
que l'on a bien т < d < y. D'après les propriétés de la partie entière, on a d'une 


part 
m Ei2"r)+1 = Ze 


"уп jn 2n 


et d'autre part 


m  E(2"r)-1 2"r4l1 1 
— s «X —— = z+ — < m+: = у. 


de 
ar an ап n 


L'ensemble des nombres dyadiques est donc dense dans R. 


Solution de l'exercice 9 


1 - Pour tout réel x, on a d'après la relation ii, 
fr + 0) = fir) + f(0). 


loir le théorème 3.1, p. 96; on prend ici le réel 1 comme premier paramètre quantifié. 
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On en déduit que f(D) = fir + 0) — fir) = 0. On a aussi, 


HO) = f(—z + z) = f(x) + fe). 
On en déduit que f(—r) = — fir), autrement dit que la fonction f est impaire. 


2 - L'assertion « pour tout n € N fin) = n » se vérifie par récurrence. On 
vient d'établir que f(0) = 0: elle est donc vraie pour т = 0. Supposons-la vraie 
pour un entier n fixé. On a alors, en utilisant la relation ii et l'hypothése de 
récurrence, 

Fin + 1) = fin) + fil)= fin) + Ï =n + 1. 


D'après la relation i, ceci implique que pour tout entier p non nul 


1 1 


fü/p = TA ï 


Tout rationnel strictement positif x s'écrit sous la forme z = п/р avec n € № 
et p € N°, L'assertion « pour tout (n.p) € N° x N° fin/p) = n/p » se vérifie 
par récurrence sur n. Pour n = 1 la relation vient d'être démontrée. Si l'on 
suppose la relation vraie pour un entier п fixé alors la relation est également 
vraie pour l'entier n + 1 puisque 


f((n+1)/p) = fin/p+1/p) = f(n/p) + f(1/p) 
Аа, 


Par ailleurs, puisque la fonction f est impaire, si x est un rationnel négatif, 
on à 


fiz) = fe = ДЕ) = -|z| = =. 
La relation f(x) = т est donc vraie pour tout rationnel x. 


3 - On a d'une part, 


1 1 | 
d (zi —) 7 f(s0-2) " Да) fe) 


et d’autre part, 


[се БЕ Gr) 


1 1 1 1 
j H fü Cn " fs) ` ei 
1 
f(x) = fü) 


De ces deux relations, on déduit que 


1 1 
fa) - Hei) ` f(xY1— f(x) 
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autrement dit que fix?) = f(z)*. 


Soient z et y deux réels tels que y 2 г. Il existe un réel z tel que y = x + 12. 
On a 


J(y) = f(z +) = fa) + In?) = f(z) + SO)? > fe). 


La fonction f est done croissante. 


4 - Raisonnons par l'absurde et supposons que f ne soit pas l'identité. П existe 
alors un réel ra tel que f(zo) # zu. Supposons pour préciser les choses que 
Рту) € ro (un raisonnement analogue s'applique si l'on suppose Tirol > mo). 
Puisque Q est dense dans R, il existe un rationnel r dans l'intervalle | f (zo), Zal; 
Puisque f est croissante, on a 


TUF ol) & fir) & fira). 


Or fir) = r puisque r est un rationnel, donc r < fixo). Ceci contredit le fait 
que r e] (zo). rol. On en déduit que l'application f est l'application identité. 
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CHAPITRE 4 


Le согрв des complexes 


Dans ce chapitre, R désigne le corps des réels, muni des opérations usuelles, 
l'addition +, et la multiplication xe, que nous noterons plus simplement + 
et x, On note 0 et 1 les éléments neutres de Е pour l'addition et pour la 
multiplication. 


4.1 Structure de corps commutatif sur В? 


Considérons l'ensemble produit R? = {(a,b} | a € R,b € R}. Nous cherchons à 
munir cet ensemble de deux lois de composition interne afin de lui conférer une 
structure de corps commutatif. 


4.1.1 Premiere approche 
Munissons l'ensemble R? des deux lois © et © définies par 


déf 


(a,b) @ (a', b) (афа, В+ i) pour tous (a, b), (a^, 4) € RE, 


(a, b) © (a',b/) Ch (аха, Бх) pour tous (a.b), (a, b) € R*. 

Ces deux lois définissent des lois de composition interne sur R? puisque l'addi- 
tion + et la multiplication x sont elles-mémes des lois de composition interne 
sur R. Les définitions de & et © semblent assez naturelles (les opérations 
s'effectuent termes à termes). Conferent-elles à R? une structure de corps com- 
mutatif ? Pour répondre à cette question, examinons dans un premier temps 
les propriétés de la loi ©. 


Propriétés de la loi Ф 


On vérifie aisément que la premiere loi & possède les propriétés suivantes (qui 
se déduisent des propriétés de l'addition + sur R). 


- La loi & est associative : pour tous (a, b), (a, b^), (а, b") € R?, 


((а, b) Ф Dé p (a”.b") = (a,b) Ф (Dei P) Ф (a”, EL 
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- La loi Ф est commutative : (a,b) © (a', b) = (а', b) & (a,b) pour tous 
(a, b), (a', b) € R?. 

- L'ensemble R? possède un élément neutre pour la loi ©. C'est l'élément 
(0,0) puisque 


V(a,b) ER? (a,b) Ф (0,0) = (a + 0, b + 0) = (a,b). 


Tout élément (a,b) de R? possède un symétrique pour la loi Ф qui est 
l'élément (=a, =b) car 


(a,b) Ф (~a, -b) = (0,0). 


L'ensemble produit R? muni de la loi & possède ainsi une structure de groupe 
commutatif. Examinons à présent les propriétés de la seconde loi œ. 
Propriétés de la loi © 

Les propriétés suivantes se déduisent des propriétés des lois -- et x définies 


sur R. 
- La loi © est associative puisque pour tous (a,b), (ei. b). (a, b") € R?, 


((a,8) © (00) © (а, U^) = (a,b) © ((a',W) © (а”,Ь”)). 
- La loi © est commutative : pour tous (a,b), (a',b/) € R?, 
(a,b) © (a', b) = (а, b) © (a,b). 


L'ensemble R? possède pour élément neutre pour la loi œ l'élément (1, 1) 
puisque 


V(a,b) R? (a,b) (1,1) = (a x 1,6 x 1) = (a,b). 


- La loi © est distributive par rapport à la loi $. En effet, pour tous (a, b), 
(oi, H), (a", b") appartenant à R?, 


(a,b) © ((a',&') © (a".8")) = (a,b) © (070) e ((a,b) © (q^), 
(e. Ф (a^, b” )) @ (a,b) = (e © (a, b)) o de © (a, ul 


Ainsi, l'ensemble structure (R?, Ф, ©) est un anneau commutatif. Pour que 
les deux lois & et © confèrent à RY une structure de corps, il reste à s'assurer 
de l'existence d'un symétrique pour tout élément non nul de R?. 

Existence de symétrique pour la loi © 


Un élément (a,b) appartenant à R?, différent de (0, 0), est syındtrisable pour 
la loi @ s'il existe un élément (2, y) appartenant à RY vérifiant 


(a,b) © (x, y) = (1,1) 


Le corps des complexes 127 


ou, de manière équivalente (en utilisant la définition de la loi & |, vérifiant 


a x = Ï 
lh x y = 1 


Il est maintenant évident qu'un élément de E? de la forme (a,0) ou de la forme 
(0, b) ne possède pas de symétrique pour la loi ©. Par conséquent, muni des 
deux opérations © et ©. l'ensemble R^ ne possède pas une structure de corps 
commutatif, Cette premiere approche se solde par un échec. 

4.1.2 Seconde approche 


D'après се qui précède, la loi © confère à R une structure de groupe com- 
mutatif. Conservons-la et cherchons une nouvelle loi produit. Considérons sur 
l'ensemble R? la loi & définie par 


déf. 


(a,b) © {аЬ} = (аа — bl ab + a bh) pour tous (а, b), (a^, b) € R*. 


Cette nouvelle loi définit une loi de composition interne sur E? (puisque + et 
x sont elles-mêmes des lois de composition interne sur R). Remarquons que 
sa définition apparait de façon bien moins naturelle que celle de la loi 
Examinons ses propriétés, 


Propriétés de la loi & 


Les propriétés suivantes se déduisent des propriétés des lois + et x définies 
sur Ë. 


La loi œ est associative : pour tous (а, 5), (ei. RL (a^, 5") € R?, on a 
(OD z GA) Sie" В) = (a, b) € (ei t!) = (a”,b")). 
La loi & est commutative : pour tous (а, b), fol. b) € В“, 


(a,b) @ (a,b) = (a, b^) & (a. b). 


L'ensemble R? possède un élément neutre pour la loi &. C'est l'élément 
(1,0) puisque pour tout (a,b) € В? on a 


(a,b) © (1,0) =(a x 1-6 x 0.0 x 04+b x 1) = {ax 1,6 x 1) = (a,b). 


- La loi & est distributive par rapport à la loi @ puisque pour tous (a,b), 
Lol. Б), (a", b") appartenant à BR", 


(a,b) @ (e A" D Géi = ((в.Ь) 5 GA) Ф (tab) & e, Hl 
(CA o (a" 8") 2 (a.b) = (ei Ы) © (a,b}) Ф (ai. p") e (a.b). 


Par conséquent, l'ensemble structuré (R*, ©, @ ) est un anneau commutatif. 
Est-ce un corps ? 
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Existence de symétrique pour la loi & 
Un élément (a,b) appartenant à R?, différent de (0,0), est symétrisable pour 
la loi & s'il existe un élément (=, y) appartenant à R? vérifiant 
(a,b) & (z. y) = (1,0) 
ou, de manière équivalente d'après la définition de la loi &, vérifiant le systéme 


ar—byzl 
(3) er 


On obtient une équation ne portant que sur l'inconnue x en multipliant la pre- 
miere équation par a, la seconde par b et en additionnant le tout. De méme, on 
obtient une équation ne portant que sur l'inconnue y en multipliant la premiere 
équation par —b, la seconde par a et en additionnant le tout. Ces équations sont 


(a^ + 6) xz-a et (a^-b)xy--b 


Puisque (a, b) Æ (0,0), on a a? + b? Æ 0 et on déduit des deux égalités précé- 
dentes que le système (S) possède pour unique solution le couple (Z, j) de R? 


oü 
a : b 
s.p ©“ = ar 
Par conséquent, tout élément non nul (a, b) de R? possède un unique symétrique 
pour la loi & qui est 


# = 


a b 
db +] 
On a ainsi vérifié que l'ensemble structuré (R?, Ф, el était un corps commu- 
tatif. Cette seconde approche se solde donc par un succes. 


4.1.3 Structure de corps commutatif sur R x (0) 


Considérons le sous-ensemble R x {0} = ((a,0) | a € R} de RI Si (a,0) et 
(a', 0) sont deux éléments de R x {0} alors (a,0) Ф (a’,0) et (a,0) & (o, 0) 
appartiennent aussi à R x {0} puisque 


(a, 0) Ф (a',U) = (a+ a', 0 +0) = (a + a°, 0), 

(a,0) & (a^,0) = (аха —0 x 0,a x 0 + Ü x a') = (a ха’, 0). 
Par conséquent, restreintes à R x (0), les deux lois & et © définissent des lois 
de composition interne sur R x {0}, que nous notons & et &. On les appelle 


les lois induites sur R x (0) par @ et &. On vérifie aisément les propriétés 
suivantes. 


- La loi induite & est associative et commutative sur R x {0} (puisque & 
l'est sur R?). 


— La loi induite & est distributive par rapport à la loi induite & (puisque & 
l'est par rapport à @ ) et associative (puisque © l'est). 
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— Les éléments neutres (0,0) et (1,0) de Ж? pour les lois & et & appartiennent 
au sous-ensemble R x {0}. Ce sont donc aussi les éléments neutres de Rx {0} 
pour les lois induites © et ©. 


= Soit (a,0) un élément de Е x {0}. Ses symétriques pour les lois & et © 
sont (—a,0) et (1/a,0) car 
(a, 0) @ (—a,0) = (a — a 0) = (0,0), 
(a,0) & (1/a,0) = (a x 1/a — 0 x 0,4 x 0 + 0 x 1/a) = (1,0). 


Ils appartiennent au sous-ensemble R x {0}. Ce sont done aussi ses éléments 
symétriques pour les deux lois induites & et &. 


Ainsi, l'ensemble R x [0] muni des deux lois induites & et & possède aussi 
une structure de corps commutatif. Cette structure est induite par celle définie 
sur R?. En ce sens, on dit que R x [0] hérite de la structure de corps définie 
sur R?, ou encore que (R x {0}, Фф, &) est un sous-corps de (В?, Ф, ©). 


Afin d'alléger les écritures, nous notons par le méme symbole Ф la loi sur R? 
et la loi qu'elle induit sur E x {0}. Meme commentaire pour &. 


Injection canonique de R dans Б> 


Il existe une injection naturelle de R dans R?. Considérons l'application Ф de 
R dans R? définie par 
va € E (a) = (a, 0). 


Il est clair que Ф(В) = R x {0}. De plus, Ф est injective. En effet, considérons 
deux nombres réels a et a". Si (a) = Pia’) alors, par définition de Ф, 
(a, 0) = (a^, O), 

et par conséquent a = a”. L'injection Ф de R dans R? définit ainsi une bijection 
de R sur R x {0}. 
De plus, l'application ® transporte dans R x {0} les opérations définies sur 
E. En effet, il est équivalent d'identifier à un couple de R x {0} le résultat 
d'une opération effectuée d'abord dans R entre a € R et a € R, ou d'identifier 
d'abord a et а aux couples (a, 0) et (a',0) puis d'effectuer l'opération dans 
Е х {0}, puisque 

Pia +a) = {а + а”, 0) = (a,0) & (a',0) = Pla) & Ф(а'), 

a x a!) = (a ха", 0) = (2,0) & (a', 0) = Pla) & Pla’). 


L'application ® transporte aussi l'élément unité puisque 
Ф(1) = (1,0). 


En résumé, le corps (R, +, x) est isomorphe par Ф au sous-corps (Е x (0), 9,8) 
de (R?, Ф. &). 
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4.2 Le corps des nombres complexes 


4.2.1 Définition de l'ensemble des nombres complexes 
La structure de corps commutatif de (R?, Ф, ©) donne un sens à la définition 


suivante (nous la devons au mathématicien William Hamilton) : 


Définition 4.1 L'ensemble R? muni des opérations Ф et © définies pour tous 
(a, b), (a', NI appartenant à В? par 


(a, b) & (a', b) E (a + a^, b + 0) 


(a, b) © (a', b") En (aa' — bb ab! + a'b) 


| possède une structure de corps commutatif. On le note C et on l'appelle le 
| corps des nombres complexes. 


Nous abandonnons les deux notations & et & au profit des deux notations + 
et x (plus conventionnelles} ou, lorsque le contexte l'exige, +c et xe. Nous 
notons (c l'élément zéro (0,0) de C, et Le l'élément unité (1,0) de C. 


HAMILTON, William (1805, Dublin - 1865, Dublin). 


Astronome doté d'un esprit brillant (alors âgé de 16 ans, 
il décela une erreur dans le traité de mécanique céleste de 
Laplace), il devint en 1832 membre de l'Académie Royale 
Irlandaise. On lui doit d'importants travaux en mécanique 
et en optique. Hamilton inventa les quaternions (adaptation 
des nombres complexes à un espace tridimensionnel), appe- 
lés aussi nombres hypercomplexes. Ses travaux constituent 
l'un des fondements de l'algèbre moderne. Nous lui devons 
le terme vecteur (du Latin vector : qui transporte). 


Notations et conventions 
On note i l'élément (0,1) € R? dit unité imaginaire ``. On vérifie que 
i? = (0,1) xe (0,1) = (—1,0) = Je, 


On convient, conformément à la discussion menée au paragraphe 4.1.3, d'iden- 
tifier l'élément (a,0) de R? à l'élément a de R. On écrira donc a au lieu de 


U Nous devons cette notation au mathématicien suisse Leonhard Euler (1707-1783), consi- 
déré comme un des plus grands mathématiciens de tous les temps. 


Le corps des complexes 131 


(a, 0). En particulier, 


ja. up v P ICE) a 


{2 not. 


=]. 


Il est important de noter que l'identification de (a, 0) avec a n'a de sens que 
parce qu'il existe une injection naturelle de R dans R?. C'est l'application 4 
définie au paragraphe 4.1.3. Ainsi, lorsque l'on écrit « a = (a,0) », l'injection Ф 
est sous-entendue, l'écriture correcte étant (a) = (а, 0). On dit aussi souvent 
de manière abusive que R est une partie de C et on note 


R c C. 
Là encore, l'injection Ф est sous-entendue. Nous devrions écrire HR} C C et 


dire que l'on identifie R à une partie de C via l'injection canonique Ф. 


Soit z = (a, b) € R^. Compte tenu des conventions précédentes, nous avons 


n 


z Í (a,b) = (a,0) +e (0,5) = (a, 0) +c (0, 1) xe (5,0) "B a tei хе, 


Nous adoptons la notation z = a +c i x. b appelée forme cartésienne, plutôt 
que la notation z = (a,b) et nous parlerons du nombre complexe z (ou du 
complexe z) plutót que du couple z. 


- Le réel a est appelé partie réelle du complexe z et il est noté Re(z). 
- Le réel b est appelé partie imaginaire du complexe z et il est noté Im(z). 
On peut donc écrire tout nombre complexe x sous la forme 


z = Re[z) +c i x, Im(z) 


et cette écriture est unique. Deux nombres complexes sont égaux s'ils ont méme 
partie réelle et méme partie imaginaire : pour tous a.5,a',b' € C, 


a+eix,b=a +X D <> asd et bab. 


Definition 4.2 Un nombre complere z est dit imaginaire pur si sa partie 


réelle est nulle, c'est-à-dire si z = ib avec be R, et on note z € iR. 


Afin d'alléger les écritures, nous abandonnons définitivement les deux notations 
indicielles +, et x. et nous convenons de noter z + x’ (respectivement z x z 
ou zz) l'addition (resp. la multiplication) des deux nombres complexes z et z'. 


On note ainsi de la méme manière les opérations dans C et dans R. Cette simi 
litude dans les notations n'est en aucun cas genante dans la pratique puisque 
les regles pour le calcul algébrique sont les mêmes dans R ou dans C (ce sont 
deux corps commutatifs). On peut manipuler les éléments de C comme l'on 
manipule ceux de R. On peut donc factoriser et/ou développer des expressions 
dans C comme on en a pris l'habitude dans Ж, en prenant soin néanmoins de 
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remplacer i? par —1 à chacune de ses apparitions dans une expression. Seule la 
nature des éléments que l'on manipule est différente. Par exemple, on a 


22 3iz — 5 + A 9. (a,b) x, (a, b} +c (3,0) xe (0,1) xe (a,b) +c (—5, 4). 


La manipulation de l'expression de gauche est moins lourde que celle de droite. 
Elles représentent pourtant le méme nombre complexe. Seule l'écriture diffère. 
Remarquons que les opérations sur les nombres complexes, lorsqu'elles sont 
appliquées aux complexes particuliers que sont les nombres réels, redonnent 
les résultats connus dans R. En ce sens, on dit que les opérations algébriques 
définies sur C prolongent celles définies sur R. 


On vérifie facilement la propriété suivante. 


Proposition 4.1 Pour tous z, z' appartenant à C, 


Re(z + 2') = Ве(2) + Ве(2') et Im(z + z') = Im (z) + Im (z!) , 


Remarque En général, 
Betz x 2) Æ Re(z) x Re(z' et Dmn(z x z") # Im (z) x Im (2). 
Prenons par exemple z = 1 +i et z" = 2 + i. On a z x z' = 1 + 3i, 


Betz x 2") Æ Re(z) х Re(z') et Im(z x z") # Im(z) x Im (z'). 
=1 =|) =? = = ] =] 


Conformément aux notations définies еп page 67, оп note pour tout entier n 
non nul et pour tout z £ C, 


n not. 
SZ = ZA ZER. X Z, 
kim — 


n fois 
En particulier en prenant n = 1, on a zl = z pour tout z € C et on convient 
que z" = 1 pour tout z € C. Puisque 1 = —1, on vérifie que pour tout n € М, 


in = 1, viet) jinta == el, jin+3 = =j, 


= i, 


Proposition 4.2 Оп a les formules suivantes : 


I.\neN V(nz)eC? (2+ 27)" = Y GGsbidirh 
kml} 


mn e N° ҮЕС P 
Клай 


1 
п si z: = 1 


= 1 = rb 
n | - si z #Á 1 
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Démonstration > La première formule est celle du binôme de Newton dans 
C. Elle a été démontrée dans le cas général d'un anneau pour deux éléments z 
et z' tels que z x z' = z! x z (voir la proposition 2.12, p. 72). Elle est donc vraie 
pour n'importe quel couple d'éléments d'un corps commutatif, par exemple C. 


D Pour tout n € N° et pour tout ze C, on a 
(1-2) x (14 24271 +... LT 25 [1 = 1 — SCH (1} 


Cette égalité a été établie au chapitre 2 dans le cas général d'un anneau non 
nécessairement commutatif (voir l'exercice 5, p. 69). Si x É 1 alors le nombre 
complexe 1 — z est inversible (car il est non nul). Multiplions l'égalité (1) par 
(1 = z)-!. On obtient 


zat. 


Si maintenant x = 1, on obtient directement 1 + 5 + 22 +...4+:""!=n H 


4.2.2 Conjugaison d'un nombre complexe 


Définition 4.3 On appelle conjugué du nombre complere z = a+ ib, avec a 


ct b réels, le nombre complere Z de partie réelle a et de partie imaginaire =h, 
c'est-à-dire : Z = a = ib. 


Exemple 1 + 2i = 1 — ži, i = —i et 4 = 4. 


On a les propriétés suivantes. 


EIE el Im (z) = > — Š, 


p 2i 

| Уг € C Z = 4 

{Yre (zeR +> zer) 

Br (z€iR «&»z-—-z) 

| 6. vis, z^) € С? 

| z +z=z te, zeer et z Xz = x z. 


Démonstration La démonstration de chacune des propriétés s'effectue en re- 
venant aux définitions. La rédaction est laissée en exercice. П 
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Exercice 1 Soit j le nombre complexe défini par 
j= -1/241v3/2. 


I - Montrer que : j = 1/j = j. 
2 - En déduire que: =1 et 1+j+j = 0. 
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4.3.1 Module d'un nombre complexe 


Le produit d'un nombre complexe z et de son conjugué Z est un nombre réel 
positif ou nul puisque 


Vz€C х= (Re(z))  (Im(z))" > 0, 


ce qui nous autorise à prendre la racine carrée de z x z. La définition suivante 
a alors un sens. 


Définition 4.4 Soit z € C. On appelle module de z et on note |z|, le nombre 
réel positif ou nul défini par : 


WÉI yz xs = (Ret2))" + (Im(2))°. 


La notation utilisée est cohérente avec la notation utilisée pour désigner la 
valeur absolue d'un nombre réel puisque si un nombre complexe z est réel, 
c'est-à-dire si z = п avec a € R, alors son module est donné par 


Il = Va? 


et il est égal à la valeur absolue de a. On dit que le module est un prolongement 
à C de la valeur absolue définie sur R. D'ailleurs, certaines des propriétés (elles 
sont données ci-aprés) du module d'un nombre complexe sont des extensions 
des propriétés de la valeur absolue d'un nombre réel. 


Proposition 4.4 On a : 

LYV:zeC (den = z=0), 
veer |] = |а, 

$vVzeC (I Re(z)| < |z] et (2) < |z|). 


Liz sie |z x z'| = |а x [2], 

5. V(z,.z') € C x (СА (Of) |z/z] = |z|/[a]. 

6.V(zz)eC* |z +z] < |z| + |z], (première inégalité triangulaire) 
"iz, ie ||| (21| [= 27]. (deuziërne inégalité triangulaire) 
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Demonstration Les démonstrations des trois premières propriétés sont immé- 
diates. Leur rédaction est laissée en exercice. Montrons la quatrième propriété. 
Pour montrer que les deux nombres réels positifs |z x z'| et [z] x |z'| sont égaux, 
il suffit de montrer que leurs carrés le sont. On a 


je x zP = (z x Z)(z xz) = (zx z) x (z x z!) = |z]? x |z". 
On procède de la méme maniere pour montrer la cinquième propriété. Démon- 
trons la première inégalité triangulaire, Soient z et z’ deux nombres complexes. 
Ona 


izz = (z+ z)(z + Z) = (24 z)(z +Z)= zz + zz + zz + zz. 


Remarquons que z'z est le conjugué de z'z. D'où, en utilisant la deuxième 
propriété de la proposition 4.3, zz' + zz = 2Re(z x з”). On obtient ainsi 


|z + sit = Jef? + 2Re(z x 7) + Ez]. (2) 


Or, en utilisant successivement la troisième, la quatrième et la deuxieme pro- 
priété de la proposition 4.4, 


Re(z x z?) < |z x zij = |z] x [7] = [2] x |]. (3) 
En regroupant (2) et (3), on obtient finalement l'inégalité 
Тү d 
|z + 2l? < [2]? + jellel + |272 = (sl |2), 
d'où [z+ z'] < |z|+ |2'| : ce qui termine la démonstration de la première inégalité 
triangulaire. Montrons à présent la deuxième inégalité triangulaire en raison- 
nant par disjonction de cas. Soient z et x’ deux nombres complexes. Supposons 
dans un premier temps |z| > Lil, Alors ||s| — ||| = |z] — |2'] et on a 
|z| — i| = |2 =z" + 2"| = |4] < |z — 2]+ || = |2] = |z = 21 


où on a utilisé la lère inégalité triangulaire. Supposons maintenant |z| < |z*|. 
Alors ||| — ||| = —|г| + |2'| et on a 


-lz| + |2 = zj + |z = z + z| < || + |z" = z| + (z| = | = | = |z 27| 


oü on & encore utilisé la première inégalité triangulaire. Г] 


Remarque Il est à noter que l'application (2,2) € C x C — |z г] € R} 
définit une distance sur C. 


m La notion de distance sur un ensemble est définie à la page 103. 
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4.3.3 Argument d'un nombre complexe 


Soit 5 = т + iy un nombre complexe non nul, avec x et y réels. On à 


lz]? = zi! #0 et х= г? + y? 2 NEN NS NM 3 
vet rit? 


ou encore, z = |z| x (a +13) avec a? + 82 = 1. Cela conduit naturellement à 
la définition suivante. 


Définition 4.5 Soit z = r + iy un nombre complere non mul, avec x et 
y réels. On appelle argument de z et on note Argir), tout nombre réel 
vérifiant : 


= 


cos( Arg(z) et sin(Arg(z)) — 


T 
Parmi ces réels (il y en a une infinité), un seul appartient à l'intervalle | = 
т.п]. On l'appelle argument principal. Si on le note p, alors tout argument 
de z vérifie 

AÁrg(z) = >+ ks avec RCE, 
ce que l'on note 


Argiz) = [2т], 


et on dit que Argiz) est équivalent (ou congri) à & modulo 2т. 


Contrairement au module qui est défini pour n'importe quel nombre complexe 
(nul ou non nul), l'argument du nombre complexe nul n'est pas défini. On 
retiendra les arguments suivants : 


Arg(1)z 0 [27], Argli) = = [27], 


Iss | =l 


— 
1 


Arg(-1) = т [2х], Argl-i) = = [ах]. 


On peut alors écrire tout nombre complexe z non nul sous la forme suivante 
e e E ë i41 
appelée forme trigonométrique : 


vVzcC* z-l|z|x (cos(Arg(z)) 4 isin(Arg(2)) ). 


_ im 


m L'argument d'un nombre complexe est en fait une classe d'équivalence (c'est. un element 
de K/272). Comme c'est souvent le cas lorsque Гоп manipule des classes d'équivalence, 
on confond [abusivement) la classe avec un de ses représentants (on lee note alors de la 
même maniere] et on dit qu'un argument d'un nombre complexe est défini modulo 23. 

UD est à noter que, dans certains cas, le passage de l'écriture cartésienne à l'écriture 
trigonométrique d'un nombre complexe peut s'avérer difficile. En effet, si le calcul de son 
module ne pose aucune difficulté, en revanche, son argument ne s'obtient pas toujours de 
maniere explicite, 
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On vérifie qu'une condition nécessaire et suffisante pour que deux nombres com- 
plexes non nuls soient égaux est qu'ils aient méme module et méme argument 
(modulo 27). Autrement dit, pour tous 2, 2’ appartenant à C \ {0}, 


|2" | = [z] 
= p " 
Tm | Arg(z') = Arg(z) + 2km avec ke Z 


Il est immédiat de vérifier les deux caractérisations suivantes. 


— Un nombre complexe non nul z est réel si, et seulement si, 
rg(z) = 0 [27] ou Arg(z) = x Del, 
- Un nombre complexe non nul z est imaginaire pur si, et seulement si, 
T 


Arg(z) = 5 [т] ou Arg(2) =-7 Del 


Òn a les propriétés suivantes. 


Proposition 4.5 Qn a : 
I.WzeC Arg(3) = -Argl:) [27], 
2$ V(z,z)€C? Argiz x z") = Argiz) + Arg(z') [2x], 


3.V(z,z')€ C? Arg(2/2') = Arg(z) — Arg(z') Del, 
4."n€ Z VzeC Arg(z")= nx Arg(z) [27]. 


Démonstration Chacune des démonstrations s'effectue en revenant à la défi- 
nition de l’argument d'un nombre complexe. Verifions seulement la deuxi&me 
propriété. Soient z = r(cos0 + isin®) avec r = |z| et @ = Argiz) [2m] et 
z' = r'(cos ' + isin 9^) avec r” = [z'| et #' = Arg(z') [21]. On a 


DEE: 


N 


r{cos@ + isin 0) x r [cos 0' + isin 0) 
= rr'((c0s8c0s#' - sin dain &') + i(sin # cos #' + cos@ sin @') ). 


Par ailleurs, on a (voir le formulaire de trigonométrie, p. 154) 


cos 8 cos @* = sin # sin di = cos(d + 0"), 
sin 8 cos 0" + cos й sin 0' = sin(8 + 8^). 


On en déduit 
Ë x = rr’ (cos(9 +0) +isin(9 + #')). 


Puisque rr > 0, on obtient Argiz x z') = 8 +8" [27], et par transitivité de la 
relation d'équivalence, Arg(z x z') = Arg(z) + Arg(z') [27]. La démonstration 
des autres propriétés est laissée en exercice. О 
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4.3.3 Notation exponentielle complexe et forme polaire 
Il est pratique d'utiliser pour tout 9 € Е la notation exponentielle complexe 


al? POE sd + ising, 


Tout nombre complexe z non nul peut s'écrire sous la forme suivante appelée 
forme polaire : 


z = |з|е'^'#®) avec || ER: et Arg(z) ER. 


On a les propriétés suivantes : 


Proposition 4.6 On a: 
I. pour tout 8 € R, on a les formules d'Euler 


gi! D аі | 
cos À = E et sind = 


2.v6 ER (je”|=1, Агщ(е#) = [27] 


БАД 8^ € R? (е x el zu gil 8 ) ei 


Démonstration Pour chacune des propriétés, la démonstration est immédiate 
(laissée en exercice). Г] 


La notation exponentielle complexe est cohérente avec la notation de l'expo- 
nentielle définie sur R puisque la proriété elf wet = elfte] ові une extension 
à iR de la propriété e ver = e*** définie sur К. 


d S P Fe 4 "T i n DS ; 
En particulier en prenant # = #', l'égalité eff x ef = el HM) s'écrit sous la 
forme trigonométrique suivante : 


(cos 8 + isin 8)? = cos 20 + i sin 26. 


Plus généralement, on a la formule suivante, dite de Moivre, du nom du ma- 
thématicien anglais Abraham de Moivre (1667-1754) ZP 


Corollaire 4.1 (Formule de Moivre) Pour tout entier relatif n et pour tout 
réel 8, 


{cos + isin 9)" = cos nd + i sin nB. 


(H En fait, Abraham de Moivre était français d'origine (né à Vitry prés de Paris) mais il fut 
contraint de se réfugier en Angleterre, en 1685, à la suite de la révocation de l'Édit de 
Mantes. 


Le corps des complexes 139 


Démonstration En utilisant la notation exponentielle, on doit donc montrer 
pour tout n € Z et pour tout 8 € R, (e^) = ein Supposons d'abord n € М. 
La démonstration s'effectue par récurrence sur n. La propriété est immédiate 


au rang Ü puisque nous avons d'une part, (er)? = 1 (par convention), et d'autre 
part, e = 1. Supposons que Гоп ait (еї) = e" pour tout 0 € R (c'est notre 
hypothèse de récurrence) et montrons que 


vé cR (e'?)" Fl _ disrig 
Soit 8 € В. On vérifie 
fe)" = (e^)" x e = gin? x e = eilnëtëi = glin-t1)9 
ce qui termine la démonstration pour n € N. Supposons à présent ne Z \ N. 
Remarquons que pour tout réel 8, le nombre complexe e^ est non nul puisqu'il 


est de module égal à 1. On obtient ainsi, pour tout m € Z M et pour tout 
JER, 


(e^ un 1 = 1 _ „inë 
= TN — gint ` 
où on a utilisé l'égalité (e^) " = е-!"# puisque =n est un entier naturel (non 


nul), et le fait que 1/e-!”"? = е?" (d'après la deuxième propriété de la propo- 
sition 4.6). " 


Remarque Soit # un réel. П est important de savoir retrouver l'égalité 
il a №2 
1 +е = 2000(;)e ; (4) 
Elle s'obtient en utilisant la factorisation 1 = e"? x e79/2. En effet, 
1+е# = ele II A. 8/2 18/2 _ (e 6/2 + eit/2) 0/2 " 2 eos (7) ACTE 
SE en a Ж D 9 ^ - 
En procédant de la méme manière, on a 
e — q = о/а _ VIB/2, 772 _ ( 1872 = e 572) 1872 = Zi (9) elf/?. 
2 


Puisque i = e!*/?, on obtient finalement l'égalité 


; б 
е _ 1 = 2sin(7) pietra (5) 
E: e + б — р В+ ER 
Soient ñ et o deux réels, En utilisant 8 = = c SESCH et y = — - = 


il vient à 
её + g? = 20s ( =) +a, (6) 
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Lorsque l'on écrit un nombre complexe z sous la forme ге? avec r € R* et 


B c Е, la forme obtenue n'est pas nécessairement la forme polaire de z. C'est 
le cas si r est positif. En revanche, si r est négatif, alors 


—r ER: et теб = -(—r)e? = (—r)e'"e саг е" = -1. 


L'écriture polaire de z est alors ( —r)ell^**), Par exemple, l'écriture polaire du 
nombre complexe z = 1 + еї? se déduit de l'égalité (4) en discutant sur le signe 
du terme cos(8/2) : 


- si cos(8/2) > 0 alors |z| = 2cos(8/2) et Аг = 0/2 [27]; 
- si cos(0/2) < 0 alors |z| = —2cos(8/2) et Arg > = 8/2 + x [27]. 


Une discussion analogue s'impose si l'on désire obtenir les formes polaires des 
nombres complexes donnés par (5) et (6). 


4.3.4 Représentation géométrique 


En rapportant le plan euclidien P à une repere orthonormé direct 
R = (O; Ol, OJ). 


on associe au nombre complexe z = r+ iy, avec z et y réels, le point M du plan 
P, d'abscisse z et d'ordonnée y par rapport au repere R. Le plan P est alors 
appelé plan complexe. À chaque nombre complexe correspond un point et un 
seul du plan complexe et, réciproquement, à chaque point du plan complexe 
correspond un nombre complexe et un seul. 


Š 
H 
i 


Fig. 1 Représentation du nombre complexe z, de module |z| et 
d'argument Arg(z), dans le plan complexe. 


Soit M le point du plan P associé au nombre complexe z € C. Alors, le complexe 
z est appelé l'affixe du point M. De plus, |z| représente la longueur du vecteur 


Le corps des complexes 141 


OM et Argí(z) représente la mesure en radians de l'angle orienté FOM, c'est-à- 
— 
dire de l'angle que fait le vecteur OM avec l'axe des abscisses. Réciproquement, 


le point M est appelé l'image du complexe z. On note Miz). 


- L'axe des abscisses représente l'ensemble R des nombres réels. On l'appelle 
laxe réel L'image du nombre complexe 1 est le point J de coordonnées 
(1,0). 


— L'axe des ordonnées représente l'ensemble iR des imaginaires purs. On l'ap- 
pelle l'axe imaginaire. L'image de l'unité imaginaire i est le point J de 
coordonnées (0,1). 


Fig. 2 Points symétriques par rapport à l'origine (dessin de 
gauche), par rapport à l'axe réel (dessin du centre), par rapport 
à l'axe imaginaire (dessin de droite). 


Soient M et M' deux points du plan 7 d'affixes respectives z et z'. On a les 
propriétés suivantes (voir fig. 2). 


Les points M et М” sont symétriques par rapport au point О si, et seulement 
si, z" = —z, ou de manière équivalente, 


|2] = 12] et Arg(z) = Arg(z) + z [21]. 


— Les points M et M" sont symétriques par rapport à l'axe réel si, et seulement 
si, z' = Z, ou de manière équivalente, 


|| =[|z| et — Arg(z") = —Argíz) [2n]. 


— Les points M et M" sont symétriques par rapport à l'axe imaginaire si, et 
seulement si, z' = —Z, ou de manière équivalente, 


|z|2]|z| et Агд(г)=т- Arg(z) [2n]. 
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4.4 Racines d'un nombre complexe 


4.4.1 Racines deuxièmes d'un nombre complexe 


Définition 4.6 Soient a ri b deux réels. On appelle racine deuxième du 
nonbre complere Œ T ih Laut nombre comglere = vérifiant Ed 


D A 
x“ = а ih. 


Cherchons les racines deuxiemes du nombre complexe КА = dt ih. Si КА = l) 
alors Ü est l'unique racine deuxieme. Supposons désormais Z #0. 


> Considérons dans un premier temps le cas où b = 0, c'est-à-dire le cas où 
Z € R* (le cas oü Z = О n déjà été traité). Considérons les deux cas : a > 0 et 
а < i. 


si a > Ü alors les racines deuxièmes zj et 23 du nombre réel positif a sont la 


racine carrée de a, z; = ya, et son opposé, zo = — ұп. On a done zí = —zs 
et 31 É 25. 
sin < Ü alors zj = ivy п et zo = —iy’—a sont les deux racines deuxièmes 


de Z. En effet 
(iva) x (iy =a) 
(іа) x (—i/—a) 


On a encore 2; = —zə et 21 ў 20. 


i? x Fer = —{—а)=а, 


{=i}? x (y/-a) = —(—a) = a. 


> Considérons maintenant le cas oü b #0, c'est-à-dire le cas où Ze CR et 
recherchons les racines deuxièmes de Z sous la forme z = r+ w ой (s.y) € B, 
Òn à 
A +> (r + Шш =0+ib = 2° 4 Hry = a + ib. 
En considérant le module, on peut aussi écrire 
x? + = уа? + 62, 
On obtient alors le système de trois équations suivant 


лі – р = а 
дачу = Б 
Pay = МАТ 
Om déduit facilement de la premiere égalité et de la troisieme égalité 


А 1 P 
y^ =d OÙ A= 5 (a | а? i s), 


1 r ; 
wi =J où p= = (-a + va nr) : 
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Les deux réels a et 9 sont positifs. On en déduit 


r=+/ e v=tvö. 


Il y a donc quatre solutions envisageables qui sont (ac, vB), (—a, уй), 
(va, Д) et (— ex, —/D). I reste à satisfaire la deuxième égalité 2ry = b. 


vérifie que 


Wava- aj; (n V) a Co VEE) = УЙ =W 


Considérons les cas : b > Oet b < 0 (le cas où b = 0 a déjà été traité). 
- Si b > 0 (c'est-à-dire si |b] = b) alors 
2 a B = b. 


Par conséquent, seuls les deux couples (ya, 4/4) et (—4/a, -y A) vérifient 
la deuxième équation du système, Les racines deuxièmes de Z sont : 


п = уа іу et z = -vya id. 
— Bi b < 0 (c'est-à-dire si |b] = =b) alors 
Wad = A 


Ce sont cette fois-ci les deux couples (a, —/3) et (— /@, VD) qui vérifient 
là deuxième équation du système, Les racines deuxièmes de Z sont : 


г = ya-iyB et z = -yn + i B. 
Dans les deux cas, z; = — 249 et zu É 22. On a démontré la proposition suivante. 


Proposition 4.7 Tout nombre complere non nul possède eractement deur 


racines deurièmes distinctes et opposées l'une de l'autre. 


Remarques 


1. Nous verrons au paragraphe 4.4.3 (voir la remarque p. 151) une méthode 
rapide permettant de trouver les formes polaires des deux racines deuxiémes 
d'un nombre complexe lorsque ce dernier sera lui-même écrit sous forme polaire, 
2. Les racines deuxiemes d'un nombre complexe sont aussi appelées racines 
carrées de ce nombre complexe. Pour signifier que zí et 32 sont les racines 
carrées de Z € C, nous n'utiliserons pas le symbole ,/7 mais nous écrirons 
plutöt que z; et z, vérifient les égalités 


(2) =Z e (2) = Z. 


En effet, conformément à la proposition 3.11 (donnée en p. 105), nous réservons 
l'usage du symbole , /^ à la représentation de l'unique racine carrée positive d'un 
nombre réel positif. Nous l'utiliserons donc dans le cas où le complexe Z est un 
nombre réel positif, pour représenter, parmi les deux racines deuxièmes, celle 
qui est positive, l'autre s'écrivant comme son opposé, 
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Exemples 


1. La méthode générale permettant de calculer les racines deuxiemes d'un 
nombre complexe est celle qui est présentée en préambule à la proposition 
4.7. Nous l'appliquons pour calculer les racines deuxièmes de —3 — 41, Nous les 
recherchons sous la forme cartésienne x + iy. En identifiant les parties réelles 
et les parties imaginaires dans l'égalité 


(z + iy)? = —3- di, 
et en considérant les modules, on obtient le systeme suivant : 


ef — у? = —3 
ry = —4 


z + y* = (3 + (—4)2 = 5 


dont on déduit z2 = Let y^ = 4, d'où x = +y] = £] et y = 44/4 = +2. Parmi 
les quatre couples (1,2), (1,2), (1, -2) et (—1, —2), seuls les couples (—1,2) 
et (1, —2) vérifient l'égalité dry = —4. Les racines deuxièmes de —3 — di sont 


п = 1+ 01 et zo = Ï — Zi. 


2. L'obtention des racines deuxiemes de —16 est immédiate car -16 est un 
nombre réel négatif. Ses racines deuxièmes sont les deux nombres imaginaires 


purs 
eu =i/-(=16) 24i et  z-—-iy-(-186) = Ai. 


З. De méme, l'obtention des racines deuxièmes du nombre réel positif 4 est 
immédiate. Ses racines deuxiemes sont les deux nombres réels 


1 = У = 2 et да = -yi = —2, 


Remarque Comme cela a été illustré dans les deux derniers exemples, le cal- 
cul des racines deuxièmes d'un nombre réel (qu'il soit positif ou négatif) est 
immédiat puisqu'il ne nécessite pas la résolution d'un systéme de trois équa- 
tions comme dans le premier exemple. Toutefois, un calcul analogue à celui 
mené dans le premier exemple, bien que lourd et inutile dans le cas présent, 
nous conduirait au même résultat. Par exemple, pour calculer les deux racines 
deuxièmes de —16. on peut résoudre le systeme suivant 


х? — уі = —16 
2ry = ü 


x? + = 4/(—16)? = 16 


dont on déduit r? = 0 et y? = 16, d'où z = Oet y = +16 = +4. П пу a 
cette fois-ci que deux couples (0, 4) et (0, —4). Ils vérifient tous les deux l'égalité 
2ry = Ü. On retrouve donc bien que les racines deuxièmes de —16 sont 


жү = di et za = —di. 
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Fig. 3 Représentation dans le plan complexe des points d'affixe 
z (par des disques noirs a è s) et des points d'affixe Z (par des 
disques blancs « o ») où z" = Z avec Z = —3 — di (dessin de 
gauche), Z = —16 (dessin du centre), Z — 4 (dessin de droite). 


4.4.2 Calcul algébrique des racines d'un trinôme 


On s'intéresse à la résolution de l'équation du second degré 
az" + 2+е=0 


d'inconnue z € C et où a, b et c sont des complexes fixés, avec a # 0. Toute 
solution sera qualifiée de racine du trinóme az? + bz + c. On commence par 
écrire le trinóme sous sa forme canonique : 


q [i 3] SR 
az + bz + c = a x El - ——|. 
da 


On note À = b — dar, On l'appelle le discriminant du trinôme (c'est un 
nombre complexe). En posant Z = z+ b/2a, on a 


A A 
azï'+bz2 +c=0 + ax (22-24) =0 => ает 
Le problème de la résolution dans C de l'équation az? + bz + c = 0 se ramène 
au calcul des deux racines deuxiémes du nombre complexe A, c'est-à-dire au 
calcul des deux nombres complexes à et Ai vérifiant 


FSA et Lë e A. 


L'après la proposition 4.7, le calcul d'une seule racine deuxieme á de À est suffi- 
sant car l'autre racine deuxième A est l'opposé de á. Les solutions de l'équation 
Z? = A^/4a* d'inconnue Z € C sont 


A . & 
m et =. 


Zi 
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On en déduit alors les deux solutions de l'équation az? + bz + e = 0. Ce sont 
les deux nombres complexes 


—b + à à А ыы: 
2ü 2 98 ` 


£] = 


Ces deux solutions sont distinctes si À Æ Det égales si A = 0. On a 


wi bé -5-0 b 


гер 2a ja Ja а 
=L + á =b — d e 
ах = ( 2a )«( Za =; 


où il a été tenu compte dans le calcul de z; x za que éi = A. Ces relations sont 
connues sous le nom de formules de Viète. En notant 5 = z1 +33 et P = z) X Zz, 
on obtient la factorisation suivante : 


az? + bz + ë = als? — Sz + P). 


Proposition 4.8 Toute équation d'inconnue z € C de la forme 
аз? +bz+c=0 


avec a, b et c appartenant à С, a x 0, possède pour solution les nombres 
complezes zj €t zo définis par 


—b + ó 
2a 


#1 


où d est une racine deuriéme du nombre complere A = b? — 4ac (appelé le 
discriminant du trinóme az? +bz+ c), Si A É Q alors zi É za (les racines sont 
distinctes) et si À = Ü alors zj = za (on dit que les racines sont confondues), 
De plus, 


et їр X 3⁄4 = =. 
п 


Lorsque les deux racines du trinóme az? + bz + c sont confondues, on dit que 
"a ^ А 167 
le trinóme possède une racine double . 


Remarque S'il a été établi que les deux racines deuxièmes d'un nombre com- 
plexe non nul étaient opposées, il n'y a en revanche aucune raison pour qu'en 
général les racines d'un trinóme az? + bz + c le soient, comme l'illustrent les 
exemples suivants. 


i On dira aussi que la racine est de multiplicité di 
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Exemples 
1. Le discrimant de l'équation z? — 3z + 3 + i = Ü est le nombre complexe 
А = (—3)° — 4(3 + i) = —3 - di. 


Comme nous l'avons vu précédemment, une de ses deux racines deuxiëmes est 


le nombre complexe á = —1--2i саг (=1 + 2i)? = -3 = di. Les deux solutions 
de l'équation 22 — 32 + 3 + i = 0 s'écrivent ainsi 
3+(-1+2 3—(—1+ 21 
pace ad et js EE d 
2 2 
2. Soit l'équation du second degré à coefficients réels 2° + 2z +5 = 0. Une 
des deux racines deuxièmes du discriminant À = —16 est le nombre complexe 
imaginaire pur á = di car (41) = —16. Les solutions de z?--2z -- 5 = 0 s'écrivent 
-2 + di | -2 — di ; 
z = 7 =-1+2i et »= 5 = =Ï — žij, 


Exercice 2 I - Résoudre dans C l'équation 
(3 + i)z2 — (8 + 6i): + (25 + Si) = 0. 
2 - On considère dans C l'équation : 
(E) z?- (5--3i)z? + (5 + 8i)z — 1 — 5i = 0. 
Trouver une racine évidente œ de (E). En déduire a, b, c tels que 
z" — (5 + 3i)z? + (5 + Bijz — 1 — 5i = (z — a) (az? + bz + с). 


Résoudre complètement l'équation (E). 


4.4.3 Racines n-ièmes d'un nombre complexe 


Définition 4.7 Soient a et b deur réels. Pour tout n € N*, on appelle racine 
n-iéme du nombre complere a + ib tout nombre complere z vérifiant : 


z" = à + ib. 


En particulier, on appelle racine n-ieme de l'unité tout nombre complere 
£ vérifiant : 


z" = 1. 


On retrouve pour n = 2 la définition d'une racine deuxieme ou racine carrée. 
Une racine troisiöme est aussi appelée racine cubique. 
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De toute évidence, le nombre 1 est racine n-ieme de l'unité pour tout n € N*. 
En particulier, si z est pair alors —1 est aussi racine n-ième de l'unité puisque 
n = 2p avec p E № et 


(=1)" = (-1)? = ((-1)2) = 17 = 1. 


Soit n € BP. Calculons les racines n-iemes du nombre complexe Z = а + ib, 
avec a et h réels. Si Z est nul alors l'unique racine n-ieme est Ü. Supposons que 
Z soit non nul, c'est-à-dire que (а, b) É (0,0). Nous commengons par écrire Z 
sous forme polaire ` Z = pe" avec p € R* et de R. Notons z une racine n-ième 
de Z et considérons sa forme polaire : z = re” avec г € R" et p € R. Chercher 
z € C tel que 2" = Z équivaut à chercher le couple (r, che Ri, x R tel que 


үн ; 
(re'*) = pe". 
Suivant la formule de Moivre, (re "VT = ге"? et on a les équivalences suivantes 


ree = ре 


4 8 ("=p et ро = 0 + 26т avec kez) 
B Ет 
F= (r= ур et p= ats we kez). 
i 
D'après la proposition 3.11 (voir p. 105) le nombre réel strictement positif r est 


déterminé de manière unique puisque p est un nombre réel strictement. positif. 
Les racines n-ièmes du nombre complexe non nul Z = pe^ s'écrivent 


zk = Up (cos É 4 ^) + i sin (5 + =) avec k E Z. 
Ti m "n H 


Leur module est гур. Il est indépendant de l'indice k. De plus, pour tout k € 
{0,1..... n — 1), 


ven мє = (e (fest) аван) 


Ш 

z 
— 

5 
— 
= | = 

+ 


m + 2r ) + i sin (5 + = + 2:3) 
H H ri 


d Jkr ur B Pkr 
ур(«»( + " ) +isin (4 27:4) = ZR. 


Les racines n-ièmes de Z = pe” sont en nombre fini : il y a n racines distinctes 
les unes des autres. Ce sont les complexes zo, zi, 23, ..., 24; définis par 


H k B Ik 
Ek = v5 (cos (2 + Z ) + ain (2 + ZE ) ) avec k € (0,1,..., n — 1]. 


n Ti n 


Calculons maintenant la somme de ces n racines n-iömes, On a 


n-i n—1 тъ | 


ть = nP pili nt Iken] іда ken. 
= ^k » ype ре b». 


kei k e kl 
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Or, sin = 2 alors (en appliquant la deuxieme formule de la proposition 4.2) 


У азн = lag. (e7/n* ME Cii 
k= | 
(EN {нү 1 = cir 
ve ү = allen = 1 — gis /n a d 


car el?” = cog 2T + isin2= = 1. On en déduit que pour n > 2, la somme des n 
racines n-ièmes d'un nombre complexe non nul est nulle, c'est-à-dire que 


n=] 


V aset si m2. 


kil 


Proposition 4.9 Tout nombre complere Z non nul possède exactement n. ra- 
cines n-iémes. Elles sont distinctes deur à deux et s'écrivent 


Бе) не) 


avec k € (0,1,....n — 1], oü p € Rï et 09 € R désignent respectivement le 
module et l'argument de Z. Si n 2 2 alors 


Zo + 2 + 22 +... + Eni = 0. 


Exemples 


1. Recherchons les racines troisièmes de Z = de + Zei /2 sous la forme polaire 
re”, Commençons par écrire Z sous forme polaire : 


= м2 


Z= + GER = cos(m/4) + isin(m/4) = ет. 


(m a les équivalences suivantes : 


5 y3 м 
vid. >. V2 Be rer im fd 


z uy Tr => = в 
h. * m - 
=== CLP et uper +24 avec kez) 
ak 
= (r=1 et pent z avec kez). 


Les racines troisièmes de Z = (42 + i/2)/2 sont les complexes 


т ` Ak 2k 
a =cos (Z +) + sin ( Z + =) avec ke {0,1,2}. 


c'est-à-dire zj = e" /12, = = gi95/12 pp s, = To а—їТл/12_ Leurs images 


sont représentées sur la figure 4 (dessin de gauche). 
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2. Calculons les racines quatrièmes (recherchées sous la forme polaire re^) du 
nombre complexe Z — —16. On a 
Z= 16е!" car -1=e". 
On en déduit les équivalences suivantes : 
Al «m r'o" = 18e" 


== (т*= 16 et 4Ар=т-+Э2Ёл avec kez) 


ech (r=#T6=2 et e Ai 57 амес kez). 


Les racines quatrièmes de Z = —16 sont les nombres complexes 


т Ёл GER т kr 
a ca n (2 0) +isin (к DI avec ke {0,1,2,3}, 


c'est-à-dire les complexes zo = ein = DOTÉ zu = golsm/A = 92713774 et 
24 = дет! = geil, Les images sont représentées sur la figure 4 (dessin de 
droite). 


Fig. 4 Heprésentation dans le plan complexe des images des ra- 
cines cubiques de (12+4+iw2)/2 (dessin de gauche) et des racines 
quatriémes de —16 (dessin de droite). 


Exercice 3 Résoudre dans C les équations suivantes 
4 
Ï - > + ? =|. 


zijd zi? z-i 
5- ) +(—) + +1=0. 
z +1 Sal E +1 
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Remarque Les deux racines deurièmes du nombre complexe Z = pel? (ауес 
ре R et de R) s'écrivent : 


â .. 9 da Na 
z = VP (cos 5 +isin 3) et mn Vp (cos (2) im (2 +т)). 


Elles sont distinctes et vérifient : 


= = vp (cos (5 +7) eism {ж +т)) 
9 isnt 0 . 6 | 
= vB (- cos S -isin 3) = —p (0085 + isin 3) = =p. 


Nous retrouvons le résultat de la proposition 4.7, à savoir que tout nombre 
complexe non nul possède exactement deux racines deuxièmes distinctes et 
opposées l'une de l'autre. Par exemple, les deux racines carrées de —16 (qui 
s'écrit sous la forme polaire 16e'* ) sont 


3 3 
zo = 4 (cos 5 *isinz) = di et 21 = 4 ( cos 2 +isin Z) = — di, 


Le résultat suivant est une conséquence directe de la proposition 4.9. 


Corollaire 4.2 Pour loul entier n non nul, dl y a eractement n racines n- 
tèmes de l'unité. Elles sont distinctes deur à deur et s'écrivent 


т _, 2er 
zy = COR + isin — avec ke [0,1,....n — L}. 
n n 


De plus, les racines n-iemes de l'unité non réelles sont deur à deur conju- 
шея. 


Démonstration Soit п un entier naturel non nul. Remarquons que le complexe 
1 admet pour module 1 et pour argument principal 0. D'après la proposition 4.9, 
les п racines n-iemes du nombre 1 s'écrivent z; = cos(2km/n) + isin dk /n) 
avec ke (0,1,..., n-1 }. Ainsi za = 1 (on retrouve que Ï est une racine n-i&me 
de l'unité). En particulier, si n est un entier naturel pair, c'est-à-dire sin = 2p 
avec p € N°, alors la racine n-ieme de l'unité correspondant à l'indice p est —1 
puisque 


du `, 2pm - 
ть = сон — + isin — = cos r -Fisinw = —1. 
р 2р 

On a aussi zo = zu, et pour tout k € [0,1,..., — L}, 
(п-н .„. An kr kr .. ar _ 
Zn-k = C08 —— = cos = 15610 = = “k. 

n n n n 
Ainsi, pour tout & appartenant à {0,1,..., п — 1H le nombre complexe z— k est 


le conjugué de z4. En particulier, 1 est son propre conjugué et sin = 2p avec 
p E N" (c'est-à-dire si п est pair) alors —1 est aussi son propre conjugué. U 
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Exemples 
l. Les racines cubiques de l'unité sont les complexes 


гь = сов ZZ + isin Z" avec k € {0,1,2}, 


c'est-à-dire zu = 1, z, = PT = jet шу = et"! = erür/3 — 1 D. La racine 
zo = 1 est son propre conjugué. Les deux racines z; et za sont conjuguées l'une 
de l'autre. Leurs images sont représentées sur la figure 5 (dessin de gauche). 


2. Les racines quatriemes de l'unité sont les complexes 


k k 
= cos == + isin => avec k € (0,1,2,3], 


c'est-à-dire zo = 1, zj = el*/? =j. зу = eÍ" = —1 et 234 = е'#"/2 = =i, La racine 
za = 1 est son propre conjugué, De méme, la racine za = -1 est son propre 
conjugué. Les deux racines restantes sont conjuguées l'une de l'autre : 


за = —і = 1= Ту. 


Leurs images sont représentées sur la figure 5 (dessin du milieu). 
3. Les racines cinquièmes de l'unité sont données par 


2k 2k 
ЖЬ = cos = + i sin == avec ke (0,1,2, 3,4], 


c'est-à-dire zÔ = 1, zj = e?7/5, zo = ec", 


24 = т/б _ Hr et za = es ums 


А l'exception de la racine зо = 1 qui est son propre conjugué, les autres racines 
sont conjuguées deux à deux : 


zu = e 127/5 air et yet, 


Leurs images sont représentées sur la figure 5 (dessin de droite). 


Exercice 4 Soient a € | — 7/2, 7/2|, n € N° et A € C tel que 
lud vel ASS 


l-4itane 


i—-itana > 
i(1—A) (А) 


А+1 1+ Re (A) ` 


Sir 


I - Vérifier que : 


2 - Montrer que : 


$ - En déduire les compleres z solutions de 


Ex) _ l-itana 


l-iz)  1l-itana 
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racines cubiques de l'unité racines quatri*mes de l'unité racines cinquièmes de l'unité 


Fig. 5 Représentation dans le plan complexe des images des 
racines cubiques de l'unité (dessin de gauche), des racines qua- 
trièmes de l'unité (dessin du centre) et des racines cinquièmes 
de l'unité (dessin de droite). 


Racine r;-iéme primitive de l'unité 


Solent zg, 21, 29, ..., £4-.1 les racines n-iemes de l'unité. D'après la formule de 
Moivre, on peut écrire pour tout ke [0,1,...,n — 1), 
Ото... Ihr т... 2т\“ k 
zk = сов — + isin — = | cos = + isin = | = (x) 
n n n n 

où le nombre complexe non nul wn est défini par 

dm 21 

ы, = 005 = + 11811 —. 
TE TL 


Il est qualifié de racine п-іёте primitive de l'unité. Ainsi, pour tout entier 
naturel non nul n, chacune des racines n-i&mes de l'unité s'écrit comme une 
puissance de la racine primitive wa. En particulier, une racine cubique primitive 
de l'unité est le nombre complexe j défini par j = —1/2--i/3/2 (voir l'exercice 1) 
et une racine quatrième primitive de l'unité est l'unité imaginaire i. Notons U, 
l'ensemble constitué des racines n-ièmes de l'unité. D'après ce qui précède, 


U, = los | ET 19). 
Par exemple, U, = {1}, Us = {—1,1}, Us = (1,5, Ua = (1,1 1, —i} et 
Us = (1, eid7/8 didnt. “Rat oil 
Soient Mo, Mi, ..., Ma-ı les points du plan complexe, d'affixes respectives 


2g, 21, +++, En-1. [l est clair que ces points sont disposés sur le cercle unité 
du plan complexe (c'est-à-dire sur le cercle de rayon 1 et d'origine O) et que 
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les angles orientés (OM, OM), (OM, ОМ»), ar (OM OM) ont tous 
2r/n pour mesure. Cela signifie que pour tout k € {1,2,...,n — 1}, le point 
M4 s'obtient à partir du point My. еп effectuant une rotation de centre Ô et 
d'angle 27/72, le point My étant le point d'affixe 1. Par conséquent, les points 
Mo, M4,..., М1 sont les n sommets d'un polygóne régulier de n cotés inscrit 
dans le cercle unité et dont. l'un des sommets est le point d'affixe 1. Nous en 
donnons des illlustrations pour n — 3, n — 4 et n — 5 sur la figure 5. 


Exercice 5 Soit n un entier naturel non nul. On note zy, z1,..., 24 1 les ra- 


cines n-iemes de l'unité. 
ft > Ï 


Í - Calculer 5, = S (a)? peur tout entier naturel q. 


k=Ü 
2 - Montrer que pour tout z € C, 


TE == 1 
(2 + еен) = n(2" +1). 
E-ü 


4.5 Application à la trigonométrie 


4.5.1 Rappels des formules de trigonométrie 
Commengons par donner, lorsque cela est. possible, les valeurs de 


: sind COS п 
cosa, sina, tang —-, cotana = — 
cosa шй 


en quelques valeurs particulières de a : 


EEE 


EN KNEDEN 
"ran [o ааа | vs [o 
cotan | IND| v3 | 1 |умзз| о | 


ой « IND » signifie a indefinie ». 


Relations entre les fonctions cos, sin, tan 


Rappelons la relation fondamentale de la trigonométrie : 


cos“ a + sin“ a = 1 avec a € R. 
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On en déduit les deux relations suivantes : 


1 
l + tanta = avec aq € Е et af kr. k e Z, 


cos? a 


avec a € E et a x kx. k € Z. 


La premiere relation (respectivement la deuxième relation) donnée ci-dessus se 
déduit de relation cos? a + sin? a = 1 en divisant, sous réserve que cela ait un 
sens, par cos” a (resp. par sin? a). 


Addition des arcs 


On а pour tout (a,b) € В? les quatre relations suivantes : 


COS п cos b = sina sin b, 
cos a cos b + sin a sin b, 
sin a cos b + cos a sin b, 


sin a cos â = cos a sin b. 


Remarquons que la deuxième (respectivement la quatrième) de ces quatre éga- 
lités se déduit de la première (resp. de la troisième) en remplaçant b раг =b. 
On en déduit pour tout (a,b) € R? tel que a + b É 7/2 + kr avec k € Z, que 


naeh sin(a-c-b) sinacasb + cosa sin б 
an(a - n = aM, 
cos(a +b) cosacosb — sinasinb 


En divisant numérateur et dénominateur par cosa cos b, on obtient 


Е а avec (a,b) € R?, а,Ьа+Ь# Z + kz, k € Z. 


1 -tanatanb 


En remplaçant b par —b, on a 


tana — tan b 


anja a) = 1 + tan à tan b 


avec (a,b) ER’, a bac b Z + Ат, k € Z. 


Doublement des arcs 


En prenant b égal à œ dans les égalités précédentes, on retrouve les formules 
suivantes : 


2 z 


cosa} = cos^a —sin^a avec a € Е, 


sin(2a) = 2cosasina avec a € R, 


2tana 


tan(2a) = avec a ER et ax 


l —tan2 a 
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Remarques 
2 


1. En utilisant que cos? a + sin? a = 1, on déduit de cos(2a) = cos 
les deux relations suivantes valables pour tout a € R : 


a —sin^a 


2. En utilisant la relation 1 --tan? a = 1/ сов? a, qui est valable pour tout a € R 
tel que a É > + km avec k € Ж, on a les égalités 


2 1—{ап?а 
cos(2a) = cos“ a — sin^a = 2cos?a — 1 = - 1 = —, 
(2а) 1 + tan" a 1 + tan“ a 
et 
" sin a _ 2tana 


sin(2a) = 2cosasina = 2 cos“ a x = —— 
cosa 1+ (апа 


En resume, pour tout a € R tel que a # Z + kx avec k € Z, 


Transformations trigonométriques 


Les formules suivantes se déduisent immédiatement des quatre formules fonda- 
mentales données plus haut (voir addition des arcs). Pour tout (a, b) € R?, 


2cosa x cosb =  cos(a + b) + cos(a — b), 
2sinaxsinb = cola — b) — cos(a + b), 


2sinaxcosb = sin(a + b) + sin(a = b). 


En posant A = œ+ het B = œ =b, c'est-à-dire a = (A+ B)/2 et b = (A— B)/2, 
on trouve pour tout (4, B) £ R? 


sin A + sin B 


sin À — sin B 


cos A + cos B 


cos A — cos B 
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4.5.2 Développement de cos(n&) et sin(né) 


Pour tout entier naturel non nul n et pour tout réel 8, on peut écrire cos(n8) et 
sin(n8) comme des sommes de puissances de cos et/ou de sind. La méthode 
consiste à utiliser la formule de Moivre et la formule du binôme de Newton : 


cos{nd) + і віт} = (cos? + ising) = УС cos" (isin Aj" F. 
kei) 


Оп a ainsi l’ögalite 


cos( n8) + isin(n8) = A = дин cos" sin" éi. (T) 
m 


Pour obtenir l'expression de cos(n8) (respectivement de sinini) comme une 
somme de puissances de cos H et sing, on identifie les parties réelles (resp. les 
parties imaginaires) dans l'égalité (7). 


Exemple Eu utilisant la méthode proposée, développons cos(38) (respective- 
ment sin(38)) comme une somme de puissances de cosd (resp. de sind). Pour 
tout б ER, 


cos(39) + isin(39) = (cos @ + isin a) = Sei cos" (isin 9)3-K 
= Pein?d+ 312 cos 0 sin? + 3i cos? 8 sin 8 + cos? 0 
= —isin 0 — 3cos # sin" 8 + 3i cas? 8 sin 8 + cos? 8 
= —3сов@вїп* 0 + сов? + i(3 сов? 8 sin 8 = sin? 8). 
Identifions à présent les parties réelles et les parties imaginaires. On obtient 
cos(30) = -3 cos Asin? 0 +cos’# et  sin(38) = 3cos2 Üsin 0 = sin? 8. 


En utilisant la relation cos? 9 + sin? 8 = 1, on obtient : 


cos(38) = 4cos* 8 — 3cos et sin(38) = —4sin? + 3sin 8. 


Exercice 6 En utilisant la méthode proposée, vérifier que pour tout 0 € R 
cos(58) = LG cos" @ — 20cos* 0 + 5 cos B, 


sin(58) = 16sin* 8 — 20 sin? ð + 5sin 8. 


Remarque Pour obtenir l'expression de tan(n8) comme une somme de puis- 
sances de tan б, on écrit (sous réserve que cela ait un sens) : 


sin( n8) cos" à 


tan(n8) = cos[n8)/ сов" 9 


158 Application à la trigonomêtrie 


et on utilise les développements de cos(n8) et sin(n8) comme des sommes de 
puissances, respectivement, de cos et de віп б, et la relation 1 + tan? = 
1/ cos? 8. 


Exemple Développons tan(34) comme une somme de puissances de tan б, On 
k 
a pour tout d € R tel que d # < + => avec k € Z, 


sin(30) _ sin(38)/cos'0 _ (—4sin*0 + 3sin0)/cos38 


tan(38) = = e ës 
an(39) cos(38) cos(39)/ cos? à (4 сов? 8 — 3cos 0) / cos? 8 
_ —4tan? @ + Stand cos? 6 
Е 4 — 3/ cos? 8 


En utilisant la relation 1 + tan? = 1/ cos? 8, valable pour tout 8 € R tel que 
T š 
Ü x jt" avec k € Z, on obtient : 


— tan?! 8 + Stand 
tan(49) = — "dani 


avec 9 € R tel que 9# Z + ÊT et 0 # Z + kr avec k € Z. 


4.5.3 Linearisation de cos"(8) et sin"(0) 


Pour tout entier naturel non nul n et pour tout réel 8, on peut écrire cos" 8 
(respectivement sin" 8) comme des sommes de termes de la forme cos{m#) 
(respectivement de la forme sin{m#)) avec m un entier naturel tel que m < n. 
La méthode consiste à utiliser la formule d'Euler et celle du binòme de Newton. 
Par exemple, 


RT M п 
cos" @ = (* ts ) TIN Pet 


k=il 
Un a ainsi l'égalité 
L ex ah 
cos" 0 = e у Gg, (8) 
kel} 


On regroupe alors dans l'égalité (8) les termes en partant des extrémes pour 
faire apparaitre des éléments de la forme е" + е7!" avec me № et m < n. 
Utilisant à nouveau la formule d'Euler, on a 


gint + pime = 2 cos(mü0). 


On procëde suivant une méthode analogue pour sin" 8. 
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Exemples 
1. Linéarisons cos? # en utilisant la méthode proposée. On a pour tout 8 £ R 
ië | sch, 4 ES 1 + 
ag [° Fe _ l v ane ke _ Ì Xo ak i4-2k)0 
cost = ( 2 ) 16 2 G Ы 16 2. Ce 
1 | ; | 
= 16 (Ge HE Р Chef? CC + Cle !? + er) 
_ = (e HO | 40120 + G + Ae He) 
1 


= q (e 97) +4 (e? +e?) +6) = $ (cos(49) + 4сов(28) + 3). 


= 2 cos(48) = 2 cos(28) 


On aurait pu procéder directement comme suit (car le degré ici 4 est petit) : 


cost = (eo) = 1 (cost (26) + 2cos(28) + 1) 
1 48) + 1 1 
= (Ot! +2cos(20) +1) = g (cos(48) + 4 cos(28) +3). 


2. Linéarisons à présent cos?” 8. Pour tout entier non nul p et pour tout réel #, 


i# | il, 2 
cos? g = (=>) = j = = (e^ +e zi TE 


Utilisons à présent la formule du binóme de Newton. On а 


2р 
1 
2р ==: k "Um ka m — k (2p-2Zk)H8 
cos? B 52р d = x EY 


- S Che HIRT ETA + CE, + Y Che il 2p-2k)8 
km kep+1 


Effectuons le changement d'indice EH = 2p = k dans la dernière somme. On a 


2р p—i 
k M2p-2k)) _ 2p—k' i(2k'—2p]8 
> Cane = у, Cip е d 
k=p+1 Ma 
= Cp 


La variable &' étant muette, nous la remplacons par k. On obtient 
1 (eo р-1 
ne x E Ck el(2p-2k)0 +c. + s. en) 
k=ü k=ü 
1 


p-1 
- s= (У Ck (c'e 21e + er IP) + д) 


= 2cos((2p — 2k)0) 


- = (Sen (2р — 2k)0) + > Eep | 
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Exercice 7 1 - Soit Ü un réel. Linéariser сов? # et sin? ð. 
2. Montrer que pour laut pe M et pour tout 0 € Е, 


l > a 
ot zi A ` Ch, сов((2р + 1 — 2k)6). 
k=t 
3 - Montrer que p € N et pour tout 8 € R, 


| у 
sin^P*! g = CE 3 CY sin((2p + 1 — 2&)8). 
kei 


4.6 Solution des exercices 


Solution de l'exercice 1 


l - On vérifie дие: ij =j x j = l, d'ou j = 1/3. Опа 
f -(-1/24iV3/2) = -1/2 - i/3/2 =j. 
2 - De l'égalité j? = 1/j, on déduit j* = 1. De l'égalité j? = j. il vient 


1+j +j? =1+j+j=1+2Re(j) =1+ 2 x (=1/2) = 0. 


Solution de l'exercice 2 


l - Le discriminant À du trinóme (341)z* — (8 -61)z + (25 -- 51) vaut —252 — 64i. 
Ses deux racines deuxièmes s'obtiennent en résolvant le systeme 


т + = y (—252)2 + (—64)2 = 260 
dont on déduit x? = 4 et y? = 256, d'où > = +2 et y = +16. Seuls les couples 
(2, —16) et (—2,16) vérifient l'égalité 2ry = —64. Une racine deuxieme de А 
est 2 — 161. Les racines du trinome (3 + ijz? — [8 + Gijs + (25 + 51) sont donc : 


a = (5 BILD A Dani H et z = (3 + 11i)/(8 Hij = 2 + 3i. 


2 - Une racine évidente est 1. On peut alors factoriser par (z — 1). H existe 
(a, b, c) € C? tel que 


z" [5 + 3i)? + (5 + Bijz — 1 — 5i = (z — 1) (az? + bz + e). 
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En développant l'expression de droite, puis en identifiant les monómes de meme 
degré, on obtient а = 1, b = —4— 3i et c = 1 + 5i, d'ou 


z" — (5 --3i)z? + (5 + 8i)z - 1 — 5i = (z — 10022 — (4 + 3i)z + 1 + 5i). 


Le discriminant A du trinóme z? — (4 + 3i)z + 1 + 5i vaut 3 + di et une de ses 
racines deuxièmes est 2 + i. Les racines du trinöme 22 — (4 + 3i)z + 1 + 5i sont 
donc z; = 3 + 21 et zo = 1 + i. L'ensemble constitué des racines du polynóme 
de degré 3 est 

S = (1,3--2i1- i). 


Solution de l'exercice 3 
1 - Les solutions de l'équation z* + 2 = 0 sont les complexes 
т km ‚‚ fr kr 
a= Ÿ2 [ сов | — + — | +isin (=+ — avec k € [0,1,2,3]. 
4 2 4 2 
c'est-à-dire щу = Yet T) = Vz Za = 42 i5r/4 et 23 = KG 
2 - On vérifie que 
1+і 1+i 1+i 


L-i re 


Ainsi, les solutions de l'équation 22 = (1+1)/{1 — i) sont les racines deuxièmes 
de l'unité imaginaire, c'est-à-dire les deux complexes opposés 


= git /4 erfde) _ mm LN 


Zo et Zj = ë 
3 - En posant u = z3, résoudre zŠ — (1 — i)z? =i = Ü revient à trouver u tel 
que u? = (1 — iju — i = 0. Le discriminant A du trinóme u? — (1 — i)u — i vaut 
2i et une de ses racines deuxiëmes est 1 + i. Les deux solutions du trinöme 
u? – (1 — iju — i sont u = l et w = —i. Notons S, l'ensemble des racines de 
23 = 1 et & celui des racines de 23 = —i : 


S = Ú, = {1,11} CES = (е 1/6, et, 617/6), 
On еп déduit l'ensemble des racines du polynóme de degré б: 


5 = Š, U S; = fij, j, gn NA de 


4 - Il est clair que 0 est une racine évidente de l'équation z" = +. Cherchons à 
présent z sous la forme polaire pe avec p € Rt et # € R. On a = pe et, 
d'après la formule de Moivre, 27 = gief. On a alors les équivalences suivantes 


T T 178 


=ï Vet 


=> (р=1 et #=Кт/4 avec k€ Z). 


L'ensemble des solutions s'écrit S = {0} U (elei? | k € (0,1,...,7)]. 
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5 - En posant u = (z = i)/(z + i), on a 


z—iy3 zend 2—1 

( d +(—) +——+1=0 => u'+u*+u+1=0. 
2+1 z + i x+ i 

On doit résoudre : u* + u^ + и + 1 = Ü qui s'écrit aussi (u-+1)(w* + 1) = 0. Les 

racines sont [-1,i, =i}. De u = (z = i)/(z + i), on obtient 


z = il + u)/(1 — u). 


On déduit z = 0 de u = —I1, z = -1 de u = i et z = 1 de м = —i. L'ensemble 
des solutions s'écrit 


8 = {0,—1,1}. 


Solution de l'exercice 4 

l+itana _ соза + i sin c E gia _ Ha 
l-itana cosa-isina eo TU 
HIA) il AMIA) (А) 
A+1 (АЖО НА) 1+Re(A) 
3- En posant u = — 


l-ma: 


2 - Опа: 


et d'après le résultat établi à la première question, 
1+iz\" 1+itana 
" l-itana 


Les solutions de u” = el? 


* s'écrivent u, = cena) avec Ü < k = n — 1. De 
[1 + ize) — izk) = uk, 


il vient 
zy = ЦІ — м.) uy + 1). 


Puis on déduit de la deuxième question 


= Tw., Ak 
Ç in ( 23 A £m 
jj TAME) cm S üÜzkzn-l 
1 + Refuk] 1 + cos (28 t X= ) 


Solution de l'exercice 5 

Ona zj = ern < p п— 1. 

l - On suppose dans un premier temps que q est multiple de n, c'est-à-dire qu'il 
existe / € N tel que q = ên. Pour tout ke [0....,m — 1} on a (zp)? = (zx) = 
(lam = 1* = 1. On en déduit 


n—1 
S= 1-115... *1-n. 
—ÀÁÀMMÀ —— 
kl 


n fois 
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On suppose maintenant que g n'est pas multiple de n. Puisque e/?*79/^ Z 1, 


ti—1 j Р 1 і = ( j2*ra/n) "^ 
5 >. MÉI I „тт itag" _ = 
S, => (ze) = +e +... + (е i ) = 1 — еї2Ёта@/п = Ü. 
k=0 
En résumé, 
CEA . D 
Е о J п sigest multiple de n 
S= 2 (4) B { D sinon 
k=m 
2 - Grâce à la formule du binôme de Newton, on a 
| EN п Р 
(: re) - Cant Ka) j 
rem 
On a donc pour tout z € C 
n=l ; iñ ri. = Ï ті | ғ 
у; (2 + ееп) E у; (Dar [ee ) 
k =Q kal VE 
n EN 
= > ( Ct n (esp 
f=0 М&=П 
n n—1 : i тї 
= Laer) - ы-ы) 
= CU F+ Clari, +... rela, LC, 
Or So = n, S, = n (car Ü et n sont multiples de n) et $; =... = 8, 1 = 0. 
Ainsi, 


(EA " 
Yz £ C У (z + gen) = Ch" So + = n(z" + 1). 
E=Ü 


Solution de l'exercice 6 
D'après la formule de Moivre et celle du binôme de Newton, on a 
cos 59 + isin 58 = (cos? + isind)® 
= isin*8 + 5cos sin 8 
— 10i cos? # sin? 8 — 10 cos? A sin? 0 + 5i cost B sin 8 + cos? A 
= cos 8 — 10 cos? 8 sin? 0 + 5 cos 0 sin* 8 
-Fi(sin? 8 — 10 cos? # sin? 0 + 5 cos! sin 8). 
En identifiant les parties réelles et les parties imaginaires, on obtient 


cos 58 = cos? 8 — 10 cos? 8 sin? 0 + 5 cos € sin B, 
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sin 58 = sin" 8 = 10 cos? 8 sin? 0 + 5 cos! 8 sin ñ. 
En utilisant la relation cos? 8 + sin? 8 = 1, on obtient : 
cos 59 = 16 cos" 0 = 20 сов? 0 + 5 cos 0, 


sin 58 = l6sin" 0 — 20 sin? 8 + being, 


Solution de l'exercice 7 


1 - D'aprés les formules d'Euler et en développant gräce à celle du binóme de 
Newton, on obtient : 


T 19. E 
ga _ {е +e _ I Е 
cos g = (= ) = 161908090) + $cos( 38) + 10 cos 8), 
š 18 _ Lie ° 1 : | 
sind = =) = zg (sin(59) = bsin(38) + 10 sin 8). 


2 - D'après les formules d'Euler, on a cos?P*1(8) = (elt + e-i9)/2) 7t. Ainsi, 
en utilisant la formule du binóme de Newton, on a 


1 2p+1 j E 
2p+1 _ 8, is _ k — Qi(2p--1-2k)8 
cos "^ (8) = pil Gre") = 22p+41 D Сме 
k=0 
1 Р 2р-Е1 
k 2р1 2430 k — d(2p--1-2k)8 
= gon 252000007399 De 
k=l k=p+1 


En effectuant le changement d'indice k” = 2p + 1 — k dans la dernière somme, 
on а : 


р D 
1 | in 
2р+1 = k 2p4-1—2k)8 2p+1-k' i(2k —(2p--1))8 
oe BT (0) = mm (2 Ca. e Pt IA У Сар+1 pil2k' "Lie ) 
kl k'z 
1 m" 
k i(2p4-1—2&)8 —i(2p--1—2k)8 
= = À Chou (e J pe ae) 
k 


а = 2cos((2p + 1 — 2k)8) 


1 P 
= 3i S ` Ch. cos((2p + 1 — 2k)8). 
k=ü 


3 - D'après les formules d'Euler, on a sin2P+1(g) = ((el@ — e-1#)/2i)”?*', Ainsi, 
en utilisant la formule du binóme de Newton, on a 


2р+1 
1 ; : 
. 2p+1 k k i(2p+1—2k)0 
EN s (2i)27+1 x Cap+1 71) m | 
kzü 


2p+1 

1 NN i "T à 

= (ana , y Ch | (71) 5e 9172899 + 3 | pud A 
k 


=й k = pè Ï 


Le corps des complexes 165 


Effectuons le changement de variable k = 2p + 1 k dans la dernière somme. 
Оп а 


2р+1 P 

k k i(2p4+1=2k)9 2p41=k" 2p+1=k" —#2p+l1-2k')8 
y Ger ® = ус ES 91-8 ат xd 
k=p+1 k'—0 — M — 


k' р рук +1 
= C2p+1 = { 1) 


La variable H étant muette, on la remplace par k. On en déduit 
P 
sin?P+1(9) Kg mer D Ch U (—1) Deen — е-01р+1—20)0) 
1 
kil 
к= 7] sin((2p +1- 2k)8) 
CIP Ç ok kai 
= ` NG sin((2p + 1 — 2k)6) 
k=} 


сат 
2i 1 1 1 1 (-1)# 


au i ШЫН iia (Hl al 
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CHAPITRE 5 


Suites numériques 


5.1 Définitions et généralités 


Dans ce chapitre K désigne le corps R ou C. Les éléments de K seront appelés 
des scalaires. Si K = R le symbole | | désigne la valeur absolue d'un réel. Si 
K — C le symbole | | désigne le module d'un complexe. Une suite numérique 
est une application d'un sous-ensemble infini N; de N dans K. Au lieu de la 
noter 

M, =+ K 


u: 
no + u(n) 


on la note u = (tn)„en, où Un = u(n). Si K = R on parle de suite réelle et si 
K = C on parle de suite complexe. Si k est un entier, le terme up est appelé 
terme de rang k de la suite numérique (u, )„. On dit encore que (u,), est la 
suite de terme général un. 


On appelle suite stationnaire une suite dont les termes sont constants à 
partir d'un certain rang. On dit qu'une suite réelle (1,), est à termes positifs 
(resp. négatifs) si pour tout entier n € N, on a un > 0 (resp. u, < 0). 

Soit A un sous ensemble non vide de K. On dit que la suite numérique {ttin )n 
est une suite d'éléments de A si pour tout entier n € N, on a un € À. 

Une suite n'est pas nécessairement définie pour tout entier n € N. Toutefois 
afin de simplifier l'exposé, nous ne considérerons que des suites définies sur N. 
Il sera aisé d'adapter les énoncés aux cas de suites définies sur un sous-ensemble 


infini N, de N. 


Exemples 
1. La suite de terme général 1/n est une suite réelle définie sur N*. 


2. La suite ((—1)"), ep est une suite réelle définie sur N dont les termes de rang 
pair valent 1 et ceux de rang impair —1. 


З. La suite de terme général u, = cos (rrx/4) + isin (nm/4) est une suite com- 
plexe définie sur M. 


4. La suite de terme général u, = (i/n)" est une suite complexe définie sur М". 


5. La suite de terme général y'n — 4 est une suite réelle définie sur l'ensemble 
N;—-[(neN|nz 4). 
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On dit que les suites (tr), et (nala sont égales si pour tout entier п on à 


ил, = Vn. Par exemple les suites ((—1)^ 1, en et (cos(nm))sew sont égales. 


Une suite peut etre définie par la donnée du terme de rang 0 et d'une relation 
de récurrence liant des termes consécutifs. On parle alors de suite récurrente 
ou de suite définie par récurrence. Par exemple la suite {tnla définie par les 
relations ` ug = 2 et 4441 = 1+ u,/2 est une suite récurrente. 


5.1.1 Convergence d'une suite numérique 


Définition 5.1 X On dit que la suite numérique (tinle converge vers le sca- 
laire € (ou qu'elle tend vers fe E) si 


ERL, INEN VneN inz N = lu, = fi 


Le scalaire € est appelé limite de la suite. 


X On dit que la suite numérique (ue Je converge dans K s'il existe £ € IK tel 
que la suite (u), converge vers É. Autrement dit, la suite (u), converge 
dans E si 


ЗЕК Week INEN VneN {n 2 N = ju, — | = €). 


X On dit que la suite numérique [usa diverge si elle ne converge pas. At- 
trement dit, la suite (ttj), diverge si 


WERK FEER, VNEN MmeN (na N et Jun |> z). 


Remarques 


1. L'assertion ge E EL JN EN vne€N [n 2 N = [tin — ff € €) dë 
finissant la convergence de la suite (unla vers £ s'interprète ainsi : une fois 
un réel £ strictement positif fixé, on peut trouver un entier № à partir duquel 
tous les termes de rang supérieur à N sont à une « distance » de £ inférieure 
à €. On peut donc trouver un rang à partir duquel les valeurs de la suite sont 
arbitrairement proches de f. 


2. On ne modifie pas la nature d'une suite (le fait qu'elle converge ou diverge) 
ni la valeur de sa limite si on modifie ses termes jusqu'à un rang donné. 


3. 51 la suite réelle (tes), converge vers £ alors le réel £ est un point d'adhérence 
de l'ensemble D = [un | £ N} puisque pour tout intervalle centré en £ de la 
forme |f — e, É + e| avec z € R7, contient tous les termes de la suite à partir du 
rang N. 


Exercice 1 Soil A un sous-ensemble non vide de E. Montrer que le réel a 
est un point adhérent à A si et seulement si il existe une suite réelle (7,4); 


d'éléments de A (ie : Vn & M x, € A) qui converge vers a. 


Suites numériques 169 


Proposition 5.1 5i la suite numérique (un)„ converge, la limite de la suite 


est unique. On la note lim tn- 
+ 


n 


Démonstration Raisonnons par l'absurde et supposons que la suite (tip ln 
converge vers deux limites /, et És distinctes. Posons € = à ll - hl. On a 
ë € R} et d'après la définition 5.1, 


JM £ М wn c M (n 2 № => lun — fil É 
et IN; EN Vn&N (п> No = fun — dal € €). 


Notons N = max{N,,Na}. En utilisant la première inégalité triangulaire, voir 
la proposition 3.7, on obtient 


Р 2 
lla — di £ £a — us | + lun — é| £ Ze = alé — f| 


ce qui est absurde puisque 1 > 2/3. Si la suite numérique (us), converge, la 
limite de la suite est alors nécessairement unique. L] 


Proposition 5.2 St une suite réelle à termes positifs converge, sa limite est 


un réel positif. 


Démonstration Considérons une suite (u), à termes positifs qui converge 
vers un réel £. Autrement dit, supposons que 


veeR° INEN VEN (п> N => lu, -/| Se). (1) 


Pour montrer que le réel É est nécessairement positif, raisonnons par l'absurde. 
Si on suppose que É est strictement négatif, on établit en prenant € = j/|/2 
dans la relation (1) (on a bien z € R} ) l'existence d'un entier N tel que pour 
tout entier n supérieur à N, 


7 ` 
On en déduit que pour tout entier n supérieur à №, 


4 
q & Un — £ & — 


lus - f| = 


Bad tm 


Ceci implique que u, € = < Ü ce qui est impossible puisque la suite (ttj), est 


à termes positifs. Le réel £ est donc nécessairement positif. О 


"M Indication : on rappelle que le réel a est un point adhérent à A si tout intervalle ouvert 
de centre a contient au moins un élément de 4, autrement dit si 


ЧЄК, EA r Ela- nat nl 
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Remarque On démontrerait de méme que si une suite réelle à termes négatifs 
converge, sa limite est un réel négatif. Par contre, on prendra garde que si une 
suite réelle à termes strictement positifs converge, sa limite n'est pas nécessai- 
rement un réel strictement positif. Par exemple la suite de terme général 1/п 
est une suite à termes strictement positifs qui converge vers 0 (qui n'est pas 
strictement positif), 


Exercice 2 Montrer que si une suite réelle converge vers un réel strictement 
positif alors tous les termes de la suite sont strictement positifs à partir d'un 
certain rang. (Indication : s'inspirer de la démonstration ci-dessus.) 


Exemples 


1. La suite de terme général 1/1: converge vers Ü. En effet, considérons un réel = 
strictement positif quelconque et notons N = E(1/z)-- 1. On a pour tout entier 
n supérieur А №, 


1 1 
„ = = = = = LE, 
|. t D i N E 


2. Considérons la suite de terme général (—1)". L'ensemble U = {tn | n € N} 
a deux points d'adhérence 1 et —1. Si la suite converge, elle ne peut donc avoir 
pour limite que 1 ou —1. La suite ne converge pas vers —1. En effet prenons 
e=} 

VN €N lentier n = AN vérifie (nz N et lu, —fj=2>e). 


Elle ne converge pas non plus vers 1. Prenons £ = 4, 


VNEN entier n = 2N +1 vérifie (nz N et lu, – | =? > ғ). 


Puisqu'aucun des points d'adhérence de l'ensemble Ç n'est limite, on en déduit 
que la suite diverge. 


3. Considérons la suite de terme général u, = n. Remarquons que d'apres la 
proposition 5.2, si cette suite converge, sa limite est nécessairement un réel 
positif. Montrons que la suite (n},en ne converge vers aucun réel positif, c'est- 
a-dire montrons que 


VEER, ER YWEN 3ncN (n> N et Ju, —£| е). 


Soit É € В, ete = 1. Pour tout entier N considérons l'entier n = N + E(E) + 2. 
On anz Net 


lu, — |= in- el =IN+E(f)+2- £ > IN +11 2 1 =ë. 


On peut donc conclure que la suite (n}„en diverge. 


Exercice 3 En utilisant la definition 5.1 determiner la nature des suites dont 


le terme général est EN (i)^, n?. 


Jn 
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Proposition 5.3 Si la suite numérique (u, |a converge vers le scalaire É, alors 


la suite réelle de terme général u,| converge vers le réel | € Ra. 


Démonstration Supposons que la suite numérique (u,}, converge vers le sca- 
laire /, c'est-à-dire supposons que 


ЧЄК! INEN VneN (n> N = lu, - | £ е). 
D'après la deuxième inégalité triangulaire on a 
| [ten] — || < [us — él. 
On en déduit que 
eeR; INEN vneN (n> N  J|u- |#|| se) 


c'est-à-dire que la suite numérique de terme général |u,| converge vers |ê]. PJ 


ATTENTION En général, on ne peut rien conclure sur la nature de la 
suite de terme général u, à partir de la nature de la suite de terme 
général |u,|. Considérons la suite de terme général u, = (—1)". 
La suite de terme général |u,| converge vers 1 mais la suite (u )n 
diverge. Dans le cas où la suite converge vers Ü on a toutefois le résultat suivant. 


Proposition 5.4 La suite numérique (tn), converge vers Ü si et seulement 


si la suite réelle de terme général |а. | converge vers Q. 


Démonstration On a les équivalences suivantes : 


lim tn = 0 
apen 
<= VER JNeNVneN (n> N = |u, —0| < =) 
<> Me CR: 3NENVnEN (nz N = [tin] < €) 
=> VeeRi JN ENMYnEN (n> N => |en] — Q| < £) 
<> lim |.| = 0. 


Exercice 4 Vérifier que la suite complere (u), converge vers Ë si et seulement 
si la suite réelle de terme général (Ren, ll converge vers Reif) et la suite 
réelle de terme général (Im(u,)), converge vers $ m(£). 
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Définition 5.2 X On dit que la suite réelle (u), tend vers += si 


Ук € R° INEN Woch (n> N = u, >к} 


el on note lim u, = 00. 
Fi => + 


X On dit que la suite réelle (u,), tend vers - si 
“кє” JINEN woch (п> N => un < x) 


et on note lim tin = —5. 


nd 


Remarque Il résulte de manière immédiate de la definition 5.2 que la suite 
(unir tend vers +00 si et seulement si la suite (tn), tend vers —oc. 


Exemple La suite de terme général n tend vers --oc. En effet, soit « un réel 
strictement positif et N = E(x) + 1. Опа N 2 «et 


vncM (nz N = un 2 к). 


Exercice 5 Montrer que la suite de terme général n? tend vers +00. Montrer 
que la suite de terme général yT tend vers +00. 


Remarque La nature d'une suite réelle est de l'un des trois types suivants : 


convergente vers une limite £ € E (c'est le cas de la suite de terme général 
Inj; 
divergente en tendant vers +оо ou —oc (c'est le cas de la suite de terme 
général п); 
divergente sans tendre vers +20 ou —o€ (c'est le cas de la suite de terme 
général (—1)"). 
Par abus de langage. on dit qu'une suite a pour limite +00 (resp. —00) pour 
signifier qu'elle tend vers ос (resp. =20). On dit aussi qu'une suite admet une 
limite dans R pour signifier qu'elle converge vers un réel ou diverge vers +s 
ou — 00. 


5.1.2 Suites bornées 


Définition 5.3 Une suite numérique (tinla est dite bornée a'il existe un réel 


positif M tel que pour tout entier n on ait [us] < M. 
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Définition 5.4 X Une suite réelle (u), est dite majorée s'il existe un réel 
A tel que pour tout entier n on ait un < A. Ce réel À est appelé un majorant 
de la suite (un ln. 


X Une suite réelle (u), est dite minorée s'il eriste un réel B tel que pour 
fout entier п on ait un > DB. Ce réel B est appelé un minorant de la 
suite (un) 


On rappelle que Ё est un corps totalement ordonné mais que ce n'est pas le 
cas de C. La notion de suite minorée ou majorée n'a donc de sens que pour les 
suites réelles. 


Proposition 5.5 Toute suite numérique convergente est bornée. 


Démonstration Supposons que la suite (tinle converge vers £. D'après la dé- 
finition 5.1 : 


IN; EN VneN (n> Ny = [tn — $| £ 1). 
Pour n > Ni ona 
іш. | = [нь — E + £| € Vus, — Ë| + |£| < 1 + |4. 


La suite est donc majorée par M = max(uo, ur... UN, —1;1 + MN). = 


Proposition 5.6 X Une suite réelle est bornée si et seulement si elle est à la 
fois majorée et minorée. 


K Toute suite réelle tendant vers +oe est minorée, Toute suite réelle tendant 
vers —oo est majorée. 


Démonstration La premiere assertion se démontre aisément en utilisant les 
propriétés de la valeur absolue. Si la suite réelle (u), est bornée par Af e R; 
alors M est un majorant et = М est un minorant de la suite. Réciproquement, 
si la suite réelle (ы, ) est majorée par le réel A et minorée par le réel B alors 
elle est bornée par M = max(| Al. | В|). 


Œ Montrons que toute suite réelle tendant vers +00 est minorée. Supposons 
4 (2 
que la suite (u, Ja tend vers +20. On a | 


JM E N VEN {n > N, => w, 2 1). 


La suite est donc minorée раг M = min(ug,uj,..., uy, 1,1}. Sur le méme 
principe, on vérifie que toute suite réelle tendant vers — est majorée. Г] 


oir la definition 5.2 en page 172. 
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Remarques 


1. Une suite bornée n'est pas nécessairement convergente. C'est le cas de la 
suite de terme général (—1)" qui est bornée par 1 mais qui diverge. 


2. Une suite réelle tendant vers +60 n'est pas majorée mais une suite qui n'est 
pas majorée ne tend pas nécessairement vers --oo. C'est le cas de la suite de 
terme général (—1)" n qui n'est pas majorée et qui ne tend pas vers +00. 


5.2 Propriétés 


5.2.1 Propriétés algébriques pour les suites numériques 


On munit l'ensemble 5 des suites numériques de deux lois de compositions 
internes +s et x, définies de la manière suivante. Si u = (uj), et v = (is ln 
sont deux éléments de 5, on définit u-- «v comme étant la suite de terme général 
ts + ta et u x, v comme étant la suite de terme général tij X Un- 


On vérifie aisément les propriétés suivantes en utilisant les propriétés de la 
somme et du produit dans R. 
1. La loi +, est associative: Yet wje S? (u+sv)+siw — ug (uta ur). 
2.La loi +, est commutative: V(u,v)& 52 u+svr=v+su. 


3. L'ensemble 5 possède un élément neutre pour +s, noté (0), qui est la suite 
dont tous les termes sont nuls. On a Vu € & u +s (Ü)„ = u. 


4. Tout élément u = (u,}, de 5 possède un symétrique pour la loi +, noté 
—1u qui est la suite de terme général =t. On a u +a (=t) = 0. 
D La loi x, est associative : 


viuo w) E S? (u xs u) xs w = u xs (v xs w). 


6. La loi x4 est commutative: Vv(u,v) € 52 шых„г=рхьш. 


7. La loi х. est distributive par rapport à +a : 
Vin, v, w) c S U X z (v +s w) ы (u X s v) + (u Xs w). 


8. L'ensemble 5 possède un élément neutre pour x z. noté (1), qui est la suite 
de terme général 1. On a Yu € S u x4 (1), = u. 


Si u est une suite dont tous les termes sont non nuls, on note 1/4 le symétrique 
de u pour la loi xa. Le terme général de la suite 1/u est 1/u,. 


On munit l'ensemble 5 d'une loi de composition externe que l'on note · et que 
l'on définit de la manière suivante : ві u = [ua la € & et À € B, la suite А-и est 
la suite de terme général A x ux. On a les propriétés suivantes. 
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Q.Viuu)e Si VASER A (и +0) = Act Av. 
l0.VueS YA o Ee KF (Ати) -и= А-и на р-ны. 
ILVUES WA р) ЕК? А: (рм) == (Ах p): w. 
12. wu E 5 l-u= ti. 


Proposition 5.7 L'ensemble S des suites numériques muni des lois de com- 


position interne +, et x, est un anneau commutatif unifére. 


Démonstration Cela traduit les propriétés 1 à 7 ci dessus. Г] 


Nous verrons dans la suite de ce cours que les propriétés 1 à 4 et 9 à 12 conferent 
à l'ensemble 5 des suites numériques une structure d'espace vectoriel. 


Nous noterons aussi plus simplement + et x les lois +; et x s. Les propositions 
qui suivent sont d'un grand intérét pratique puisqu'elles permettent de déter- 
miner la nature des suites w + v ou u x v en fonction de la nature des suites u 
et v. 

Proposition 5.8 Soient u el v deur suites numériques de terme général un 
et Up et soit À un scalaire. 


X Si les suites u et v convergent respectivement vers fy et £o alors la suite 
u--v converge vers £1 + És, 


X Si les suites u et v convergent respectivement vers £4 et £a alors la suite 
ux v converge vers Ë, x fa. 


X Sila suite u converge vers Ë, alors la suite A- u converge vers À x Ё. 


X Si les suites u et v convergent respectivement vers Ë, et Ёо et si £4 É Ü 
alors la suite u/v converge vers Ê, / £a. 


Démonstration Cette proposition est admise. Les assertions énoncées se dé- 
montrent en utilisant la définition de la convergence, voir la définition 5.1. O 


Remarque Si la suite (u,), converge et la suite (v,), diverge alors la suite de 
terme général u, + v, diverge. Mais si les deux suites (u) et (v), divergent 
alors on ne peut rien conclure quant à la nature de la suite de terme général 
Un + uu. Elle peut diverger ou converger. Considérons par exemple les suites 
de terme général (—1)* et (—1)?*!. Ces deux suites divergent mais la suite de 
terme général (—1)" + (—1)"**! est la suite constante de terme général 0 qui 
converge. 


5.2.2 Autres propriétés algébriques pour les suites réelles 


Dans le cas de deux suites [tinjn et (v4), ne convergeant pas toutes deux 
dans R, la nature des suites de terme général u, + v, et Un x v, ne peut être 
établie que sous certaines hypothèses supplémentaires sur les suites (u), et 
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(tala. Les cas où il est possible de statuer sur la nature de la suite somme ou 
produit sont indiqués dans les trois propositions suivantes. Tous les autres cas 
correspondent à des situations oü il n'est pas possible de conclure sur la nature 
de la suite sans une étude plus approfondie (on parle de forme indéterminée). 


Proposition 5.9 Soient u et v deuz suites réelles. 


X Si la suite u tend vers +00 et si la suite v est minoree (en particulier si 
la suite v a pour limite de RU [4-00] alors la suite u + v tend vers +00. 


X Si la suite u tend vers —oo et si la suite v est majorée (en particulier si 
la suite v a pour limite É € RU [—oc]J alors la suite u+ v tend vers —00. 


Proposition 5.10 Soient u et v deur suites réelles. 


X Si la suite u tend vera +00 el si la suite v a pour limite É € RA U [toc] 
alors In suite u x v tend vers Hac. 


X Si la suite u lend vers --oc et si la suite v a pour limite ê € Rt ú {—ac} 
alors la suite u x v tend vers —00. 


X Si la suite u tend vers —oc et si la suite v a pour limite fe Rt U [—5o) 


alors la suite u x v lend vers Lo. 


X Si la suite u tend vers —oc et si la suite v a pour limite £ € R* U {doo} 
alors la suite u x v tend vers =50, 


Proposition 5.11 Soit u une suite reelle. 

X Si la suite u à termes tous non nuls tend vers +оо ou vers —0 alors la 
suite l/u converge vers Ù. 

X Si la suite à termes strictements positifs (resp. négatifs) u converge 
vers Q alors la suite l/u tend vers +00 (resp. —00). 

X Si la suite u tend vers +00 (resp. — оо) et si À est un réel atrictement 
positif alors la suite À u tend vers +00 (resp. —00). 

X Si la suite u tend vers toc (resp. —00) et si u est un réel strictement 
négatif alors la suite p- u tend vers —oo (resp. +20). 


On peut résumer les propriétés qui ont été énoncées dans les propositions pré- 
cédentes sous forme de tableaux. Le tableau suivant indique la limite éventuelle 
de la suite u + v en fonction de la limite des suites u et v. On écrit IND pour 
forme indéterminée lorsque les hypothèses ne sont pas suffisantes pour conclure. 
On écrit PL pour signifier qu'il n'y a pas de limite dans R. 
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Le tableau suivant indique la limite éventuelle de la suite u x еп fonction de 
la limite des suites u et v. 


Exemples 


1. Nous avons montré que la suite de terme général n tendait vers 4-oc. On en 
déduit que la suite de terme général n° (qui est le produit de cette suite par 
elle-même) tend également vers +00. On peut alors affirmer que la suite (vn In 
de terme général ta = 3n? et la suite (Wala de terme général u, = 5n tendent 
toutes les deux vers +00. Finalement, on peut conclure que la suite Die Ju de 
terme général u, = 3n? + 5n tend vers +00 car elle est la somme de la suite 
(vu), et de la suite {ш },.. 


2. Considérons la suite (4), de terme général wu, = 3n? — 5n. Elle est la 
somme de la suite (re Ju de terme général v, = 3n? et de la suite (4%), de 
terme général w, = —5n. La suite (taln tend vers +00 alors que la suite (ш, ln 
tend vers —ос. Nous sommes dans un cas d'indétermination quant à la nature 
de la suite (u,),. Pour lever cette indétermination, remarquons que 


La suite de terme général n tend vers +90 donc d'après la proposition 5.9 la 
suite de terme général l/r tend vers 0 et par conséquent la suite de terme 
général 5/n tend également vers 0. On en déduit que la suite de terme général 
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З —5/n admet pour limite 3 qui est un réel strictement positif. On en conclut 
d'apres la proposition 5.9 que la suite (u,)4 tend vers +оо, 


3. Considérons la suite (u,), de terme général un = y2n — 1 — 2n + 1. La 
suite de terme général y 2n — 1 tend vers +оо alors que la suite de terme général 
-w àn + 1 tend vers ~oc (nous le justifierons de manière précise dans la suite 
du chapitre}. Nous sommes là encore dans un cas d'indétermination quant à la 
nature de la suite (1,,),. Pour lever cette indétermination, remarquons que 


(var — — V 2n t 1] (2n — 1 + in + 1) di 
LL. == i Amm "er = — — —_ = , 
А van — 1+ int van Туп +1 
La suite de terme général Yan — 1 + /2n +1 tend vers +оо. On en déduit 
d'apres la proposition 5.9 que la suite (unla admet pour limite 0. 
5.2.3 Propriétés d'ordre pour les suites réelles 


La proposition 5.12 ci-dessous nous indique que si les termes d'une suite réelle 
convergente appartiennent tous, à partir d'un certain rang, à un intervalle fermé 
donné, alors la limite de la suite appartient nécessairement à ce méme intervalle. 


Proposition 5.12 (Passage à la limite dans les inégalités) Soient 
(Un), une suite réelle convergeant vers le réel et (a, b) € RF. 


X Si tous les termes de la suite (tn), sont minorés par le réel a à partir 
d'un certain rang alors Ë 2 a. Autrement dit, 


(DN CN VEN (n2N—u,2a) => fa. 


X Si tous les termes de la suite (un), sont majorés par le réel b à partir d'un 
certain rang alors € < b. Autrement dit, 


IN EN vneN (n > N => un < b)) Ë x b. 


K Si tous les termes de la suite (u), à partir d'un certain rang appartiennent 
à l'intervalle [a,b] alors £ € [a,b]. Autrement dit, 


(INEN VEN (n> N => a š u, € bi) 


Démonstration Pour établir la première assertion, il suffit d'appliquer la pro- 
position 5.2 à la suite de terme général u, — a. La deuxième assertion se dé- 
montre en appliquant la proposition 5.2 à la suite de terme général b — ux, La 
troisième assertion découle des deux premières. 0 


Remarque L'assertion 


IN EN VEN (n> N => u, > a) 
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ne permet pas de conclure que # > a. On peut seulement conclure que la limite 
vérifie £ = a. Par exemple la suite de terme général un = 1/n vérifie u, > 0 


pour tout entier n plus grand que 1 mais lim tin = 0. 
17% 


Inversement, si la limite d'une suite réelle appartient à un intervalle ouvert 
donné alors à partir d'un certain rang, tous les termes de la suite appartiennent 
à ce méme intervalle comme le précise la proposition suivante. 


Proposition 5.13 Soient (u), une suite réelle convergeant vers le réel Ё et 
(a,b) € R?. Si a < ê < b alors il existe un entier N tel que 


Vn EN (nz N => a<u, < Б). 


Demonstration Considérons le réel к = 1 min(b-£,£—a). On a > Ü fg > a 
et Ë + £ < b. Puisque la suite (tin la converge vers Ë, 


INEN Уем (n> N—lu, — É| Se). 
Autrement dit, pour n 2 N on a 
Ë — £ = Un É Ë + €. 
On en conclut que a < t, < b pour tout entier n supérieur à №. О 
Théorème 5.1 (d'encadrement) Soient (un), (Un len et (to ln trois suites 
réelles vérifiant 


INEN VEN {n > N => tin £ Un É Wn). 


X Si les suites (un lo, (Unle €t (Un), convergent respectivement vers Éy. Èa et 
Léi alors £4 = £5 = Ёд. 


X Si les suites (uy), ef (un) convergent vers une méme limite Ë € R alors la 
suite Is Je converge vers É. 


Démonstration > Montrons que si tin < Un pour tout entier n supérieur à 
N alors €; € fs en raisonnant par l'absurde. Supposons donc que Un & Un 
pour tout entier n supérieur à N et que £, > fa. On a alors Ё > (e + fa} et 
d'après la proposition 5.13, on peut affirmer 


3N, eN vnceN (nz Ni === (£i + £4)/2 < Un}. 


On а aussi fa < a (f, + £3], donc d'apres la proposition 5.13, on peut affirmer 
que 
ING EN VEN (nz No => u, < (fi +é)/2). 


On rappelle que la négation de implication s P => Q» (si P alors Q) est 
e P et non(Q) s. 


18ü Propriétés 
On en déduit que pour tout entier n supérieur à max( №, Na) on a 


"T 10 + bal < Un. 


Ceci contredit l'hypothèse u, < v, pour tout entier п supérieur à N et achève 
le raisonnement par l'absurde. (On procède de la même manière pour montrer 
que £4 € fa.) 


[> Soit ғ un réel strictement positif fixé. Par hypothèse les suites (tin In et (wy); 
convergeant vers f, on a 
iN, EN Yn eE N, (nz M = |ы, — | = €), (2) 
INGEN VneN (n> № = |wa — f| < €). [3) 


Par ailleurs, l'hypothèse 
МЕМ (n > N == un € Un & Um) 
implique que 
Yn E€ N. (n> N = tin — Ë us - Ë wy E). 
Soit N4 = max( N, №, №). Pour n 2 Ns on a d'après (2) et (3), 
=E G ug, — Ë Em — É £ t'a — É = €. 


Ainsi pour tout entier n supérieur à Ns on a lu, — él < €. Cela signifie que la 
suite (r4), converge vers £. О 


v ; ze sin n 
Exemple Considérons la suite (1), de terme général u, = ——. Pour tout 
n 


entier naturel n non nul on a 


Nous avons montré que la suite de terme général 1/n tendait vers 0, Il en est de 
méme d'après la proposition 5.8 de la suite de terme général —1/n. Le théorème 
d'encadrement permet de conclure que la suite (u), converge vers 0. 


Proposition 5.14 Soient (unja et (Vn), deur suites réelles vérifiant 


INEN VEN (п> N = tin Š Un). 


K Si la suite (unla tend vers +00 alors la suite (tala tend vers +оо. 


K 5i la suite (u) tend vers =œ alors la suite (tinjn tend vers —oc. 
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Démonstration > Supposons que la suite fu, ),, tend vers +00, c'est-à-dire que 
Yke Е AMEN VneN (n Z> № => u 2 к). 
Par hypothese 
INEN VneN {n 2 N un E tn). 


On en déduit que pour tout entier п supérieur à № = max( Ni, N) on a 
Un 2 Un > K. Ainsi 


үке Е AMEN VneN (nz № => Un >к) 


autrement dit, la suite (e Le tend vers +00. 


> Supposons maintenant que la suite (usa tend vers —oo, c'est-à-dire que 
VER! AMEN VneN (nz N, = w, © kx). 
Par hypothese 
NEN VEN {n > N = tin 5 Un) 


On en déduit que pour tout entier n supérieur à V; = max(Ns, N) on a 
ta € Un É к. Ainsi 


Уке INGEN VneN (nz N, = un Š K) 


autrement dit, la suite (unin tend vers —co. = 


5.3 Monotonie 


5.3.1 Suites réelles monotones 


Définition 5.5 


K On dit que la suite réelle (un est croissante si : vn EN uri 2 Un. 


X On dit que la suite réelle (Un), est strictement croissante si : 
Vn EN Und > Un. 


K On dit que la suite réelle (u) est décroissante s ` vr € М Unde € ug. 


X On dit que la suite réelle (un), est strictement décroissante si : 
vn EN Undi < Un. 


X On dit qu'une suite réelle est monotone si elle est croissante ou décrois- 
sante. On dit qu'une suite réelle est strictement monotone si elle est stric- 
tement croissante ou strictement décroissante. 
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Remarques 


1. Une suite peut n'être ni croissante, ni décroissante. C'est le cas de la suite de 
terme général (—1)". La négation de l'assertion « la suite est croissante » n'est 
donc pas a la suite est décroissante s mais « il existe un entier n pour lequel 
Har] € Ug B. 


2. Pour montrer qu'une suite réelle (u), est croissante, on peut montrer que 
pour tout entier п опа Un+1 — tn > 0. Pour montrer qu'une suite réelle {tin ln 
est décroissante, on peut montrer que pour tout entier n on à i441 = Un É Ü, 


3. Si tous les termes de la suite {tin In sont strictement positifs (resp. strictement 
négatifs), alors pour montrer que la suite est croissante on peut montrer que 
pour tout entier n on a Hait lUn 2 1 (resp. Un+1;/ Un € 1). Pour montrer qu'elle 
est décroissante on peut montrer que pour tout entier n on a tif Un € 1 (resp. 
Unyil Un = 1). 


4. П résulte de manière directe de la définition que si la suite (ten), est crois- 
sante (resp. décroissante) alors la suite de terme général —u, est une suite 
décroissante (resp. croissante). 


5. Rappelons que le corps C n'étant pas muni de relation d'ordre, la notion de 


suite monotone ne peut pas avoir de sens pour une suite complexe. 


Exemples 
= 1 
1. La suite (u), de terme général u, = у; x est strictement croissante 
kel 
puisque pour tout entier т, 
1 
fin] = Un = fn DE > Ü, 


2. La suite (ur )n de terme général u, = exp (2n + 1/n) est strictement crois- 
sante puisque pour tout entier n non nul, 


Und 1 1 
tin = ( nin + 5) : 
car 0 < 1/n(n + 1) < 1. 
"L 


3. Considérons la suite (u,). de terme general u, = — — In(n). Pour tout 


entier n non nul on à 


t : In i 
і = u, = — = | 
эт ' nel n+l 


Pour déterminer le signe de unsi — tn, considérons la fonction f définie sur EY 


par 
1 3: 
fe) = -n( JE 
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L'application f est dérivable sur RY , sa dérivée est l'application f' définie par 


1 
—oz(r41) 


f (z) 


L'application f est donc croissante sur R°. Puisque lim f(x) = 0 on a né- 
Et 


cessairement f(x) < 0 pour tout réel x strictement positif. On a donc fin) < Ü 
pour tout entier п non nul, ce qui permet de conclure que Ve) — Un < Ü pour 
tout entier n et par conséquent que la suite (114), est strictement décroissante. 


Proposition 5.15 X Si les suites réelles u et v sont croissantes (resp. décrois- 
santes) alors la suite u + v est croissante (resp. décroissante). 


K Si les suites réelles u et v sont à termes positifs el croissantes (resp. 


décroissantes) alors la suite u x v est croissante (resp. décroissante). 


X Si la suite u est croissante (resp. décroissante) alors pour tout réel A positif 
la suite A- u est croissante (resp. décroissante) et pour tout réel u négatif la 
suite u 1 est décroissante (resp. croissante). 


Démonstration La démonstration est immédiate en utilisant la définition 5.5 
et les propriétés de la relation d'ordre sur E. П 


Proposition 5.16 X Toute suite croissante et majorée est convergente. 


X Toute suite décroissante et minorée est convergente. 


Démonstration > Soit (u), une suite croissante et majorée par un réel M. 
L'ensemble UV = [ux | n € N} est une partie non vide et majorée (par M) de R, 


(A1 


donc il admet une borne supérieure £ et on a 
VER, 3NEN Faun>f-e. 


Comme la suite est croissante, on en déduit que pour tout entier n supérieur à 
N on a £ 2 u, > un > f — z, autrement dit que Ü € u, = £ < Е. Ainsi, pour 
tout réel strictement positif e il existe un entier N tel que pour tout entier n 
supérieur à N on ait lu, — f| < z. La suite (u,), converge donc vers É. 


{> La deuxieme assertion se déduit de la premiere en considérant la suite de 
terme général =tt„. 


= 


"oir la caractérisation de la borne supérieure d'un ensemble donnée à la proposition 3.2 
en page 95. 
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Remarque En prenant la contraposée des implications de la proposition 5.16, 
on obtient la caractérisation suivante d'une suite qui ne converge pas : ou bien 
elle n'est pas bornée, ou bien elle n'est pas monotone. 


Proposition 5.17 


X Toute suite réelle croissante et non majorée tend vers +00. 


K Toute suite réelle décroissante et non minorée tend vers =00. 


Démonstration С Soit (u), une suite réelle non majorée, c'est-à-dire telle 
que 
vM cR JNEN uw > M. 


Si on suppose que la suite (ur Ju est croissante alors pour tout entier n supérieur 
à N on a us, 2 uy. On en conclut que 


УМЕЕ 2NEN WVneM (n è N = u, > M) 


c'est-à-dire ` que la suite {tnla tend vers +00. 


[> La deuxième assertion se déduit de la premiere en considérant la suite de 
terme général — tn. 


= 


Exemple Soit r Є|1. Col, Montrons que la suite de terme général u, = r" 
tend vers +00. Il s'agit d'une suite dont les termes sont strictement positifs et 
qui est strictement croissante puisque pour tout entier n, 


Up i 
Un 


= r > l. 


Cette suite n'est pas bornée : pour tout réel strictement positif к, le terme de 


In « DS , , 
rang n = 1 + E (z5) est supérieur strictement à x puisque 


N Ink 
UK ss үт" >к és —ninr»ink =s n> ir 
les deux dernières équivalences résultant du fait que la fonction logarithme est 
strictement croissante et strictement positive sur )1, +ос[. D'après la proposi- 
tion 5.17, on en déduit que si r Є|1, +oof, la suite de terme général tin = т" 
tend vers +00. 


дг. la définition 5.4. 
“fair la définition 5.2. 
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5.3.2 Suites adjacentes 
Définition 5.6 Deur suites réelles {tin}n et (Un)n sont dites adjacentes si 


les deur conditions suivantes sont salisfailes : 


1. l'une des dewr suites est croissante et l'autre est décroissante ; 


Ë. ,lim (ua — ua) = 0. 


1 
Exemple La suite {un ln de terme general u, = 1— = a est croissante puisque 
n 


pour tout entier т, 


i l l 
— LÁ шры olia 0. 
ling) — Un nl n+? (m+ lin + 2) j 


1 
La suite (Up Im de terme general Un = 1 + maen? est décroissante puisque pour 
T 


tout entier т, 


1 1 1 
' A = —— =- — = —-——Ə>ə— <0, 
30775742 nl  (n+1)(n +2) 
: | | 2 Е 
Раг ailleurs, „im (us — v4) = um. = ss 0. Les suites (и, ln et (v5), 


sont donc adjacentes. 


Théorème 5.2 Si deur suites réelles (unlu et (v4), sont adjacentes alors 


elles convergent et ont même limite. 


Démonstration Nous allons supposer pour fixer les choses que la suite (un 
est croissante et que la suite (v4), est décroissante. Considérons la suite de 
terme général Wn = v, = tin. En utilisant la monotonie des suites (ie Je et 
(Un Än, on vérifie que pour tout n € N on a 


Uh] = Wy = (nai = t4] = (Une. = tn) & Ü. 
R s a" 
= 0 z Ü 


La suite (Wala est donc décroissante. Puisque les deux suites (14), et (tn ]n 
sont adjacentes on a lim (us — t'a) = О et la suite (104), converge vers 0. Les 
nr 


termes de la suite (ur). sont donc nécessairement positifs. On en déduit que 
pour tout entier n on a Un < v,. En utilisant la monotonie des suites (tU), et 
{tala on obtient donc 


Vn e Ñ un Š un+1 < Uns] É Un. 


Puisque la suite (u,}, est croissante et majorée (par t'y) on en déduit qu'elle 
converge vers une limite £41. Puisque la suite (v4), est décroissante et minorée 


186 Suites extraites 


(par ua) on en déduit qu'elle converge vers une limite #2. Or on a les égalités 
suivantes 


0= lim „= lim (tn 9) = ñ, — fs. 


Ti— 1-230 (kä a 


On en conclut que ë, = fa, ce qui achève la démonstration. L] 


Remarque Soient (ttr )n et (ze Ju deux suites adjacentes convergeant vers une 
même limite É. Si l'on suppose que la suite (u4), est croissante et que la suite 
{tala est décroissante alors on a l'encadrement suivant qui est valable pour 
tout entier m : 


Un © Tyri = É = Und! = Vn. 


Exercice 6 Soient a,b deur réels tels que 0 < a < b. On considère les suites 
(Unln el (tala définies par 


Un + Un 


Up = 8, ` Bal = vie Dn EE (ns 0, Una = 3 


I - Montrer que les suites sont à valeurs positives et que pour tout entier n 
on a tia = Va: 

2- En déduire que la suite (Un)„ est croissante majorée et que la suite (v, ln 
est décroissante minorée. 

3- Montrer que les suites (Un), et (Un), sont adjacentes. 


5.4 Suites extraites 


Définition 5.7 La suite numérique (v,), est une suite extraite ou une 
sous-suite de la suite (Unin s'il existe une application h de N dans N stric- 


tement croissante appelée extractrice telle que pour tout entier m on ait 


Us = Whiri 


Exemples 


l. L'application A : n € M — 2n est strictement croissante à valeurs dans M. La 
suite de terme général w, = ua, est appelée suite des termes pairs extraite 
de la suite (ttn lr 
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2. L'application h : n € N =+ 2n + 1 est strictement croissante à valeurs 
dans M. La suite de terme général tn = из est appelée suite des termes 
impairs extraite de la suite {tin Ja. 


З. La suite de terme general t, = His? Dal n'est pas une suite extraite de la 
suite (ul car l'application n — |n? — 9n| n'est pas strictement croissante. 


4. L'application h : n € N — n° est strictement croissante à valeurs dans N. 
La suite de terme général tn = usa est une suite extraite de la suite (и, In. 


Remarques 


1. On vérifie par récurrence que si h est une extractrice alors pour tout entier n 
on a hin) 2 n. 


2. Toute sous-suite d'une sous-suite de la suite (u,), est une sous-suite de 
la suite (u,], puisque la composée de deux applications croissantes est une 
application croissante (et par conséquent la composée de deux extractrices est 
une extractrice). 


Proposition 5.18 Si la suite numérique (tnla converge vers Ë € É alors 


toute sous-suite de la suite (us), converge également vers t. 


Démonstration Supposons que la suite (u, )n converge vers £ € É : pour tout 
réel z strictement positif fixé, 


INEN YneN (nz N = lu, — f| < €). 


Considérons une extractrice h et montrons que la suite (tim) nen converge 
vers É. Comme h est une extractrice, A est croissante et KØN) = N. Donc, si 
п> N on a h[n) > MN) 2 N et par conséquent Ju — £| < €. Finalement, 
pour tout réel strictement positif z, il existe un entier N tel que um — £| £ € 
si n > N. La suite [tnin nen converge donc vers £. E 


Remarques 


l. On montrerait de méme que si une suite réelle tend vers +00 (resp. —00) 
alors toute sous-suite de cette suite tend également vers +оо (resp. — 5). 


2. En prenant la contraposée de la proposition on obtient une condition suf- 
fisante pour qu'une suite n'admette pas de limite dans К. Il suffit que deux 
suites extraites aient deux limites distinctes. Ainsi, la suite de terme général 
(—1)" diverge car la suite des termes pairs converge vers 1 et la suite des termes 
impairs converge vers —1. 


3. On appelle valeur d'adhérence d'une suite numérique tout scalaire qui est 
limite d'une sous-suite de cette suite. D'après la proposition 5.18, une suite nu- 
mérique convergente n'a qu'une seule valeur d'adhérence. D'apres la remarque 
précédente, une suite qui a plusieurs valeurs d'adhérence diverge. On peut mon- 
trer qu'une suite converge si et seulement si elle n'admet qu'une seule valeur 
d'adhérence. 
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Exemples 


1. La suite de terme général 1/n° converge vers Ü car il s'agit d'une suite extraite 
de la suite de terme général 1/n dont on a montré la convergence vers Ü. 


2. La suite de terme général v 2n + 1 tend vers +00 car il s'agit d'une suite 
extraite de la suite de terme général y'n qui tend vers +20. 


3. Montrons que la suite (u), de terme général u, = sin(n) diverge. Remar- 
quons dans un premier temps que la suite (44), est bornée par 1 et d'autre 
part que pour tout entier n, 


sinz > 1/2 Wrelr/6 + ins, 57/6 + 2л. 


Puisque la longueur de l'intervalle }r/6 + 2пт„5т/6 + nr] vaut 27/3, c'est- 
à-dire est plus grande que 2, il existe pour chaque entier n deux entiers, que 
nous notons pr (rn) et pin), dans cet intervalle. Puisque les intervalles |z/6 + 
2пт, 57/6 + 27] sont deux à deux disjoints pour 2 valeurs distinctes de n, on 
en deduit que l'application 


m:neN— min) Є М 


est strictement croissante. La suite (z, ) de terme général ttp. („j est donc une 
suite extraite de la suite de terme général un = sin(n} qui est minorée par 1/2. 
Par ailleurs pour tout entier тп, 


sinz < —1/2 vr €|7Tr/6--2n-.llz/6 + 2nml. 


Puisque la longueur de l'intervalle |Tz/6 + nr, 17/6 + 2n7| vaut 27/3, c'est- 
à-dire est plus grande que 2, il existe pour chaque entier n deux entiers, que 
nous notons o (r) et ga(n), dans cet intervalle. Puisque les intervalles |7z/6 + 
2nm, 117/6 + 2n| sont deux à deux disjoints pour 2 valeurs distinctes de n, on 
en déduit que l'application 


pin EN (п) Є М 


est strictement croissante. La suite (1,),, de terme général uç, („у est donc une 
suite extraite de la suite de terme général u, - sin(n) qui est majorée par 
—1/2. On dispose done de deux suites extraites de la suite (u4), dont l'une 
est minorée par 1/2 et l'autre majorée par —1/2. On en déduit que ces deux 
sous-suites ne peuvent converger vers une meme limite et par conséquent la 
suite de terme général sin(n) diverge. 


L'assertion énoncée à la proposition 5.18 admet une réciproque. On peut mon- 
trer que si toutes les sous-suites d'une suite convergent vers une meme limite 
alors la suite dont sont extraites les sous-suites converge elle-même vers cette li- 
mite. Bien entendu cette propriété n'est. pas utilisable en pratique pour montrer 
qu'une suite converge (il est impossible d'étudier toutes les sous-suites d'une 
suite donnée, il en existe une infinité). Toutefois, il est possible en étudiant 
certaines sous-suites bien choisies de pouvoir conclure à la convergence de la 
suite comme le montre la proposition 5.19. 
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Proposition 5.19 Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite 
numérique (tinin converge est que la sous-suite des termes d'indice pair et 


la sous-suite des termes d'indice impair admettent la méme limite. Dans ce 
cas, cette limite commune est la limite de la suite (wala. 


Démonstration > D'après la proposition 5.18 si la suite [tin |n converge vers É, 
la sous-suite des termes d'indice pairs et la sous-suite des termes d'indice im- 
pairs convergent vers f. 


D Réciproquement, supposons que la sous-suite des termes d'indice pairs et la 
sous-suite des termes d'indice impairs convergent vers une méme limite £. On 
en déduit que pour tout réel £ strictement positif on a 


IN; EN w eN (nz № = |usa — f| € z), 
ам» EN VneN (п = Ns == 19441 = fl = E ). 


Soient N = max(2N;,2N5 + 1) et p € N tel que p > N. 
1. Si p est pair, il existe un entier k tel que p = 2k et k 2 №. 
2. Si p est impair, il existe un entier k tel que p = 2k + 1 et k 2 Na. 


Dans les deux cas, on a |u, = £| < =. Ainsi, pour tout réel z strictement positif, 
il existe un entier N tel que |up — f| € £ pour tout entier p supérieur à N. La 
suite (tt,), converge donc vers f. Г] 


Exercice 7 Soit (u,), une suite numérique dont les sous-suites (tan Ja, 
[u3n41)a €t (pa? le convergent. Montrer que la suite (Un Jo converge. 


WEIERSTRASS, Karl (1815, Osterfeld - 1897, Berlin). 


Weierstrass enseigna les mathématiques à l'université de Berlin. 
On le considére généralement comme un des plus grands ma- 
thématiciens du XIX" siècle. Il introduit en mathématiques une 
rigueur jusqu'ici ignorée, mettant fin à des conclusions hardies 
de convergence, de continuité ou de dérivabilité comme le firent 
imprudemment par exemple Fourier et Cauchy. On lui doit la 
premiere définition précise de la notion de limite d'une suite et 
d'une fonction ainsi que la définition formelle de la continuité 
d'une fonction. 


Théorème 5.3 (Théorème de Bolzano-Weierstrass ) De toute suite n 


mérique bornée on peut extraire une sous-suite convergente dans IK. 
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Démonstration Ce théorème est admis. Une méthode pour le démontrer consiste 
à construire par récurrence, pour une suite (u, ),, donnée, deux suites adjacentes 
(ann et (bo le et une extractrice h telles que pour tout entier n, Uhin) € [an, Ôn). 


Qn aura alors 
dn € ba Vn € №, 


lan; bn] C LEM E] vn E N. 
Dm a4,—5, = 0. 
ti—-456 
Les suites (an In et (bn In étant adjacentes, elles convergent vers une méme limite 
É qui vérifie (cette propriété est appelée « propriété des segments emboités x) 
Di 


{€} = f lans ba]. 


n-l 


Ainsi pour tout entier n on aura ET Kë | = b, — dn et on pourra conclure 
que 
lim (u — f) = Ü 
„lim | kin) ) 1 


autrement dit qu'il existe une suite extraite de la suite (ue )„ qui converge 


(vers £). " 


Exemple La suite (sinn)„ey est bornée (par exemple par 1) et on a mon- 
tré qu'elle ne converge pas. D'après le théorème de Bolzano- Weierstrass on sait 
qu'on peut toutefois extraire de cette suite une sous-suite qui converge. Le théo- 
reme de Bolzano-Weierstrass ne nous indique malheureusement pas comment 
abtenir une telle sous-suite. 


5.5 Suites de Cauchy 


CAUCHY, Augustin-Louis (1789, Paris - 1857, Sceaux). 

Augustin-Louis Cauchy commence sa carriere comme ingénieur 
militaire. En 1816, il obtient un poste de professeur à la Faculté 
des Sciences de Paris et à l'École Polytechnique et entre à l'Aca- 
démie des Sciences. L'œuvre de Cauchy est considérable, sur- 
tout en analyse ou il a su donner le cadre rigoureux nécessaire à 
son développement. Il introduit une notion précise de continuité 
et élabore une définition rigoureuse de l'intégrale. Son travail 
concerne tous les domaines des mathématiques, en particulier 
les équations différentielles, la théorie des groupes et l'algèbre 
linéaire, 


M ce théorème a été énoncé par Bernhard Bolzano vers 1830 et a été démontré par Karl 
Weierstrass au début des années 1860. 


Suites numériques 191 


Définition 5.8 La suite numérique (un), est appelée suite de Cauchy dans 
IK si elle vérifie la condition : 


VeE Ri INEN vneN YmeN 


Dn 2 N et m 2 N) = [tin — tml < €). 


En d'autres termes, une suite (1,), est une suite de Cauchy si en se fixant un 
«seuil » e on peut trouver un rang N tel que la distance entre deux termes 
quelconques de la suite choisis au delà du rang N reste toujours plus petite 
que la valeur seuil fixée. Intuitivement, on a l'impression qu'une telle suite doit 
converger. C'est ce que nous établirons précisément au théoreme 5.4. 


Exemple Montrons que la suite de terme général Lin? est une suite de Cauchy. 


Soient m. n deux entiers vérifiant n > m. On а 
n! = m? 
nm? 


1 
n? m? 


n (n+ т)(п =m) 


[Un = Um = m 


Or 0 £ n — m š n et 0 £ n +m < 2n, donc [us — ug | € 2/m?, 
Soit £ un réel strictement positif et N = E (v T +1. Quels que soient les 
entiers m et n vérifiant n > m > N on à 2/m* < z et par conséquent 

lu, — Um] É E. 


Dans le cas où m = n. la majoration est toujours vraie саг la, — ua l = 0. La 
suite de terme général 1/п? est donc bien une suite de Cauchy. 


Théorème 5.4 Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite nu- 


mérique soit une suite de Cauchy est qu'elle converge. 


Démonstration > Supposons que la suite (ue An converge vers í € K et mon- 
trons qu'elle est alors une suite de Cauchy. Remarquons tout d'abord que pour 
(m.n) € №, on a 


[ни = t| = jus — É + £— tèm] & lun — El + [uj = fl. (4) 
D'autre part", puisque la suite (u,,), converge vers f £ К, 
VEER ЭМЕН “КЄМ (k 2 N; lux — À] < E). (5) 


Soit £ un réel strictement positif. D'après la relation (5), il existe un entier №, гэ 
tel que pour tous entiers m, n. vérifiant m > №. г et n > Narn on ait 
£ 


E 
n-I<- et m = Ë| E =. 
|u | = е lu Er 


a E E җе : 3 
C La notation indicielle Му est utilisée ici pour indiquer de manière claire que la valeur de 
cet entier dépend du choix effectué pour le paramètre 2. 
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L'après la relation (4) on en conclut que pour tous entiers m,n vérifiant 
m > Neg etn №, on a 


Ë E 
Un Um] < +75 EE. 


Ainsi, 
VER) JNeN meN meN 
(n2N et mz N) => |in- tml < €). 
La suite [unja est donc une suite de Cauchy. 


[> La démonstration de la réciproque fait l'objet de l'exercice 8. Г] 


Fi 
Exemple Montrons que la suite (5,), de terme général 5, = d т diverge, 
k= 
N | . (e 
Pour cela montrons l'assertion suivante ` : 


Ze ER ҮЛЕМ ЗһЕМ Jm EN 


((nzN et m 2 N) et [un — ttm) > €). 


Soit N un entier naturel quelconque. On considere les entiers п = 2" et m = 
2N+1 On a 


N 
` EN 1 N +1 № | 
Sn S= Y. Er) Â, 
k=2* +1 


car dans la somme, il y a 2 *! — 2 termes positifs tous supérieurs A 1/2 +, 
Cela permet d'affirmer que Sm — 5, > 1/2. On a donc montré que pour ғ = 1/2, 


‚NEN 3mEN 3meN ((n2 N et mz N) et [us — a| > £). 


On en déduit que la (S5), n'est pas une suite de Cauchy. D'après le théorème 5.4 

. dio р E "T = 
la suite (S,), ne converge pas . П est par ailleurs aisé de vérifier que la suite 
(Sn), est strictement croissante ` la suite (Spln tend done vers +0. 


10} e, i i i - А i : 
‘Cette assertion est la négation de l'assertion « la (S4), est une suite de Cauchy s. 
"nM А 2 . 
On peut également conclure A la divergence de la suite (Sala en remarquant que la 


relation San — Замаг > 1/2 implique que les deux sous-suites (Son ven et (55-1) NEN 
extraites de la suite (Sala ne peuvent converger vers une meme limite et en utilisant [а 
proposition 25.18. 
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Remarques 


1. L'intéret du théorème 5.4 est qu'il fournit un moyen de montrer qu'une suite 
converge sans qu'il soit besoin, comme lorsqu'on utilise la définition 5.1, de 
connaitre la valeur de la limite de la suite. 


2. On prendra garde que la condition lim | lunar — нь] = Ü n'est pas suffi- 


Fi +5 


sante pour conclure que la suite (tun), est une suite de Cauchy. On pourra s'en 


LC 


: ЭР š NE 1 
convaincre en considérant la suite de terme général wu, = X n pour laquelle 
k=l 


1 


Und] — Ug = 
nl 


tend vers Ü quand n tend vers +00 sans que cette suite soit une suite de Cauchy. 


Exercice 8 Le hut de cet exercice est de montrer que toute suite numérique de 
Cauchy converge. 

1 - Montrer en utilisant la définition 5.8 que toute suite de Cauchy est bornée 
(on pourra s'inspirer de la démonstration de la proposition 5.5 page 179). 

2- Montrer qu'une suite de Cauchy qui posséde ume suite ertraite convergente 
est une suite convergente. 

3- En utilisant le théorème de Bolzano- Weierstrass, en déduire que toute suite 
numérique de Cauchy converge. 


Remarque Toute suite de Cauchy dans R (resp. dans C) converge vers un 
unique réel (resp. complexe). On dit que R (resp. C) est un espace mé- 
trique ` complet pour la distance usuelle. Cette propriété n'est pas véri- 
fiée par Q : une suite de nombres rationnels peut être une suite de Cauchy et 
ne pas converger dans © (i.e. ne pas avoir pour limite un nombre rationnel). 
Bien entendu puisque Q C E, cela implique que la suite converge alors vers un 
nombre irrationnel dans R. Un tel exemple de suite est fourni par la suite de 
terme général x, où z, désigne l'approximation décimale de v? avec n chiffres 
significatifs 


Tü = 1, 47 = 1.4, =" = 1.41, Ta EE 1.414. 


xe Pr notion de suite de auch est étroitement liés A celle de distance et exista pour des 
ensembles beaucoup plus généraux que B ou C. Si E désigne un ensemble quelconque et 
si dest une distance sur E, on dit que E muni de la distance d est un espace métrique, 
voir la proposition 3.12 en page 107. Une suite d'éléments de E sera qualifiée de suite de 
Cauchy ai elle vérifie la condition : 


чєє, INEN WncN Vm EN ((nzN et m >è N) => dits, um) € =). 


La définition que nous avons donnée d'une suite de Cauchy dans le cas de R ou de C 
suppose implicitement que ces ensembles sont munis de leurs distances usuelles définies 
par la valeur absolue pour E et par le module pour C. 
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La suite est une suite de Cauchy car pour tous entiers m, n vérifiant n > m on 
a |in = za | € 107, Bien entendu la suite converge vers 4/2 qui n'est pas un 
rationnel. 


5.6 Suites usuelles 
5.6.1 Suites arithmétiques et geometriques 


Définition 5.9 (suite arithmétique) Soi! r un scalaire. On appelle suite 
arithmétique de raison arithmétique r une suite numérique (tinla telle 
que 

I = Un +T Үп c N. 


Proposition 5.20 Soit (un), une suite arithmétique de raison т. On a 


Un = tun + r n Vn c N. 


La somme des n premiers termes de la suite arithmétique (tin a est 


n= 


5 n 
l= Dur = 2 {шө + tn). 


ki) 


Demonstration G> La premiere assertion se vérifie facilement en utilisant un 
raisonnement par récurrente. 


[> Pour tout entier n non nul on a, 


(CEA п—1 n= | 

5а = Kä Hk = $ (ш + rk) = "ud r Y ` i 
k= k-ü k= 

= Mig + e D = 5 (2ш + [n = 1)) 


n n 
-— Ze (Zug + (u4—1 — all = 3 (ug + us 1). 


D 


Exemple La suite de terme général u, = 2n est une suite arithmétique de 
raison r — 2 car 
Lait = Jin + 1) = nt 2 = tuta + r. 
m= | 
D'aprës la proposition 5.20, pour tout entier n on a SS 2k = n(n—1), autrement 
k=0 
dit, la somme des n premiers nombres pairs vaut nn +1). 
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Remarque Une suite arithmétique de raison 0 est une suite constante. Si 
K = R, une suite arithmétique de raison r est strictement croissante (et tend 
vers +00) si r > 0; elle est strictement décroissante (et tend vers —oo) si r < 0. 


Définition 5.10 (suite géométrique) Soit r un scalaire. On appelle suite 
géométrique de raison géométrique r une suite numérique (us), telle 
que 

tinti = Ÿ Un vn € N. 


Proposition 5.21 Soit (u,), une suite géométrique de raison r. On a 


Un = ug r” vn Є N. 


Sir É 1, la somme des n premiers lermes de la suite géométrique (tt), es! 


Démonstration © La premiere assertion se vérifie facilement en utilisant un 
raisonnement par récurrenee. 


m-l m—1 
[> Pour tout entier n non nul on a, 5, = > Hg = Up ` r*. On en déduit en 
kn kt 


multipliant cette relation par 1 — r et en développant, que 


n=] n= 


GEN 1 
(1— r)5, = ug(1— r} xg = иб Ë т^ _ Da = voll — r"), 
k-ü Ez k= 


(les termes des deux sommes s’annulant deux à deux). On en conclut que 


1-7" 


l-r” 


S, = un 


Proposition 5.22 Une suite géométrique de raison r converge si et seulement 


і |r] 1 ou r = 1. 


Démonstration & Supposons que la suite géométrique (ua In de raison r converge 
vers un scalaire f. Il est évident que la suite (v), de terme général v, = 14.1 
converge aussi vers Ë. On a par ailleurs pour tout entier n non nul, 


zi 
Un = Uor" = ugrr" = runs. = FU. 
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La suite de terme général ru, converge vers r£ alors que la suite (u), converge 
vers É, Puisque ces 2 suites sont égales, par unicité de la limite, on en déduit 
que nécessairement 


Ё = ri. 
Cela implique que ou bien f = 0 ou bien r = 1. 


> Procédons par disjonction des cas. Trois cas sont envisageables : ou bien 
|r] < 1, ou bien [rl > 1 ou bien [rj = 1. 


- Remarquons que si |r] > 1 la suite de terme général |r|” tend vers +00 car 
cette suite est strictement croissante et non bornée. On en déduit que la 
suite (0. sen diverge. Nous avons vu que sila suite [us In convergeait 
alors nécessairement la suite (tn|Inen convergeait aussi. On en déduit en 


prenant la contraposée de cette assertion que si |r| > 1 la suite (tr In diverge. 


- Montrons que si |r] < 1 alors la suite (14), converge vers O. Soit e un réel 
strictement positif fixé. On a 


lu, = 0| = || = fri”, 


de sorte que Ju, — Ü| est plus petit que € dés que n > N = 1+ E {ln e; ln |r|}. 


Lorsque oü |r| = 1 deux cas sont envisageables : ou bien r = 1 et la suite 
(tinie est une suite constante qui converge; ou bien r x 1 et alors si la 
suite converge c'est nécessairement vers Ü d'après la premiere partie de la 
démonstration. Ce n'est pas possible car alors Jux — 0| = |r|" = 1 est plus 
grand que z = 1/2 pour tout entier N. 
On peut done conclure que la suite géométrique de raison r converge vers Ü si 
et seulement si |r| < l et est une suite constante si et seulement si r = 1. Elle 
diverge dans les autres cas. = 


5.6.2 Suites recurrentes 
Soient E un sous ensemble de R et f une application de E dans E. On peut 
définir une suite (u,}, par 

1. Іа donnée de son terme initial u, = œ où a est un élément de E: 

2. la donnée d'une relation de récurrence : vn € N tni = fu). 
On dit alors que la suite (wala est définie par récurrence. 
Оп remarquera que pour assurer l'existence de la suite [tn Ina, il faut que fí E) C 
E et que a € E. 


Les propriétés générales d'une suite définie par récurrence sont étroitement 
liées aux propriétés de la fonction f et seront étudiées au chapitre 13. Elles 
font intervenir de manière essentielle la notion de continuité. 


TTE ny 
` Voir la proposition 5.3. 
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Exercice 9 Soit (ttn)„ la suite définie par ug = 1 et la relation de récurrence 
Ъа+1 = (ux + 3)/2. 

Ï - Soit (v), la suite de terme général ta = Ungi — Un. Montrer que la suite 
(Unin est une suite géométrique. 


2. Soit (Si), la suite de terme général S, = a vg. Déterminer la limite de 
к= 

la suite (San. En déduire que la suite (tn |n est convergente et déterminer sa 

limite. 


5.7 Limite supérieure et limite inférieure 


Ce paragraphe permet de faire le lien entre la notion de borne supérieure et de 
borne inférieure de l'ensemble des valeurs prises par une suite et la notion de 
limite d'une suite. 


Définition 5.11 X Soit (u,), une suite réelle. On considère la suite San 
définie à partir de la suite (tn par, 


Sn = sup fup | k >п} Yn € N. 


Si la suite (S4), converge, sa limite 5 est appelée limite supérieure de la 
suite (Dia ln. On бет, 


S = lim sup tty- 
FI => + DO 


X On considère la suite (S, ), définie à partir de la suite (Un), par, 
Š, = inf [us | k 2 n] Vn € N. 


Si la suite (S,), converge, sa limite S est appelée limite inférieure de la 


=T 


suite (us In, On écrit, 


5 = lim inf tip- 
n= Ф 


Exemple Soit la suite (u, l, de terme général (—1)". On a lim spin = 1 et 
71 => + 


lim inf at, = —1. 
m DD 


Proposition 5.23 La suite reelle (tn), est convergente si et seulement si sa 


limite supérieure est égale à sa limite inférieure. Cette valeur est la limite de 
la suite. 
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Démonstration t> Soit (u,), une suite telle que шо вира, = liminfu, = £. 
Dag mg P +S 
Pour tout entier n on a par definition de la borne superieure et de la borne 


inférieure d'un ensemble 
Sn = вир {up | k > n) zu, 2 S, = inf {t | k 2 n]. 


a А "E А HEN š А 
D'après le théorème d'encadrement |, on en déduit que la suite {tin }n converge 
vers f£. 


> Réciproquement, supposons que la suite (1, ln converge vers Ë. Soit = un réel 
strictement positif fixé. On a, 


INEN vnceN (nz N = lun — £| < ei. 
Soit ne N avec n z N. Pour tout entier k avec k 2 n on a 
Ë — £ = uk = Ë + €. 
Par conséquent 
t-e g En 2sup(u. | k z n) &£4c. 


Ainsi, pour tout réel z € R° il existe un entier N tel que |5, — /| € e pour tout 
entier n vérifiant n > N. La suite (S,),, converge donc vers É. 
Sur le méme principe, on vérifie que la suite (5), converge vers $. L] 


5.8 Exercices de synthèse 


Exercice 10 Soient ug, to deur réels distincts et A р deur réels positifs. On 
considère les suites [us )n et (al définies par 


Un + Аз, Un + in 
Un+l = IX eË Ua = иш 


1- Montrer que la suite de terme général v, — up est une suite géométrique de 
raison q tel que |q| < 1. 
2 - Montrer que si jt 2 A les suites (Un) et (Un)n sont adjacentes. 


3 - Montrer que 


n=] 
A 1- 
5 (uei — uk) = 1 


= (vo — шо}. 
= 1+А l-g 


En déduire la limite des 2 suites (us), et (0) 8i и Z А. 


4 - Quel est le comportement des suites (ug), €t (vy } st un = vg f 


Voir la définition 3.3 en page 89. 


Voir le théorème 5.1 
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Exercice 11 


1 - Demontrer que si la suite réelle (unja admet pour limite le réel Ё, il en est 
de méme pour la suite de terme général 


_ M ck UG +... + Un 


Un = 


"n 


On dit alors que la suite (ua la converge au sens de Césaro. 
2 - Montrer que la réciproque est fausse. 


3 + Démontrer que si la suite réelle (u, est monotone et bornée alors 


lun т sf => lim je = Ё, 
fi— + DEE 


autrement dit qu'une suite reelle monotone et bornée convergeant au sens de 
Césaro, converge nécessairement. 


Exercice 12 Le but de cet exercice est d'établir la formule de Stirling 
n! == Var n * 1 е" 


permettant d'obtenir une valeur approchée de factoriel n lorsque n est trés 
grand. 


1 - Soit ф la fonction définie par 


diz) = : In (F) BE? 


Montrer que o est positive sur l'intervalle |0, 1. 


2 - Seit à la fonction définie par wir) = фт) — . Montrer que Ò est 


ET 
3(1— 22) 
négative sur l'intervalle [0, 1|. En déduire que Vr € [0,1], 


S - Montrer que pour tout entier n non nul 


2n 4 1 n +1 1 /1 l 
= ge T Ei . 
din 2 in ( n ) TIE x) 
(On pourra considérer la suite (r4), de terme général r, = 1l/(2m +1) et 
utiliser le résultat de la question précédente.) 


4 - On considère les suites (a4), et (Aa), définies par 


n^ ti err | 
En = —— et Da = Open. 
n! 
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Montrer que les suites (a4), et (hah sont adjacentes. On désigne par £ leur 
limite commune, Justifier que Ë > 0. 


5 - Montrer qu'il existe un unique réel 0 E10, 1| tel que 


En déduire que 


On s'intéresse maintenant au calcul de £. On donne la formule suivante, connue 
š 
sous le nom de formule de Wallis ` 


РА 2 
2k 
(Ii | 001 21.47... (ant 


lim | ————— = ens m n 12.32... (Zn — 1}? " 


Fi — + 0 m 2 
n (T 2k - ) 
k=1 


T, 


6 - Montrer en utilisant la formule de Wallis que 


j n!)?22" 
UL = === = 
по (Оп)! 


En déduire que £ = Living. (On pourra considérer la sous-suite des termes 
d'indice pair ertrnite de la suite (taln, 


5.9 Solution des exercices 
Solution de l'exercice 1 
1 - Supposons que le réel a est un point adhérent à A, autrement dit que 
VneRi re À rele-marnl (6) 


On veut montrer qu'il existe une suite (x), d'éléments de A qui converge 
vers a, c'est-à-dire montrer qu'il existe une suite (r4), telle que 
l. "пеН re A: 


2. VER? JINEN vneN {n 2 N = jx, — a| se). 


(15) A £ Ё " е 
Cette relation est démontrée dans l'exercice 11 en page ROG. 


Suites nurmëriques 201 


D'après la relation (6), pour tout n € N° il existe un élément z, dans A vérifiant 
lr, —a| < 1/n (il suffit de particulariser l'assertion au cas des réels п de la forme 
l/n,n € N°). La suite (r,), ainsi obtenue est clairement une suite d'éléments 
de A; il nous reste à établir qu'elle converge vers a. Soit € un réel strictement 
positif quelconque. Puisque Lo, —a| < 1/n, on a |r, —a| < € pour tout entier т 
tel que 1/n < £, autrement dit pour tout entier n supérieur à N = E(l/e) +1. 
On & donc montré que 


VER, INEN meN (nzN-in-al&t) 
autrement dit qu'il existait une suite Ir, lu d'éléments de А qui convergeait 


vers d. 
2 - Réciproquement, supposons qu'il existe une suite (Tula d'éléments de A qui 
converge vers a c'est-à-dire, supposons qu'il existe suite (r4), telle que 

1. ЕМ mei; 

2. VERS ЭМЕМ ЕМ (nz N = lr, — a| =); 


et montrons que le réel a est un point adhérent à A, autrement dit que 


WERL eA rela-ma+nl. 


Soit n un réel strictement positif quelconque. D'après la relation 2 utilisée avec 
£ = 1/2, il existe un entier № tel que |ry ~ a| € 7/2 et d'après la relation 1, 
Ey € A. On a donc établit l'existence d'un réel zy € А tel que zy €la—1,a--7l 
puisque [a — 7/2,a + 5/2] Cla =n. a + rj]. 


Solution de l'exercice 2 


Considérons une suite (tu), qui converge vers un réel £f strictement positif. 
Dans ce cas, 


VeE Ri JINEN Voen (п> N = lu -£| Е), 


autrement dit, pour tout réel e strictement positif, il existe un entier N tel que 
pour tout entier n supérieur à N 


feu Š Ë + E. (7) 


Prenons = = £/2. Puisque £ > 0. z € R7. D'après (Т), il existe un entier № tel 
que pour tout entier n superieur à N 

Ë At 

2 E Un Ç EN 
On en déduit que la suite (u,), est à valeurs strictement positives au moins 
à partir du rang N (il n'est pas exclu que pour des entiers inférieurs à N, des 
valeurs tua soient également strictement positives). 
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Solution de l'exercice 3 


I - Montrons que la suite de terme général est 1/4/n converge vers D. Soit N 
un entier; pour tout entier n avec ri 2 опа 


1 1 
Ü = > £ — 
"ug. GN 


Considérons un réel € strictement positif et prenons N = E(1/e?) + 1. Pour 
tout entier n supérieur à N. on a 


lus = 


1 1 1 
— — —————— O Os. = 
VN /EGQ/e)+1 fe? 


puisque E(1/27?) + 1 1/27. D'après la définition 5.1 on en déduit que la suite 
[Un], converge vers 0. 


bie =Ü < 


2 - Pour tout entier n on a 


1 si Jk £ M, n =4К-+1 
=] SGEN, n = 4k + 2 
— si3keN,n-4ik-3 
1 si Jk E N, n=4k+4 


L'ensemble £ = lu, | п € N} a donc 4 points d'adhérence 1, i, =i et —1. Si la 
suite converge, elle ne peut donc avoir pour limite que l'une de ces 4 valeurs. 
La suite ne converge pas vers i. En effet prenons z = 1, 


YNEN n=AN +3 vérifie (n 2 N et |ы, —i|2|-1-i| 222 =). 
La suite ne converge pas vers —i. En effet prenons ё — 1, 

YN EÑN n=AN +1 vérifie (n 2 N et |u, — (—i)| = i+ i| = 2 > €). 
La suite ne converge pas vers 1. En effet prenons z = 1/2 (pour changer), 

YN EM n=AN +2 vérifie (n z N et [w —1|2|—1—1| 222 c). 
La suite ne converge pas non plus vers —1. En effet prenons z = 1, 

„NEN п= AN +4 vérifie (nz N et ju, — (—1)| = |1 + 1| = 2 > €). 


On en conclut que la suite de terme général (—i)" diverge, 


3 - Remarquons que d'après la proposition 5.2, si la suite de terme général n? 
converge, sa limite est nécessairement un réel positif. Montrons que la suite 
(п2) en ne converge vers aucun réel positif, c'est-à-dire montrons que 


VEER. HER VNEN dneh (nz et |ы — fi >e). 


Soit £ € ER. et z£ = 1/2. Pour tout entier N considérons l'entier n = NA EI? 
Onam-N-r-1-«E(£)-12N--1-f£. On en déduit que n = N et que 
uz —£| = |n?—£| = (n £)|n — £| 2 (N + DCN + E(£) +2 - t) 


1 
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On peut donc conclure que la suite (n?}nen diverge. 


Solution de l’exercice 4 
La suite complexe (u), converge vers £ € C si 

veeR, INEN VneN (nz N = lu – Ё = е). 
Pour n € N désignons par a, la partie réelle de u, et par h, sa partie imagi- 
naire ` Un = а. + ibn. Désignons par f; la partie réelle de £ et par És sa partie 
imaginaire : É = í, + ifo. On a 


lu, — £| = v (an — 21)? + (b. GI, 


Supposons que la suite (an jn converge vers Ë, et que la suite (ba), converge 
vers £5, 


Ver CR Im EN nech (n 2 n= la —{|| Z z) (8) 


et 
Va ER, 3meN EN {n > y = |, — | = a). (9) 


Soit = € R° fixé et soit œ = ғ/2. D'après les assertions (8) et (9), on a pour 
n 2 № = main, т) 


in — £| = Vlan — £1)* + (b, — ts < va? + а? = V 20 € 2a = z. 
On en déduit que 
VeeRi INEN VneN (nz N = jun- ise) 
autrement dit, que la suite (u4)4 converge vers f. 


> Réciproquement, supposons que la suite (up), converge vers €. Pour tout 
e € E}, on a alors, 


un- i <e — lan - Ei? + (b, — 65)? Se 


«= (an — 6)! + (b, all < e, 
Cela implique que 


{Ж E t) = e et (b, — Bai? = ғ? 
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autrement dit que 
la, — fi] £e. et |h,— Gales, (10) 

Ainsi, si la suite (tú), converge vers £ alors 

VEER! 3NEN пем [n> N = lu, -#l<e) 
et on peut déduire de (10) d'une part que 

Veeb JINEN vneN (п> N = ja, — ñ | £ £ 
et d’autre part que 

VER INEN VneN (n2 № = |n- fol se} 


autrement dit que la suite (a4), converge vers f, et que la suite (he le converge 
vers fa. 


Solution de l'exercice 5 


] - Nous avons déjà montré à l'exercice 3 que la suite de terme général n* 
divergeait. De manière plus précise, la suite de terme général n? tend vers +00. 
En effet, soit кош» réel strictement positif et N = E(x) +1. Pour tout entier п 
ауес n = Nona 


Un = n? > № = (Els) + 177 = Е(к}? TZE(k)-1 2 E([&) + 1 >к. 
Done, 
Уке Е, INEN VneN (nz N == u, 2 к) 
et on peut conclure que la suite de terme général n? tend vers +20. 


2 - Montrons que la suite de terme général ‚/n tend vers +00, Soit к un réel 
strictement positif et N = (Е(к) + 1)*. On a N € N et pour tout entier n avec 
nz Nona 


Un = уп > VN = WE = E(x) +1 >к. 


Done, 
YERI 3NEN YneN (п> N => un >к) 


et par conséquent la suite de terme général ¿Tm tend vers +o. 


Solution de l'exercice 6 


1 - Montrons par récurrence que les suites [usa et (wala sont à valeurs posi- 
tives. La propriété est vraie au rang Ü puisque 0 < a < b. Supposons la propriété 
vrale pour un entier n donné et montrons que la propriété est alors vraie pour 
l'entier suivant. Si u, 2 Ü et si v, = Ü alors Untn = Ü et tua + ua 2 Ü et par 
conséquent 

Da + Un 


Uni = Un Ta = Ü et Da] UT > D 
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Par ailleurs, pour tout entier n non nul, 


Uni + Un 


Un = Ün = = ï т io xs Un-1 
1 
= z (Un-1 — 2 un -1 Un-1 + ge A) == 


Puisque t, — u, 2 Ü on en déduit que v, > us. 


ium = ile 


be] == 


2 - Pour montrer que la suite In, Jun est croissante montrons que pour tout 
n € N la quantité ut — Ur est positive. D'après ce qui précède on а 


Ha) — Un = Un Un — Un 2 ytin Un — Un = 0. 


Pour montrer que la suite (1), est décroissante montrons que pour tout n € N 
la quantité 2,41 — Ua est négative. Оп a 


tin + Un Un Urn 
nap U = — Mme MC à 


Or v, > Un pour tout entier n donc v44; — v, € 0 et la suite (valn est 
décroissante. 
Puisque la suite (u,), est croissante et que la suite (v, ), est décroissante on a 
pour tout entier n 

Un =u ef Ua £oUS. 


D'après la premiere question, on en déduit que pour tout entier n 
Up € Un S Un € tp, 


ce qui permet de conclure que la suite (ux), est majorée par vp et que la suite 
(Un), est minorée par ug. On en déduit, voir la proposition 5.16, que les suites 
(us In et (ul convergent. 


3 - Pour montrer que les suites (14,5), et (v4), sont adjacentes, il reste à vérifier 
que lim [ua — Un) = Ü. Notons F, la limite de la suite (un), et £4 celle de 
== = OX 


P > r i TS Un + t! 
la suite (w. Je, La limite de la suite Im, Ju de terme général ш, = xS est 


alors UA + £4). Par ailleurs la suite (№), de terme général t, = 1,41 converge 
vers fa. Par ailleurs, puisque pour tout entier n non nul on a 
Un + Un 

2 


on еп déduit que les suites (ta), et (ш) sont égales. Cela implique, par unicité 
de la limite, que leur limite est identique. On a donc 


Parl = 


1 
FAU + £3) = £5. 


On en déduit que £4 = í, et par conséquent que les suites (u,), et Is Je 
convergent vers une même limite. Cela implique que 


lim (u, —v,) lim u,— lim ta =% — б = 0. 
wk ор no nt 
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Solution de l'exercice 7 


Montrons que si les suites (tan ln, [tonal ln et (us extraites de la suite (u le 
convergent alors nécessairement la sous-suite des termes d'indice pair {tion In 
et la sous-suite des termes d'indice impair (134,1), convergent vers une même 
limite. On pourra alors conclure à la convergence de la suite (u4), d'après la 
proposition 5.19. 


Signalons que l'énoncé indique que les sous-suites {tion Je et (н) convergent 
mais il n'est pas possible de conclure directement à la convergence de la suite 
(tn), en invoquant directement la proposition 5.19 car on ne suppose pas dans 
l'énoncé que ces deux suites convergent vers une méme limite. C'est ce que nous 
allons établir. 


Supposons que la suite (из, en converge vers É, € К et que la suite (15541)5 
converge vers fa € KR. Considérons la suite {taln de terme général ta = цыз. 
Les termes de la sous-suite des termes d'indice pairs (van In extraite de la suite 
(tra Ja ont pour expression 


Van = am ja = lag? = ant 


On peut en déduire que cette suite est une suite extraite de la sous-suite des 
termes d'indice pair (tan), qui est extraite de la suite (ue )„. Par conséquent 
elle converge vers fi. Les termes de la sous-suite des termes d'indice impair 
(t2n..1)4 extraite de la suite (t, )„ ont pour expression 


U2n-&1 = Uml)? = U4n24-2n4.1 = !ig(2n2-n)4 1: 


On peut en déduire que cette suite est une suite extraite de la sous-suite des 
termes d'indice impairs (12541), qui est extraite de la suite (u,4),. Par consé- 
quent elle converge vers da. 


Par hypothèse la suite {tn |n converge. Elle admet deux sous-suite qui convergent 
vers fy et £5. Cela ne peut avoir lieu d'apres la proposition 5.18 que si f = fa. 


Solution de l'exercice 8 


I - Soit {шл une suite numérique de Cauchy. D'après la définition 5.8 (on 
prend € = 1), 


INEN YneN тте М (in 2 N et m z №) = lu, — Um] É 1). 
On еп déduit que pour tout entier n supérieur à М, 
un! x [us — un +unl € [us — un] + lunl É 1+lunl. 


Par ailleurs les termes tn, twi sont bornés par le module ou la valeur 
absolue (selon que K = R ou C) du plus grand d'entre eux. Finalement les 
termes de la suite (u), sont tous bornés par 


M = maxí(lu].usl..... bs Al, 1 + [us |). 


Suites numériques 207 


2 - Soit (u,), une suite numérique de Cauchy. D'après la definition 5.8, 


Ve ЄК: AMEN vneN vmeN 


((nz N, et m 2 №) = [us — tml € 1). zu 


Par hypothèse, la suite (и. Ja possède une sous-suite (tan) Je qui converge. Soit 
£ € R la limite de cette sous-suite, On a 


VES € Ry IN EN vVneN (n 2 Na = [ttr (n) —{|< £3). (12) 


Soit e un réel strictement positif fixé. Prenons sı = 2/2 dans (11) et ёз = el 
dans (12) et notons N = шах{ №, №}. Pour tout entier n supérieur à № on a 

h(n) 2 n 2 М car h est une extractrice. Par ailleurs, en utilisant la première 
inégalité triangulaire et les relations (11) et (12), on obtient : 


lun — €| < [Un — има) + Int; — E| & €. 
—— M — 
= =/2 zel? 
On a donc montré que 


VER} ЭМЕМ vVneN (n> N => |а, fl <€) 


autrement dit que la suite (u, la convergeait vers £. 


3 - Considérons une suite de Cauchy. D'après la première question, on peut affir- 
mer qu'il s'agit d'une suite bornée. D'après le théorème de Bolzano- Weierstrass, 
on en déduit qu'on peut extraire de cette suite une sous-suite convergente. On 
dispose donc d'une suite de Cauchy qui admet une sous-suite convergente. On 
peut affirmer, d'après la deuxième question, que cette suite converge. On a donc 
montré que toute suite de Cauchy était nécessairement convergente. 


Solution de l'exercice 9 
1 - Pour tout entier n on a 


Un + Un-ı +3 Un ~ Un- Un 
Us = Un41 — Un = = бе. Di r 7 ni. Ёп-1 


2 2 2 2 


La suite (us, )„ est donc une suite géométrique de raison 1/2. Pour tout entier 
n on a donc 


2 - Pour tout entier n on a 


n-—l 
icum 1 
$. nn 1-1/2 =2- > 
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La suite (Snin converge donc vers 2. Par ailleurs, pour tout entier n on a 


n-—1 n—l n—1 
Sn =Y (ur — uk) = 1 ke) — 1 uk = Un = tg. 
kaft kzit &=й 


On en déduit que 
ua = l + $n Yn € M. 


On en conclut que la suite (u), converge vers 3. 


Solution de l'exercice 10 


1 - Pour tout entier n on a 


Ug + Un Un t Arn Le Allen — Un) 


14u 1+A  (1+д)(1+А) 


Lu — Alte _ | 
talen 7" 


Und = VERT = Let) 


où 
(и — À) 


BETE SN er 


q 


La suite (w‚l, de terme général ur, = v, — ua est donc une suite géométrique 
de raison g. On a 


(1+/)(1+A) ^ (12- gil + A) 


Or 0 < |p] + |A] = u + À < (1 + pr) H А) done |g] = 1. 
2 - Puisque la suite (Wala de terme général Wn = v, = t est une suite géomé- 
trique de raison q avec |g| < 1, cette suite converge vers Ü et on a 


lim t, — ua = 0. 


ti-+Ï 
Intéressons-nous au sens de monotonie des deux suites (tinla et (ie ln, Pour 


tout n М, 


(14) 


Ma A1 — Un = =T - tt = 
Or puisque la suite (Di, Jun est une suite géométrique de raison g on a t, = 
q^ (ty — ug) et 


sat ) 
Dan) Ча = 7, 9" (to — uo). 
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Puisque À > 0, le sens de monotonie de la suite (tin)„ dépend du signe de q et 
de celui de vo — ug. Pour que la suite {tin |n soit monotone, il est nécessaire que 
q soit positif. En effet si g était négatif, le signe de „+41 — ux changerait en 
fonction des changements de parité de n. D'après (13) la condition q 2 Ü est 
satisfaite si et seulement si u > À. 


De méme, pour tout n € М, 


Un + uU 1 1 
Uns) = Un = S eur ze rer 
= an n A 
Eet (to — wo). 


Puisque p > 0, le sens de monotonie de la suite (u, ), dépend lui aussi du signe 
de q et de celui de ug — ug. Là encore, on retrouve qu'une condition nécessaire 
pour que la suite (v4), soit monotone, est que q soit positif. 


Puisqu'on suppose ug # vo, deux cas sont à envisager selon le signe de t — ug. 


l. Si vg < ug alors иар — Un < Ü et Vii — v, 2 0. La suite (u,), est 
décroissante et la suite (t, Je est croissante. 


2: Si Lin > iin alors Uni = din = Ü et Un+1 = Un © 0. La suite {Un Ја est 
décroissante et la suite (u), est croissante. 


Dans les deux cas, on peut conclure que les suites (tin ly et (Vn), sont adjacentes 
sous la condition u = A. 


З - Pour tout entier n on a d'après (14), 


n—1 


À п 1 \ ri— 1 
=== e ` = -— k 
Ў u uk) = up „(ro ve) 2.0 
А 1—4" 
RE peq sr Wl 
n-1 1-4" 
Or S (uui — Uk) = Un — uo, donc u, = tig + ES (tg = ug). 
kzü 


Si pu > À on a Ü < q < 1. On en déduit que 


im u, = tig + (Un = ua} = цр + AC + yi) 


A l M rene] 
Pe 1+A1-4 ETET SE 


Puisque sous l'hypothèse u 2 A les suites (us), et [us Le sont adjacentes, la 
suite (v4), admet la méme limite que la suite (tn )n. 


4 - Si tig = ty, la suite (w,), est une suite géométrique de premier terme 0. П 
s'agit donc de la suite nulle. On en déduit que les suites [usa et (v4), sont 
deux suites constantes dont les termes sont égaux à ug (ou vo}. 
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Solution de l'exercice 11 


1 - Supposons que la suite réelle (u,}, admet pour limite le réel £, 


WER! INEN vneN (n> Ñ = lu, — ñ < ñ. (15) 
M" alt п : 
La suite de terme général Un = HEC ER converge vers Ë si 
n 


VeeR, INEN VneN [nz N = im —Ё| < Е). 


Soit < un réel strictement. positif fixé. Montrons que l'on peut trouver un entier 
N tel que |tu — Ё e pour tout entier n supérieur à N. On a 


u + tz +... + tin шу + tia +... F un = né 


lu, — £ = - d= 
n п. 
(uy — €) + (шо — E) +... + (u, — É) «y int 
T kal T 


Prenons £ = 7/2 dans l'assertion (15) : 
JINEN ҮКЕМ (k > N => [ur — F| < e/ 2). 


On en déduit que pour tout entier n avec n z N, 


N- 
— Zi e? 
Io — f 5 _ — Ë = 
len — 4 у ent D. : dE luy — |+ Is 
Ñ -1 _ 
= – Y` ш - + (n — N +1), 
k—1 
1 N-1 = 
< = Mg + = 
п by Ыы 2 
kml 
N -1 E 
= M = EN 16 
n Ñ + 2 (16) 
N -1)M; 
où оп а noté Mz = max juk — ë|. Puisque lim u c DM = Ü, 
I k—1,...,N—1 n= n 


=" 
т 


- NIM: 
iN E N WneN DÉI == (N - IM Ç 


"n 


<ï) (17) 


En combinant (16) et (17) on obtient, pour tout entier n avec n > max(N, №), 
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Finalement on a établi que pour tout réel strictement positif z on pouvait 
trouver un entier N (par exemple l'entier № = maxi N, №) tel que 


Yn = N (п> N => lu = f| é €). 


La suite (v,], converge donc vers f. 


2 - Pour montrer que la réciproque est fausse, il suffit de trouver un exemple de 
suite divergente qui converge au sens de Césaro. Considérons la suite de terme 
général u, — (—1)". Cette suite diverge. La suite des moyennes de Césaro est 
la suite de terme général v, où 


1 ; | : 
—— sin est impair 


0 sin est pair 
Un = 
її 


Cette suite converge vers 0. Оп а donc établit qu'une suite pouvait converger 
au sens de Césaro sans converger au sens usuel. 


3 - Nous allons montrer que moyennant une hypothèse supplémentaire sur la 
suite (la suite est monotone bornée) la réciproque est vraie : une suite (mono- 
tone bornée) convergente au sens de Césaro vers un réel É converge (au sens 
usuel) vers é. 


Toute suite monotone bornée converge. Or d'apres la premiere question une 
suite qui converge (au sens usuel}. converge aussi au sens de Césaro vers la 
limite de la suite. Donc par unicité de la limite, si une suite est monotone et 
bornée et qu'elle converge au sens de Césaro vers un réel ê, ce réel £ est la limite 
de la suite. 


Solution de l'exercice 12 


1 - L'application a est définie sur | — 1.1]. Elle est dérivable sur cet intervalle 
de dérivée 


х? 


d : z E] ll >>. 


-r 
Puisque di est positive sur | — 1, 1| on en déduit que ó est croissante sur | — 1, Ц. 
On a é(0} = donc ó est positive sur [0, 1. 

2 - L'application w est définie sur | — 1, 1|. Elle est dérivable sur cet intervalle 
de dérivée 


Р 2r! 
Fire -1l — T T.T: 
Wee kn RET 
Puisque vd est négative sur | = 1.1 on en déduit que d est décroissante sur 


] = 1,11. On a (0) = 0 donc v est négative sur [0, 1. On a done pour tout 
z € [0, 1|, 
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On еп déduit que pour tout z € [0, Ц, 


1 L Ae ai 


З - Pour tout entier n non nul la suite (4), de terme général x, = 1/(2n + 1) 
est à valeurs dans JO, 1. On a 


dije in (PH!) a, 


L'après la question précédente, on en déduit que 


2n+1 п + 1 1 [1 1 
n| — ] -1s = |- - — |}. 
u 2 d n ) ol 22 


4 - Considérons les suites (an In et (b,), définies par 


„+4 en 
Le = ар еї, b, = ane. 
"s 


Pour tout entier n non nul on a 


nl Â n! (n + 1" +3/1 g- intl) 
He = (m + 1)! pn*l/?45-n 
1 
= 1 е”! exp((n + 3/2) In(n + 1) — (n + 1/2) In(n)) 
= l Inia+1} n + 1 
T ati" exp | (n + 1/2) In 5 1 


2n +1 nal 
= exp In -1]. 
2 n 
Puisque la fonction exponentielle est strictement croissante sur E, on déduit 
du résultat de la question précédente que 
a 


In 


La suite (a) est done croissante. Montrons à présent que la suite (5,), est 
décroissante. Pour tout entier т non nul on a 


b, +1 Get) 1/1 1 

эз е 

exp (2201 in ii e» (2 (1- 1 )) 
2 Bin n-4l 

1 1 

(57я+т))- 


1 fl 1 
== = = = 0 
als =>) 


H 


D'après la question précédente, 


Er: п + 1 
n 
2 


li 
7 
ыз 

a 
MI 
E 

bh ы = "` Ы 

|+ а 
gen, ët 

| 

| 
| 


T 
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Puisque la fonction exponentielle est strictement croissante sur R, on en déduit 
que 


bal D 
mA ez] 
p s 
La suite (b,],, est donc décroissante. 


Pour montrer que les suites (an), et (Ba), sont adjacentes, il reste à vérifier 
que lim {bn — а.) = 0. On a 
Tl — + 


b, — ün = алет — an = a4 (e — 1). 


La suite (a4)4 est croissante, la suite (b, Je est décroissante et pour tout entier 
n non nul a, < b, puisque етік > 1. On en déduit que la suite (a ln est 
majorée раг bx. Puisque la suite (a„)„ est croissante, elle converge done (voir 
la proposition 5.16 , p. 183). Par ailleurs, il est clair que 


lim (eris — 1) = 0. 


r— + 


Cela permet de conclure que lim (b, = as) = Ü autrement dit que les suites 
T——+ 


(а) et (ba e sont adjacentes. Comme ou = Lie > Ü et que £ > aj on peut en 
déduire que £ est strictement positif. 


5 - Les suites (a)n et (bn), étant adjacentes, elles convergent vers une méme 
limite £ et d'apres les propriétés de monotonie de ces suites, on a pour tout 
entier п non nul 


s = Ë = De 
autrement dit 
„n+ en Frl e "n 
. = £ = i ath 
TE: ТЕ: 


on encore 


La fonction exponentielle est continue sur [0, iJ. D'après le théorème des 


valeurs intermédiaires `. il existe un réel 8 €]0, 1[ tel que 


I 
n! Ë erh. 


ni eon 


La fonction exponentielle étant strictement croissante sur [0, ту], elle est in- 
jective. Par conséquent on peut affirmer que le réel 8 est unique. Ainsi, 


n! = IAE e "etf 


UO voir le théorème 13.3 en page 554. 
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6 - D'après l'inégalité de Wallis, 


1 22.42... (9n) 
im ———— = 
п-++оо n 12 + 32... (2n — 1}? 


On en déduit que la suite de terme général 


1 -: (2n) 


Un = neum 
vn 1 => -- 1) 
converge vers Jm. Or 
"Tue 2^n! 9n ol 2" „ni! 
? m 3.(2n-1) na 2" nl (1.43... (28 — 1)) 
nan (niy229n 


yn (2n) ` (2n) 


On а donc 
(n! ) À "E ri 


a (njiya 


La suite (a), converge vers f, donc la sous suite des termes d'indice pair 
extraite de la suite (a,„)„ converge aussi vers Ë. Or 


1 , 2 
DNI EM in 1 Zn ra + $ —n 
a DÉI е2 ay (nie (nette 
(2n)! [CM n! 


= eer = ü 


La suite (u,}, converge vers х/т et la suite (an), converge vers Ёё. En passant 
« aux limites s dans la relation ci-dessus, on obtient, par unicité de la limite, 


la relation suivante 
Ë =V2/T P. 


La limite £ étant non nulle, on en déduit que f = E 


var 


TROISIEME PARTIE 


Polynömes et fractions 
rationnelles 
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CHAPITRE б 


L’anneau des polynömes 


Dans ce chapitre, K désigne un corps commutatif muni des opérations usuelles 
(c'est-à-dire muni de l'addition +, et de la multiplication xg que nous note- 
rons aussi plus simplement + et x) qui peut etre 
— soit le corps Q des nombres rationnels, 
- soit le corps Ё des nombres réels, 
soit le corps C des nombres complexes. 
On note Ü et 1 les éléments neutres pour l'addition et pour la multiplication. Il 


nous arrivera parfois de les noter (к et lx; pour marquer leur appartenance au 
corps K. 


6.1 Definition de l'ensemble des polynömes 
6.1.1 Polynóme formel 


Définition 6.1 On appelle polynóme formel à coefficients dans K (ou plus 
simplement polynôme sur K) une suite (an), sur K dont tous les termes 
à partir d'un certain rang sont égaur à Og. On note K[X] l'ensemble des 
polynómes à coefficients dans K. En d'autres termes, Р = (an nen € K[X] 
signifie que 


NEN n>N a, =Üx. 
Le polynôme P se note : 


t. 
P no (do, (11, fig ax, On, De... LL 


Les termes gn, йт, da, ..., an se nomment coefficients du polynôme P. 


On appelle polynôme nul le polynôme (x; dont tous les coefficients sont 
nuls : 


Охх] i (Uk. Og... Us... 


On le note plus simplement 0 s'il n'y a pas d'ambiguité avec l'élément nul du 
corps IK. On appelle polynôme constant un polynôme de K|X] de la forme 


P = (ag, Ok. Ok NON Ок, De... A 
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Définition 6.2 On dit que deur polynömes P = (a sen et = (ben sont 
égaux, et on note P = Q, si 


Vn €E N. a =. 


6.1.2 Valuation et degré d'un polynóme 


Définition 6.3 Soit P = (an). cw un polynóme non nul de K[X] . 


X Le plus grand entier n tel que a, Æ Ü est appelé le degré de P. H se note 
deg (Р). 

X Le coefficient aj (p, se nomme coefficient de plus haut degré de P et 
le polynôme P est dit normalisé (ou unitaire) si аа ру = 1. 


X Le plus petit entier n tela, #0 est appelé la valuation de P. Elle se note 
val (P). 


Autrement dit, on a 


deg (P) = max(n € HN | an #0} et val(P) = minfn € N | an # 01. 


Exemples 

l. Soit P = {1,0,0,5 i, 0,...) € C[X]. On a val (P) = 0 et deg (P) = 3. 

2. Soit Р = (0,0, 121,20, 1,0,...) € C[X]. On a val (P) = 2 et deg (P) = 4. Ce 
polynóme est normalisé, 

Remarques 

1. Par convention, on pose deg (Oxjx]) = —00 et val feel = +. 

2. Pour tout polynôme P € K[X] non nul, on a: val (P) < deg (P). 


Définition 6.4 Un polynôme P de K[X| est appelé monóme si 


val ( P) = deg (P). 


Exemple Р = (0,0,5.0,...) est un monöme car val P) = deg (P) = 2. 


Remarque Soient P et Q deux polynómes de K[X]. On a l'implication suivante 


vali P) = val (C) 


Р = 
BES er 


La réciproque est fausse car, par exemple, les polynômes P = (0,1,1,2,0,...) et 
Ç = (0,3,0, 12, 0, ...) sont différents. Ils ont pourtant même valuation (val (Р) = 
val (С) = 1) et même degré (deg ( P) = deg (Q) = 3). 
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6.2 Structures algebriques sur les polynömes 


6.2.1 Addition de polynómes 


Définition 6.5 Soient P = (a4), y et Q = (bu), ск deur polynómes de K[X]. 
On appelle somme de P et Q (ou addition de P et QJ le palynóme de! 
К| Х| noté P + Q dont les coefficients sont | 

| 


def, j 
Cn 6 ün yh, Vit € М, 


On a ainsi défini une première loi (de composition) interne sur K[X] notée +. 


Exemple Soient P = (1,1, 1,0,...) et Q = (0,2, 3, 1,0,...) deux polvnömes. 
On a 


P+Q (1,1,1,0,0,...) + (0,2,3, —1,0,0,...) 


(1,3,4,-1,0,0....). 


Proposition 6.1 Soient P et Q deur polynómes non nuls de K[X]. On a: 
1. deg (P + Q) < max{deg (P) , deg (Q)}, 


2. val (P + Q) 2 min{val (P). val (Q) l. 


Démonstration Commençons par montrer la propriété 1. Considérons deux 
polynómes P = (o, nen et Q = Ibu)nen de K[X] tels que deg(P) = p et 
degt) = q. Les coefficients a, et h, sont nécessairement non nuls. Supposons 
(sans perte de généralité) que p > g et considérons les cas p > g et p = q. 

Si p > q alors P + Q = (ag + bo... a4 + ba, 8544... . 05, 0, 0....). Par 

hypothese, a, É 0. On en déduit alors que deg( P + Q) = p, c'est-à-dire 

que : 

deg( P + Q) = deg( P) = max [deg (Р), deg (QI). 


- Bip = q alors P +0 = (a bg... ges +6,,0,0,...). Ainsi degi P +Q) = p 
à la condition que a, + b, x Ü. sinon degt P + Q) < deg( P). 


Utilisant un raisonnement analogue, on montre la propriété 2. La rédaction est 
laissée en exercice. m 


Remarque La démonstration de la propriété 1 de la proposition précédente 
fait. apparaitre le résultat suivant : 
deg (P) # deg IO) => deg(P+Q) = max[deg(P),deg (Q)]. 


De méme, on vérifie (à partir de la démonstration de la propriété 2) que 


val(P) x val(Q) =>  val(P-- Q) = min[val (P) , val (Q)!. 
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Structure de groupe commutatif sur IK X | 


L'ensemble K[.X] muni de la loi + possède une structure de groupe commutatif. 
En effet, l'addition définie sur l'ensemble des polynómes de K[X] est une loi 
de composition interne sur ЕГА] puisque l'addition +, définie sur le corps K 
est elle-meme une loi de composition interne sur É. De plus, l'addition des 
polynómes possède les propriétés suivantes (qui se déduisent des propriétés de 
l'addition sur К). 

Elle est associative, c'est-à-dire que pour tous P, Q, R € KIX]. опа: 


(P+ Q) + R= P + (Q = R). 
Elle admet un élément neutre dans K[X]. C'est le polynôme Og xj car 
YP e K[X] P+ Ümran = Vus] + P = P. 


Tout polynôme Р = (@n)nen € K[X] admet un symétrique dans K[X] qui 
est le polynôme —P = {~ün leen. En effet, on vérifie que l'on a: 


YF € K[X] Р+(-Р) =(-P) + P = Dest, 
- Elle est commutative : pour tous P.Q c KIN, P + Q = Q + P. 


6.2.2 Multiplication d'un polynôme par un élément de K 


Définition 6.8 Etant donnés le polynôme P = (anl en de K[X] et le scalaire 
a de K, on définit le polynôme noté o, P fou plus simplement a P) de RIX 


par : 


Let, 
zi [Ct X x dn) 


пЕН ' 


La multiplication d'un polynôme de K|.X] par un élément de K ne définit pas 
une loi (de composition) interne sur K[.X] mais une loi (de composition) externe 
sur K[X]. On l'appelle loi produit externe. Pour tout polynôme P de КІХ] 


Va € A {0%} ( deg (a .P)-deg(P) et val(a- P) = val(F) ). 


Cette loi possède les propriétés suivantes. 


Proposition 6.2 La multiplication d'un polgnome de E 
de E vérifie : 


Iya eK v(P,Q)e А x K[X] a-(/P+Q)=a-P+a-Q, 
| 2.Vv(a,8)E K? vPeX[X] (a+4.39)-P=a-P+3:-P, 

| $v(o,3)E K? VP e K[X] а: (A. P) = (a xx 8) P, 

| ¿VP e KIX] ik-P- P. 


X] par un élément 


Démonstration I suffit de revenir à la définition de la loi produit externe. La 
rédaction est laissée en exercice. " 
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6.2.8 Multiplication de polynomes 
Définition 6.7 Soient P = (an) pey et Q = (bi), ем deur polgnómes de KIA). 


On appelle produit de P et Q le polynôme de K[X], noté P x Q (ou plus 
simplement PQ) dont les coefficients sont 


déf. 


Cn. = tb, + abs 4 +...+ dn ib + dn b nat Уа-а Vn € N. 
k=il 


Exemple Soient P = (1,3,2,0,0,...)et Q = (1,2,0.0,...) deux polynömes 
de C[X]. Les coefficients ca, n € N, du polynôme P x Q € C[X] vérifient 


Co = anb =l 
CH = Go + aiw = 2 + Zi 
Co = dpb Harby Fan = 2 + di 
m, a 
=l) 
ба = enb + a bo agli + CET = 4 
uu us m ken em 
zi =Ü ü 
ca = agb, + aibs + aab + азі + aab = 0 
чм чч чм чм "s 
=ï] =Ò =Ü =i) =! 
En = Ü pour tout n 24 


Ün a ainsi obtenu pour expression du polynôme P x Q : 


P x Q= (1,2 + 2, 2 + di,4,0,0,...). 


Proposition 6.3 Soient P et Q deux polynömes non nuls de K[X]. On a: 


1. deg (P x Q) = deg ( P) + дер (Q), 
2. val ( P x Q) = vali P) + val (021. 


Demonstration Démontrons la propriété 1 (la propriété 2 se démontre sur le 
méme modèle ; elle est laissée en exercice). Soient P = (a, Auen et Q = (beleen 
deux polynômes non nuls de K[X] tels que deg P = p et deg Q = q. On a donc 
da = Ü pour tout entier п strictement supérieur à p, et b, = Ü pour tout entier re 
strictement supérieur à q. Solent c, п € M, les coefficients du polynôme P x Q. 
Pour montrer que degt P x Q) = degt P) + deg(Q), on doit vérifier d'une part 
que ср, É Ü. et d'autre part que 44444 = Ü pour tout £ = 1. Commençons 
par calculer ср. On vérifie que 


=Ü zz =й 
Pg 
— — 
Cp +q — Kä U T8 n — Uy бы + +1 = =. =i 05-1 boi 


keng ` === тий 


#0 =0 =й 
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De même, on vérifie que 


=й zzi =T 
І 
Prat — ==, — 
Cp+q41 = ` | kb, ui -k = dg o +4] GIE +... + Opt byta 
ke} 
+ар boi = Gps] by suus + psg + 1 Im = (I. 
Wwe m m — emm 
mi zi zi 
Plus généralement, on peut vérifier que 064,44 = Ü pour tout f 2 1. LI 


Structure d'anneau commutatif et intègre sur K| X] 


L'ensemble K[X] muni des lois + et x possède une structure d'anneau commu- 
tatif. Nous avons déjà vérifié que l'ensemble K[X] muni de la loi + possède une 
structure de groupe commutatif (voir p. 220) et il est facile de vérifier, d'après 
le proposition 6.3, que la multiplication de deux polynömes de КІХ | est une loi 
(de composition) interne sur K[X]. Ii reste alors à établir que la multiplication 


des polynómes possède les propriétés suivantes, 
- Elle est associative : pour tous P,Q, R € KIX], 
(PxQ)x R =P x (Q x H). 
Elle est distributive par rapport à l'addition : pour tous P, Q, R € K[X], 
Px(Q-R)—-(PxQ)&-(Px R) et (Q--R)x PF = (Qx P) - (H x P). 


Elle admet un élément neutre dans K[X] pour la multiplication. C'est le 
polynôme 
def. 
1к[х| = (1,0,0.....0,...) 


que l'on note plus simplement 1 si aucune confusion n'est à craindre avec 
l'élément unité du corps K. On a 


YP € KIX! Px Ixix] = 1к[х| x P = Р. 
Elle est commutative : pour tous P. Q € K[X], P x Q = Q x P. 


П est à noter que si P = (a, nen et Q = (b, leen sont deux polynómes non nuls 
de K[X] de degrés respectifs p et g, alors le polynôme P x Q = (en nen est non 
nul. En effet, son (p4-q)-ieme coefficient Cpg est non nul puisque e, L, = ay x b, 
avec ap Á Ü et b, #0. On a ainsi établi que pour tous P, Q de K[X] 


( P gx; et Q # Oka] ) => P xQ ў Ох, 
autrement dit que l'anneau (K[X], +, x) est intègre. Remarquons qu'à l'excep- 
tion des polynómes constants et non nuls, les éléments de K[.X] ne possèdent 


pas de symétrique pour la loi x. L'anneau (K[X], +, х) n'est donc pas un corps. 


(U Elles se déduisent des propriétés de la multiplication sur le corps K. 
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6.2.1 Notion d'indéterminée 


Définition 6.8 On appelle indéterminée le polynôme de K[X] défini par 


к 


X? = XxX = 


On vérifie alors que 
(0,0, 1,0, 0,0, 0, . ..), 
(0, 0, 0, 10,0, 0, . ..), 
(0,0, 0, 0, 1, 0,0, ...) 


sd 
| gu 
et < 
Ub Ы 
x X 
oi o 
IA 


et par récurrence que 
(n + 1)-iéme position 
Yn EN" X" = (0,0,0,...,0,1,0,0,...) 
où le coefficient 1 est placé en (n + 1)-iéme position. On convient que 
X? = 1х. 
Ainsi le polynôme formel P = (ag. a..... ay.0,0,...) de K[X] vérifie 
P = (034,05,...,058,0,0,...) 
(ао, 0, 0,...) + (0,a1,0,...) + E (0,...,0, ам,0,...) 
по ` (1,0,0,...) +01 : (0,1,0,...)+... + ag -{0,...,0,1,0,...). 
v dels Ee p eN aa 
= X? = X = XY 


Om a donc 
Pag X2 Leo, X pag X5 E... tan ER 


et on dit que le polynôme indéterminée X est générateur de Ki X]. Puisqu'il 
a été convenu que X" = 1к[х} on peut alors écrire le polynôme formel 


P = (ao, «1 kunun an,0.0....} (1) 

comme suit 
P = aglgixi + a1 X a2 X? +... + ag X" (2) 
P —ag XP +...+ as X? +a X + ах] (3) 


et on dit que l'on a écrit P dans le sens des puissances croissantes (expression 
(2)) ou dans le sens des puissances décroissantes (expression (3)). Nous utilise- 
rons désormais l'une ou l'autre des deux dernieres écritures, délaissant ainsi la 
premiere écriture (1). On écrit encore 


t. 
p "2 Kë ay X*. 
Ek 


Remarque Nous convenons de l'abus d'écriture suivant ` pour œ € K, on 
note X — a le polynôme X ~ œ ` Jee de K[X]. Ainsi, un polynôme constant 
Р = (ao. 0,0,...,0,0,...] s'écrit F = aglaıx] = Go, 


224 Arithmétique dans KLX] 
6.2.5 Fonction polynomiale 


Définition 6.9 À tout polynôme P = (oo, 04,42... ay, 0,0,...) € K[X] оп 
associe l'application Р: E — К définie pour tout т € K par : 


Piz) = Oo + 017 + ат +... Hayr". 


Cette application est appelée fonction polynomiale associée à P. En par- 
ticulier, la fonction polynomiale associée à un tnonóme est appelée fonction 
manürne. 


Exemples 
1. Si Р = {1,0,0,5 +i.0....) € CIX] alos Yr € C Р(х) = 1 + (5 + i), 
2. Si P = (0,0, 12i, 20,1,0,...) € C[X] alors Yr € С Bisi = 12iz? + 202? + z*. 


3. La fonction monóme associée à P = (0,0,5,0,...) est Р: r =+ Art. 


6.3  Arithmétique dans K[X] 


6.3.1 Division euclidienne 


Théorème 6.1 (Division euclidienne) Etant donnés deur polynömes À et 
B de K[X] avec B #0, il existe un unique couple (Q. R) de polgnómes de 
FIX] tels que : 


AZBxQ--H et deg (R) < deg (B). 


Déterminer ce couple (Q, К), c'est effectuer la division euclidienne de A par 
B. Les polynómes À et B se nomment respectivement dividende et diviseur. 
Les polynômes Q et H se nomment respectivement quotient et reste. 


Démonstration La démonstration se décompose en deux parties : existence 
des polynómes Q et A, et unicité du couple (4. R). 


{> Commencons par la démonstration de l'existence. Elle est constructive en 
ce sens qu'elle fournit explicitement lalgorithme permettant d'effectuer une 
division euclidienne. Soient A = (акең et B = (bien deux polynómes de 


EIX] tels que degl A) = n et deg( B) = m. On a 


{ғ 


— 


AT. +a X + q avec an É Ü 
ba X" rb. X E... HAXA avec bm #0 


ТТ ; n 1 а 1 - 
En toute rigueur, on devrait parler d'application polvnomiale. 
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Considérons les deux cas suivants ` degl A) < deg(B) et deg( A) = degi B). 
Supposons dans un premier temps que degl A) < deg(8). L'existence d'un 
couple (Q, R) € K[X]? tel que A= B x Q + R et deg(R) < deg( B) est alors 
évidente. П suffit en effet de prendre Q = Üg; xj et R = А puisque l'on a 


А=йюххВ+А et deg(R) = deg( A) < deg( B). 


Supposons maintenant que deg( A) > dent B). c'est-à-dire que n > m, et consi- 
dérons les deux polynómes Qı et R; de K[X] définis par 


е а 
usA TTT avec су = = et R, = A - Çh x B. 
тті 
La définition du monóme Су a bien un sens puisque, раг hypothèse, nous avons 
bm É etn 2 тп. Remarquons que le coefficient œ; est non nul. Il correspond 
au quotient des coefficients de plus haut degré de А et de B. Caleulons le degré 
du polynôme Ау. Puisque R, = А — Q, x B, d'après la proposition 6.1 on a 


deg(Rı) < max[deg( A), degt х B)}. 
D'après la proposition 6.3, deg(Qq x B) = deg(Q1) + degi B). On obtient donc 
deet F.) € max [deg( A), deg(Q;) + degt B)]. 


Or deg(Q) + deg( B) = (n — m) + m = n. Donc, дері) € max[n,n) = n. 
On vérifie par ailleurs que le coefficient d'indice n du polynôme Fi, est 
аң 


Uu — Datt? = On — mp = 0. 


Par conséquent, le polynôme ү est de degré inférieur ou égal à л — 1, soit 
Пер) € n — 1 < n = deel A). 


Avons-nous deg(R;) < deg(B)? Si la réponse est positive alors la démons- 
tration est terminée puisqu'on peut prendre Q = Qu et R = Ду. Sinon on 
réitère sur le couple (Ri, B) ce que l'on vient de faire avec le couple (А, B). 
Soit & = dest Л}. On définit les deux polynömes Qa et Ra de K[X] comme 
suit 

Оо = аз Хе" et R,=R Ох B 
où le coefficient es est défini comme le quotient des coefficients de plus haut 
degré de H4 et B. Le scalaire œ est nécessairement non nul. On peut alors 
vérifier que : 

дер Йо) £ n — 2 < n — 1 < ni = деді А). 

Avons-nous deg( Rs) < deet BY? Si la réponse est positive alors la démonstra- 
tion est terminée. En effet, puisque 


R2 = Ri- Qe x B-(A-Qix B] - Qa x B= A—(Qi + Q>) x B. 


il suffit de prendre Q = Qi + (Qo et HR = Ro. Sinon on réitère sur le couple 
(Ra, B) ce que l'on vient de faire avec le couple (Ду, B). En procédant ainsi, 
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on construit une suite d'entiers (degt Fy) ken strictement décroissante, ce qui 
nous assure l'existence d'un rang N € N tel que 
deg( Ry) < degi B). 
On peut alors arreter le processus car 


Hy = Вк Qw x В = Ну – (Oni + On) x B 
Ra — (@м-2 + Oni + Qu) x B 


= Al + tt Oy} x B. 
Il suffit de choisir Q = Qj + Qa +... Qu et H = Ry. 


> Montrons maintenant l'unicité. Elle s'effectue en utilisant un mode de rai- 
sonnement par l'absurde. On suppose qu'il existe deux couples distincts de 
solutions. Soit (Qi, Ri) € K[X] x K[X] tel que 


A= B x Q + F (4) 
avec deg (R1) < deg (B). Soit (Qs, Ra) € K[X] x K[X] tel que 
A= В х Qs + Ra (5) 
avec deg (Aa) < deg (8). On suppose que (Qi, R.) Z (Qs. R5). Seul le cas où 
Qi À Qa et Ai É Ro est à considérer, les deux autres cas Q = (Qs. Rj É ita 
et Qi x Qo. Hi = Ay permettant tout de suite de conclure à la contradiction. 
Par différence des équations (4) et (5), on a 
Bx — Qa) = R - R... 
En raisonnant sur les degres, on en deduit 
deg (B) + deg (Qi — Q4) = deg (R; — Ri). 
Si Qh É Qo alors on а deg (Qi — Q4) > 0. On en déduit 
deg (DI € deg (R, — Ri). 
Par ailleurs, on a 
deg (R; = Ry) < max{deg (Rs) .deg(—Rı)} = max{deg (Rz) deg (R1)], 
d'où, puisque deg (R1) < deg (BY et deg (Ro) < deg ( B), 
deg (R. = R1) < dez(B). 


Cette dernière inégalité (stricte) est en contradiction avec l'inégalité (large) 
deg(B) < дее (Аа — Ri). On en déduit alors que nécessairement (Q4 = (s. 
Ceci implique d'après les relations (4) et (5) que A, = Ra LI 
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Remarques 

1. Comme cela a été dit dans la démonstration, si deel A) < degt B) alors, dans 
la division euclidienne de A par B, le quotient Ç est le polynôme nul et le reste 
R le polynôme À, c'est-à-dire Q = Dei et R = А, puisque l'on а: 


A=0kx| X B--A et deg(R) = deg(A) < deg(B). 


2. Supposons deg( A) 2 deg( B). Puisque l'on a 
deg( R) < deg(H) < deg( B) + deg(Q) = deg(B x Q), 


on déduit de l'égalité A = B x Q + R et de la remarque faite en bas de la 
page 219 que degt A) = max{deg(B x Q), deg(R)] = deg(B x Q), c'est-à-dire 
que 


degi A) = degt B) + degt). 


Exemples 


1. Considérons dans C[X] les polynómes А = X*+i et B = X? —i1X? iX +1. 
Remarquons que deg( A) = 2 < deg( B) = 3. Par conséquent, le quotient Q et 
le reste À dans la division euclidienne de A par H sont 


© = 0цху et R=X2:+i 


Remarquons qu'aucun calcul n'a été nécessaire pour trouver Ç et R. 


2. Considérons maintenant les deux polynómes de R[X] suivants 
ÁZX'2X*-X46 e 8=X*-6X*+X+4. 


Effectuons la division euclidienne de A par B dans R|X]. Remarquons que 
deg( A) = deg( B). Par conséquent, le calcul des deux polynómes Q et R n'est 
pas aussi immédiat qu'il l'a été dans l'exemple précédent. Pour déterminer Q 
et H. nous procédons en suivant pas à pas chacune des étapes explicitées dans 
la démonstration. En pratique, il est conseillé de disposer les deux polynömes 
A et B comme suit: 


Dividende Diviseur 
g ——r rr 
А = X1!+2X3- X +6 X*-6X*+X+4=B_ 
> B--(X*-0X? + X? + AX ` X+8 =O +G > 
© x I : ) At (h + Q; 


Ri =8X°- X2 -5X +6 


=Q x В = -(8X? = JRX? + 8X + 32) 
Ез = 47X2 = 13X — 26 


Quotient = Q 


Reste 


Nous avons arrété le processus car le degré du reste Rs = ATX? — 13X — 26 est 
strictement inférieur au degré du diviseur B = X? — 6X2 + X +4. Ainsi, 


A=BxQ+R avec OQ=X+8 e —R-—4TX^—13X — 26 
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et deg (Л) < deg (B). On a donc l'égalité 
X! +42X" - X +6=(X*- 6X1+ X +4)(X + 8) + 47X2 — 13X — 26 


que l'on peut justifier indépendamment du calcul précédent en développant le 
terine de droite. 


deg( A) > deg( B), il a été impératif d'écrire les deux polynómes А et 

B dans le sens des puissances décroissantes. La division euclidienne 

est d'ailleurs aussi appelée division suivant les puissances dé- 
croissantes. 


Š ATTENTION Pour effectuer la division euclidienne de À par B lorsque 


Exercice 1 Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On considère les polynómes 
An et B de CIX] définis par 


An = X"sinó = X sinnó + sinín- 1)ó et B = X? - 2X cos ò+ 1. 


On désigne par Qa et Ra respectivement le quotient el le reste de la division 
euclidienne de À, par В. 
Ï - En effectuant la division euclidienne, vérifier que : 


(a) Qs = sind. (b) Q4 = X sin + sin 20, 
(c) Q, = X? sin ó + X sin 26 + sin ie, 


2 . Suns effectuer de division, montrer que pour tout n € N tel que n = 2, 


Ra = Ü et 
On = X"? sind + X"? sin 26 +... + X sin(n — 2)6 + sin(n = 1). 


6.3.2 Divisibilit6 dans K[X] 


Définition 6.10 Soient A et B deur polynómes de KI XT. On dit que B divise 
А (ou que À est divisible par Б) si 


3Q e KIX] A= B x Q. 


En d'autres termes, B divise A si le reste de la division euchdienne de A 
par B est nul. On dit aussi que A est un multiple de B ou que B est un 
diviseur de A. 


Si À et B designent deux polynómes non nuls et si B divise A alors 


deg (В) < deg (A). 
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Remarques 

1. Tout polynôme А € K[X] est divisible par lui-même puisque А = А x 1кух]. 
2. Notons que le polynóme nul est divisible par n'importe quel polynóme P de 
K[X] puisque Окуу est absorbant pour la loi x, c'est-à-dire puisque 


Pe K[X] Ügrx] = P x Og x]. 


3. Soient A,B,C et D quatre polynömes de K[X]. On vérifie aisément que 
— si A divise B et B divise C alors A divise C, 

— 81 A divise B alors A divise B x C, 

— si À divise B et A divise C alors A divise B + C, 

— si A divise B et C divise D alors A x C divise B x D. 


4. Soient A et B deux polynómes de KI XT, Si B divise A alors pour tout œ € K*, 
a+ B divise A. En effet, puisque B divise A, il y a existence d'un polynôme Q 
de K[X] tel que A — B x Q. On en déduit 


Va € K* A= (а: B) x (2:0) 


En particulier, puisque A divise A, tout polynöme de la forme œ - A avec œ 
appartenant à ІК” divise A. En ce sens, on dit que la divisibilité est définie à 
un facteur multiplicatif pres. 


Définition 6.11 Soit P un polynôme de K[X] tel que deg (P) = 1. 


X Le polynôme Р est dit irréductible (ou premier) dans K[X| s'il n'admet 
pour diviseur que les polynömes de la forme œ - lgiyx; et de la forme o. P où 


a e К". 
K Dans le cas contraire, on dit qu'il est réductible. 


Exemple Le polynôme Р = X? + 1 est irréductible dans R[X]. En revanche, il 
est divisible dans C[X] par les deux polynómes X —i et X +i. Le polynôme 
P = X? + 1 est donc réductible dans C[X]. 


Remarques 
1. Un polynóme irréductible est toujours non nul. 


2. Si P = a; X + ав € K[X] avec a, x 0 alors P est un polynôme irréductible 
dans K[X]. 


LH Autrement dit, le polynóme Р de K[X] est irréductible lorsque les seuls polynómes qui 
le divisent sont, à un facteur multiplicatif prés, Irja) et lui-même. 
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Exercice 2 Soient (m, p) € N? vérifiant m > p eta #0. Donner une condition 
nécessaire et suffisante pour que le palynôme Am = AT = a" soit divisible par 
le polynôme Bp = X" — a". Erpliciter le quotient et le reste de la division 
euclidienne de Am par B, dans le cas où : 


kp = m < (kE+ lp ave ÅEN, 


6.3.3 Division selon les puissances croissantes 


Théorëme 6.2 (Division selon les puissances croissantes) Etant donné 
un entier k et deur polynómes A et B de K[X] avec val (B) = 0, il existe un 
unique couple (Qu, Rk) de polynómes de K[X] tels que : 


A= Bx Qi + XR, et deg(Q,) € К. 


Pour ke N donné, trouver Qu et Ri, c'est effectuer la division de A par B 
selon les puissances croissantes à l'ordre k. Les polynómes A et B se nomment 
| respectivement dividende et diviseur. Les polynömes Qu et X k+l Ry se 
| nomment respectivement quotient et reste à l'ordre k. 


Démonstration Elle se décompose en deux parties : existence (à l'ordre k) des 
polynómes Qu et Ry, et unicité (à l'ordre k) du couple (Qu. Rx). 


> Montrons l'existence en effectuant une récurrence sur l'ordre k. On note 
respectivement (a, ech et (bulpen les polynömes À et B tels que п = deg( A} 
et m = deg( B). Commençons par montrer le résultat pour k = 0. L'hypothèse 
val (B) = Ü nous assure que b, # 0. Soit Qu le polynôme constant de K[X] 
défini par Qo = ag/bg. П est nul si œ = 0. Intéressons-nous au polynôme 
А = В x Qo. Sa valuation est supérieure ou égale à 1. En effet, en notant 
A- B x Qo = (сь)рем, on a 


VpeN ecp=ap— "2 
et en particulier, co = ag — (aa Лб! = 0. On peut par conséquent factoriser le 
polynöme À — H x Qu par X, ce qui signifie que 
iR € K[X] A — HB x Qo = X Ra. 
Si ao = 0 alors Qo = Opus et deg (Qu) = —oc. Si ag # Ü alors Qo est un poly- 
nóme constant non nul; il vérifie deg (Qo) = 0. Dans les deux cas, deg (Qo) < 1. 


Cela termine la démonstration de la propriété pour E = 0 puisqu'on a montré 
qu'il existe (Qo, Ro) € K[X]? tel que A= B x Qo + X Ro et deg (Qo) < 1. 
Supposons maintenant (c'est notre hypothèse de récurrence) la propriété vraie 
à l'ordre & : 


Jie, Rk) € KIA] x K[X] A= H x Qk + Xt A, 
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avec deg (Qu) < k. Montrons qu'elle est vraie à l'ordre & +1, c'est-à-dire mon- 
trons que 


Kran Riri) € K[X] x K[X] AS Bx Quai + AT RB 


avec deg(CQ,1) € k + 1. Appliquons sur le polynôme A, un raisonnement 
identique à celui que nous avons utilisé pour k = 0. On note (rp)pen le polynôme 
Rg. On définit le polynôme Q = rg/ bg. C'est un polynôme constant qui est mul 
si ro = 0. La valuation du polynôme Ry — B x Q est alors supérieure ou égale 
à 1, ce qui montre l'existence d'un polynóme R € K[X] tel que 


R-BxQ-XR, 


autrement dit tel que А А 
Ar = B x QQ + X R. 


En injectant cette dernière égalité dans la relation À = B x Qu + X**! R, (qui 
est l'hypothèse de récurrence), il vient 


АБ» (Qu + кча + хк R 
et опа 
deg(Q, + X**tÖ) < max{deg(Qu),deg(X**") + deg(Q)) =k +1 
kawa ng mai 
Ek =k+1 = Ü 


oü on a considéré uniquement le cas où le polynôme constant Q = гору est 

non nul (ce qui correspond à ro Á Ü). Si le scalaire ro est nul alors on a 

deg, + X**!9) = deg(Q.) < k < k + 1. On a done dans les deux cas 
deg(Q, + X**!Q) < k + 1. 


La démonstration de la propriété à l'ordre k +1 est terminée en choisissant 


Quai = Qr + X*H!Ô et Repi = R. 


> Pour montrer que le couple (04, Rx) est unique, on utilise un raisonnement 
par l'absurde. On suppose qu'il existe deux couples distincts de solutions, c'est- 
à-dire on suppose qu'il existe (Qk 1; Акл) € K[X] x K[X] tel que 


A= Bx Qua + X Ry (6) 
avec deg (Qu) < К, et qu'il existe (Qua, Ris) € K[X] x ELX] tel que 
A= Вх ъз + X Rra (7) 


avec deg (Qu 2), et que (Qua, Ry) É (Qua, Rra). On considère seulement le 


cas oü Qu; É Qa et Ri j É Rx. Les deux autres cas Qu = Quo, Rea É Hy 
et Qui É Quo, Вл = Rea sont immédiats. Par différence de (6) et (7) on a 


B x (Qin — Qua) = XH (Ria = Rea), 
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et, compte tenu que val (B) = 0, cela implique que 
val (Qu, — Ока) =k +14+ val (Rra — Ria). 

L'hypothèse Ris É Rk. impose que 

val (Qk, - Que) 2 k + 1. 
Par ailleurs, deg (Qui) < k < k + 1 et deg (Quo) £ k < k + 1. Donc 

deg (Qua — Q2) < k + 1, 
ce qui est en parfaite contradiction avec le fait que val (Qka — Ora) 2 k + 1. 
Ainsi R; 2 = Rpa. Оп déduit alors des relations (6) et (7) que Qua = Qui. O 


Exemples 

1. Soient À = 4+ X? et В = 1+ X + X? deux polynómes de RI X]. Effectuons la 
division de A par B selon les puissances croissantes à l'ordre 2. Nous utilisons 
la disposition suivante : 


Dividende Diviseur 
А 24-4 X? I+ X +X2= B 
—(4+4X +4X 4-4X +X =Q 


4X -3X7 


(AK — 4X? - AX?) 
X7 AXT 
—(X? + X? + X!) 
X'R,-3X7- X! 
e, 


Heste 


Nous avons arrêté le processus car la valuation du reste 3.X 9 — X est strictement 
supérieure à 2 et le degré du quotient est inférieur ou égal à 2 (rappelons qu'ici, 
2 est l'ordre de la division). Ainsi, A = BO: + ХЭА) avec Qe = 4 — AX + X$, 


FACH 


R; = 3 — X et deg (Q2) = 2. On a donc l'égalité 
4 X? = (1+ X + X3)(4 - AX + XP) + 32€ = X 


Quotient à l'ordre 2 


2. Soient À = X + X* et В = 1 + X deux polynómes de R[X]. Effectuons la 
division de A раг B selon les puissances croissantes aux ordres k = 1,2, 3, 4, 5. 
- À l'ordre 0, on а: Qo = Onix) et X Ro = X + Xš, 
— Pour l'ordre k = val( A). on utilise la disposition suivante : 


X +X 1 + X 
—(X + X?) X = X + X3 
- X" + X 
(х? — ХЗ) 
ХУ ХХ 
KX + X3) 
Ür[x] 


(41 que l'on peut vérifier en développant le terme de droite (ce qui est d'ailleurs recommandé). 
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Un obtient ainsi 
A l'ordre 1 : Q, = X et X?R, = — X? + Хі, 
A l'ordre 2: Qo = X ~ X? et ХА, = X? + Xt, 
A l'ordre 3: Qs = X — X? + X5 et X Rs = Date, 
et on en déduit 
van (Ф. = X-X*- X? et X Ry = Ou, ). 
Remarque Soient A et B deux polynómes de K[X] et soient Q le quotient et 


X*+! R, le reste dans la division selon les puissances croissantes à l'ordre k de 
А par B. Опа 


k<val(A) = (Оһ = Dax et X**'R, = A). 


Par exemple, dans R[X], la division selon les puissances croissantes de X? + X? 
par I + X = 2X? donne 
– à l'ordre 0 : Qo = Dier et X Ro = X? + X? : 


(X? + X*) = (1 + X 2 2X?) x Üg|x) + ELE + X?), 
- à l'ordre 1 : Qi = Оруҳу et XR, = Хі + ХЗ. 
(X? + ХЗ) = (1-- X - 2X?) x Og + X2(1 + X), 
- à l'ordre 2 : Оз = X? et XR, = 2X" 
(X? + ХЗ) = (14- X 2 2X?) x X? + X?2X, 


CAT 
X? + ХЗ 14 X -2x* 
-(X?+X3-2X?) |” _ 
2X4 


ATTENTION Comme l'ont montré les exemples précédents, pour ef- 
fectuer une division suivant les puissances croissantes de A par H à 
l'ordre k avec k > vall A), il est impératif d'écrire les deux polynómes 
А et B dans le sens des puissances croissantes ! 


6.4 Dérivation des polynömes 
6.4.1 Définition d'un polynóme dérivé 


Définition 6.12 Soi! P = aa+a X a3 X? -.. ge X" un polynôme de K[X] 
tel que deg (P) = n > 1. On appelle polynôme dérivé de P le polynóme de 
K[X|, noté P', défini par : 


rd 


P Gi: 0, --2a5 X + Заз ХХ? +... nan X77. 


Si le polynôme P est de degré Q alors le polynóme dérivée P" est Ük| x1. 
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Autrement dit, si n > 1 et P = Y "ak Xh alors Р! déj. 
k=0 k=1 


Remarque Si deg (Р) = n avec n 2 1 alors deg (P) = n — 1. 
Exemple Si P = 3+ 2X? + 4X? alors P' = 6X? + 20X*. 


Lien avec la notion de dérivation en analyse. 


Plagons-nous dans le cas particulier ой К = Ж, Soit P un polynôme de R[X] et 
soit P" son polynôme dérivé. Considérons maintenant les fonctions polynomiales 
P et P" associées respectivement à P et à P'. On constate que P'(r) correspond 
à la dérivée de la fonction polynomiale Piz), c'est-à-dire que : 
= dP 
vr ER Pr) = —ir). 
y (m) Te (x) 
En effet, la dérivée de x — архе étant x => kayz*7!, si P(x) = 3 арт", 
kel 


On a les proprietes suivantes. 


Proposition 6.4 Soient P et Q deur polynômes de K[X| et À € K. Опа: 
1.(Р+0) = P' + Q', 


SO. PY = A: P, 
9. (P x QY = P! x Q + P x Q. 


Démonstration Les propriétés 1 et 2 sont aisées à démontrer. La démonstra- 
tion de la propriété 3 s'effectue en deux étapes. 


> Premiere étape : on montre que la propriété est vraie pour les monömes 
P = X^ et Q = EF, On a d'une part pour tout (h, k) € N°, P x Q = X^**, 
d'où 

D'autre part, on a P' = hX^-! et Q' = КХК, d'où 


P xQ +Q x P =(hX""!) x Xk+ X" x (AXE) = (ha k)x ntt, 


On a done bien 
P' x Q+Q' x P = (P x QY. 
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"n m 


{> Deuxième étape : soient. P = va ax X" et Q = Y b X * Om a 


he k=i 


ы тї d Fi "m 

(P * QY = (b> da x (È nxt)) — > p an bi, (x* x xy) ` 
h=0 k= hell ken 

Or on vient de montrer à l'étape précédente que : 


(X^ x XEY = (X^y x Xk X^ x (X*Y'. 


On a done 


(PxQ' = A (È ande (OC x XE + X^ x Eh 


hz=ù Ski = 
I (Уху as d E (Eana x amy) 
hæl skai h=0 Xk- 
- y) (X) + (Уе) S) 
h=0 k=0 hæl k=( 
= Р -Q = P = Q 
c'est-à-dire 
(P x QY' = P' x Q + P x Q', 
ce qui termine la démonstration. [ 1 


Les deux premières propriétés de la proposition 6.4 s'énoncent comme suit : la 
dérivée de la somme de deux polynömes est égale à la somme de leurs dérivées 
et la dérivée du produit d'un polynöme par un scalaire est égale au produit 
de la dérivée de ce polynome par ce méme scalaire. En ce sens, on dit que 
l'opération de dérivation sur K| X | est linéaire ou encore que la dérivation est 
une application linéaire de K|X| dans K XI. 


6.4.2  Dérivées successives - formule de Taylor 


Définition 6.13 Soit P un polynôme de K| X]. On définit par récurrence le 
polynôme dérivé d'ordre n du polynôme P, que l'on note Рі", comme 
suit: 


déf. un def, 
pi" d P et ( vk € (1....,.n) pin d (pik) J: 


On a successivement PIU) = p, POU = pr, p» = (Py, р) = (P^Y. etc, et 
on note P? = P". Om montre par récurrence sur l'ordre k (la rédaction est 
laissée en exercice) que pour tout k € N, pour tous P,Q € K[X] et pour tout 
A € K, 

(P +9) = pie) + gt) et [A- Pub) = Ÿ: pik) 


zat Dérivation des polynomes 


et on dit que l'opération de dérivation à l'ordre k sur K[X| est linéaire. 
Étudions la dérivée d'ordre h du monóme X. On vérifie 
(ху = kr 


(X*)? = k(k-1)X*-?, 
(X*)9 = k(k-—1)k-2)X*-3, 
: р 
KP = Mk (2)... (kh XP^» C LXI ab h < k 


En particulier, en prenant h = k. 
(X*) 9 2 kx (E—1) x (k- 2) x ...x2x XP, 
и “Ц 
= k! 
c'est-à-dire (X^) = k! puisque X? = lux. C'est un polynôme constant. Ses 
dérivées d'ordre supérieur strictement à А sont donc malles : 


hek => (AM = Ор. 


Considérons maintenant le polynôme P = Mig A * de degré n et déter- 
minons le polynóme dérivé d'ordre A de P. En dérivant terme à terme et en 
appliquant les résultats concernant les monomes, on obtient pour h = n : 


pih) _ V (акк - D(k - 2)... (k А + 1 d 


k=h 

et en particulier, en prenant А = т, 
pin = En X Hx (n => 1) x (n EE 2) x...x2xl x" = De X nal. 
ай 
= n! 
C'est un polynôme constant. Ainsi, 
hen => Рі = Ük[x]- 

On en déduit le résultat suivant : 
Proposition 6.5 (Formule de MacLaurin pour les polynömes) Soit P 
ag QLX +a, X? +... + а, X" un polynôme de K[X]. On a 


pg) 


Vk € {0,1,...,n} & = m” 


— 


où PU) est la fonction polynomiale associée à DI. En d'autres termes, si P 
est un polynôme de degré n alors 


| pino n. P(o 
X? +... шун = x 


S P'(Q) Prum 
e el E n! 
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Demonstration Pour h = n, on peut écrire 


FE 


Pr) = 3 (ar x k(k=1)(k=2)...(k=h+1)x*-") 
k=h 
= an x hl+ V (ark(k-1)(k-2)...(k=h+1)z*h). 


к= А1 


Choisissons z = D. On en déduit que : PO) = = an x h! pour h € n. On vérifie 
de plus que P (0) = ao, ce qui termine la démonstration. E] 


Plus généralement, on a la formule de Taylor pour les polynömes (on remarque 
qu'en prenant c = 0, on retrouve la formule de MacLaurin pour les polynömes). 


Théorème 6.3 (Formule de Taylor pour les polynômes) Soient c un sch- 
laire de K et P un polynóme de K|X] tel que deg(P) = n. On a 


К P 7 xn) 
Р = P(c) + (X = ЕЕ e S r Ey 


21 n! ~e)" 


oü, pour tout entier k compris entre ( et n, PÜK) désigne la fonction polyno- 
miale associée au palynöme Р\®}, 


Démonstration Comme nous l'avons fait pour la démonstration de la troi- 
sième propriété de la proposition 6.4, nous commencons par montrer que la 
propriété est vraie pour le monóme X* où k € N. Soit c € K. En utilisant la 
formule du binóme de Newton, on vérifie que l'on a 


k kl | e (x+) Vc) 
k = IK — e + с)“ = Kä garen X — eil = >` I x = DM 

#=0й d ` f=0 

Gert H 

ой on a utilise que (хк): (е) = on pour tout f € {0,1,...,k} puisque 
| k! 
Р TM í iM yki 
VEE [O.1,....K) (XP) = ">X 


Nous considérons à présent le polynôme P = an + aj X + aa? +... + au X” 
et nous notons P sa fonction polynomiale. D'après ce qui précède, on a 


CN DO 
P = A aX =Y ` аку, n (X — ë) 
k-ü k-ü £-ü 


Puisque (x*)' Ke) = Ü pour tout entier Ë strictement supérieur À K. on a 
eet dun. 

" (AF) (c) е (X*) (c) t 

Vk € [0,1,...,m) V "aX ora y TX - o). 


Ё-=й Eil 
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Par conséquent, on a 


" n D 
P= 799 VE ДӘ Ox - ey 


kzü £0 e 
- (Eea) xix 2 
(=Ü k-ü d 


oü, dans un premier temps, on a fait entrer le coefficient ax dans la somme 
indicée par £, puis interverti les deux sommes et enfin factorisé dans la deuxiéme 
somme par (А —c)^. D'après la propriété de linéarité de la dérivation d'ordre £, 


DE We +... ka ERT == (ag X? + xv a, X") Es pit. 
d'oü =. 


ao( X?) ^ (e) + +а„(Х") (е) = Рі (е). 


Finalement, on en déduit 


"Pre = Pi БЕТЕ , 
PN A Dx - of = Be) + x —е)+ wor — eJ", 
£z 
ce qui termine la démonstration. LI 


Exercice 3 Trouver un polynôme P appartenant à Ki XI tel que : 


P(l)=3, P()-4, P"(1)=5 e P»()-0Yvnz3. 


6.5 Racines d'un polynôme 
6.5.1 Définition d'une racine 


Définition 6.14 Soit P un polynóme de K[X]. On dit que l'élément a € K 
est une racine du polynóme P si : 


ad 


P(a) = 0 


oü P désigne la fonction polynomiale associée au polynöme formel P de K[X]. 


Il est important de noter que les racines d'un polynöme appartiennent, par 
definition, au corps sur lequel le polynöme est défini. Ainsi, les racines d'un 
polynôme P de R[X| appartiennent nécessairement toutes à Е. Cependant, 
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il arrive fréquemment que l'équation Pio) = Ü admette des solutions a com- 
plexes. Dans ce cas-là, on dira encore que a est une racine de P mais en prenant 
garde de préciser clairement que cette racine appartient non pas à E mais à C. 
Par exemple, le polynóme P = X? + 1 appartient R[X] et il n'admet aucune 
racine (sous-entendu dans R). On vérifie cependant que : 


PU) 20 avec ie CR. 


On dit alors que i est une racine de P dans C. Cette situation arrive aussi lorsque 
l'on manipule des polynómes А coefficients dans Q. Par exemple, le polynóme 
P = X? – ? appartient à Q[X] et il n'admet aucune racine (sous-entendu dans 
G). En revanche, on vérifie que : 


P(V2) =й avec V? € RAQ. 

On dit alors que v/2 est une racine de P dans R pour lever toute ambiguite. 
On appelle équation algébrique d'inconnue x sur K une équation de la forme : 
Piz) = 0 
ой Р est la fonction polynomiale associée à un polynóme P de K[X]. D'une 
manière générale, résoudre une équation sur K, c'est trouver tous les éléments 


de K qui vérifient cette équation. En particulier, résoudre l'équation algébrique 
Pir) = 0 sur К. c'est trouver (toutes) les racines de P appartenant à K. 


La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
scalaire soit racine d'un polynöme. 


Proposition 6.6 Soit P un polynóme de [X]. L'élément a de K est une 
racine de P si, el seulement si, X = o divise P. En d'autres termes : 


P(a)=0 +=  (3QeK[X|] P=(X-a)xQ). 


Démonstration En effectuant la division euclidienne de P par X — n, on 
obtient l'existence et l'unicité de deux polynömes Q et R de K[X] tels que 


P=(X-a)<Q+R avec deg (AR) < 1. 
Le polynôme H est donc un polynôme constant ` il est donné par 
R = P(a) 
puisque P(e) = Ría). Cela s'obtient simplement en prenant x = œ dans la 
relation P(r) = (x —a)Q(z) + Rir) valable pour tout x appartenant à E. On 


en déduit qu'il y a équivalence entre le fait que œ soit une racine de P et le fait 
que X — a divise P. En effet, 


P(a)-0 <> Ба) =0 = R=0 €» P-(X-a)xQ. 


La démonstration est terminée. U 
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Exemples 
l. Le polynôme P = 5X* — 25 X +30 € RIX] admet la factorisation suivante 


P=5(X -2)(X - 3). 
On en déduit que P admet deux racines œ = 2 et œ = 3 puisque 


P(2) = P(3) = 0. 


2. Le polynôme P = X? + 1 de RX] n'admet aucune racine (sous-entendu 
dans Е). 


Exercice 4 Pour quelles valeurs de l'entier n le polynôme (X + 1)" — А" — 1 
est-il divisible par X* + X + 1 ° 


Il n'existe pas de méthode systématique pour déterminer les racines d'un po- 
lynóme de degré supérieur à 4. En revanche, il existe des types particuliers de 
polynömes dont on peut déterminer certaines racines (voire toutes) de maniere 
algorithmique. C'est le cas des polynömes à coefficients entiers dont on peut 
déterminer toutes les racines rationnelles. 


Racines rationnelles d'un polynôme à coefficients entiers 


soient P = Je ay KP un polynôme à coefficients entiers (a; € Z pour tout 
ke {0,1....,n}) et p, q deux entiers relatifs non nuls sans diviseur commun 
autre que 1 et —1 dans Z. Nous allons démontrer le résultat suivant : une 
condition nécessaire (mais non suffisante) pour que le nombre rationnel p/q 
solt racine de P est que p divise ` an et que g divise qx. 


D'aprés la définition, p/q est racine de P si Pip/q) = 0, autrement dit si 


) 2 gem ap 
ao a P as, +... а 2 tn = 0. 
g q q q 


En multipliant les deux membres de l'égalité par gq" on obtient que si p/q est 
racine de P alors 


z d = =й". (8) 


agg" + apg! ор" 
Remarquons que q divise le terme de gauche de l'égalité; il divise donc 
nécessairement le terme de droite —a,p". Comme p et q sont sans diviseur 
commun, il en va de meme de p^ et de q. Ainsi, puisque q divise —a,p^, il 
divise obligatoirement dp. On a donc établi que si p/q est racine de P alors 
q divise a, dans Z. 


[^1 , " d SW Sei ` 
c'est-à-dire que le reste de la division entière de p par ao soit nul. 
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Pour établir la seconde condition, il suffit de remarquer que l'égalité (8) 
peut s'écrire 


бо" = aypq" eee kanp + asp" 


et utiliser un raisonnement analogue à celui qui vient d'étre fait. Puisque 

p divise le terme de droite de l'égalité, il divise nécessairement le terme de 

gauche —agg". Comme p et q sont sans diviseur commun, il en va de méme 

de p et de g”. Ainsi, puisque p divise —ag4", il divise obligatoirement по. 

On a donc établi que si p/q est racine de P alors p divise œ dans Z. 
Voyons maintenant comment utiliser ce résultat pour déterminer les racines 
rationnelles du polynôme 


P =%X3 _— X* — X —3. 


Si P admet une racine p/q appartenant à О alors p devra nécessairement diviser 
(dans Z} œ = -3 et q devra nécessairement diviser (dans Z) аз = 2. Les 
valeurs possibles pour p sont done —3, —1,1,3 et les valeurs possibles pour g 
sont —2,—1,1,2. Si P possède des racines dans Q, cela ne peut être que les 
nombres rationnels suivants : 


3 l l 3 
—3, SC —1, "ar 5° 1. 5 et d 
Om trouve 
P(-3)2z-63, P(-3/2) = 5 P(=1) = =5, P(-1/2)- -3 


et 


Р(3) = —39, Р(3/2) =0, P(1)=-3, P(1/2)=- 


RJ | =T 


On en déduit que le polynôme P = 2X* — X? — X — 3 possède une unique 
racine dans Q qui est 3/2. 


On prendra garde qu'un polynôme à coefficients entiers n'a pas nécessairement 
de racine dans Q (c'est le cas par exemple de X? + 2), 


6.5.2 Multiplicité d'une racine 


Définition 6.15 Soit P un polynôme de KA]. 


X On dit que œ € К est une racine de multiplicité h de P s'il existe un poly- 
nöme Q de K|X] tel que 


P=(X-al"xQ et Q(a) #0. | 

| 

L'entier naturel h s'appelle alors l'ordre de multiplicité (ou la multipli- | 
cité) de la racine a. | 


X Dans le cas particulier oü h = 1, la racine est appelée racine simple de P | 


ct dans le cas où h > 1. la racine est appelée racine multiple de P. | 
a 
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Par exemple, si h = 2 alors e est une racine double, si А = 3 alors a est une 
racine triple. 


Exemple Le polynôme P = X? — X! — X? + 1 de R|X] admet une racine 
simple qui est —1 et une racine double qui est 1. En etfet, 
=— M Së 
P=(X+1W(X*Â Á- X? _- X +1) avec Qi(-1) #0, 
a, 5 
P-(X-—1YF(X?-2X?.-2X +1) avec Q4(1) #0. 


Proposition 6.7 Soit P € K[X]. Si les éléments e, .... Om de K sont des 
racines distinctes de P, de mulliplicilés respectives hy, .... Am. alors il 
1 eziste Q € K[X] tel que : 


P -(X-am)" х... х (Ха) x Q "EE (Пе - s] x Q 
iml 


avec Oto.) #0 pour tout i € {1 


Démonstration Elle s'effectue par récurrence sur le nombre m de racines dis- 
tinctes considérées. La propriété est évidente pour m = 1. Supposons la pro- 
priété vraie pour un entier m et montrons qu'elle est alors vraie pour l'entier 
m +1. L'hypothèse de récurrence est la suivante : si P est un polynôme ad- 
mettant pour racines distinctes sur K les éléments o4, .... 0,4 de multiplicités 
respectives hi, .... fèm. alors il existe un polynôme T € RIX! tel que : 


P = (X — a )^: X... X (X ча x T 


avec T(n;) x 0 pour tout i € [1,..., m]. Supposons que ce polynôme P ad- 
mette aussi pour racine sur K l'élément a+, de multiplicité h,, 4 1. Cela signifie 
qu'il existe un polynöme Р de KIK" tel que 


P= (X — Gent) pem: x Pont avet E CHEN = 0, 


ou, de manière équivalente, que (X — еа) divise P. D'après la factori- 
sation du polynôme P explicitée dans l'hypothèse de récurrence, on en déduit 
que (X — ет) divise nécessairement T puisqu'il ne divise aucun des 
polynómes (X — m)". .... (X — a)". Par conséquent, 


IQ € KIX] T = (X - amas 77" x Q. 


En combinant ce dernier résultat avec l'hypothése de récurrence, on aboutit à 
la nouvelle factorisation de P : 


P= (A u a; ^ X... X (X = dm)" x (X = Dei (sn x Q. 
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Il reste maintenant à vérifier que Oto.) = Ü pour tout ï € {l...., m + 1}. 
Commençons par considérer les éléments o... . . c. Pour tout entier i compris 
entre 1 et m, on a Tia;) x 0 (d'après notre hypothèse de récurrence) et 


T(a;) = (cr; = m4 eme X О(а;). 


On еп déduit alors que Q(a;) É 0 pour tout i € {1,2,...,m} puisque les 
éléments «кү, -... Can, Omar sont tous distincts, Interessons-nous maintenant à 
05,41. On vérifie facilement que le polynöme P... se factorise sous la forme 


Ps = (X 01)" x... x (X — om)" x Q 


avec ParilOme) = 0. On en déduit que (вул) x 0, ce qui termine la 
demonstration. r1 


Exemple Reprenons l'exemple du polynóme P = X? — Х X* - € EX]. 
Ce polynôme admet -1 pour racine simple et 1 pour racine double et 


IQERIX] P=(X+1)X 21) (X? À X +1) avec de mh 
-Q 


Remarque On déduit de là proposition 6.7 que : 
deg (P) = hi + ha +...+ Him + deg (G). 


Ainsi, la somme des multiplicités des racines distinctes d'un polynóme est in- 
férieure ou égale au degré de ce dernier : 


hi + ha +... А € deg (P) ` 


Par conséquent : 


- tout polynôme P € K[X] de degré n > 1 possède au plus n racines dis- 
tinctes ; 


— tout polynöme P € K|X] de degré n possédant n + 1 racines distinctes est 
nécessairement nul. 


6.5.3 Multiplicité d'une racine et polynomes dérivés 


Commençons par le lemme suivant. 


Lemme 6.1 Soit P un polynôme de K| X]. Si a est une racine de multiplicité 


h 1 de P alors œ est une racine de multiplicité h — 1 de P". 
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Démonstration Par définition, le scalaire a € K est une racine de multiplicité 
h > 1 de P si, et seulement si, il existe un polynôme Q, de K[X] tel que 


P = (X = a)" x Qu. 
En dérivant, on obtient 
P = hX- x Q, +(X — a)" x © 
= (X —@ "1х0, avec Q; = bh + (X — a) x Qi. 
et on уёгїйе que lon a 
Qola) = hQi(a) #0 car Qi(a) #0. 


On a ainsi exhibé un polynôme Qs € K[X] tel que P' = (X —a)^^! x О» 
avec (lala) = 0, autrement dit on a montré que a est une racine de P' de 
multiplicité h — 1. Li 


La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
scalaire soit une racine de multiplicité h d'un polynôme. 


Proposition 6.8 Soit P un polynôme de K[X]. Le scalaire œ € K est une 
racine de multiplicité h de P si, et seulement si, 


Pla) = P'(a) = Pita) =... = P^-U(ag) 20 et Ро) xé 0. 


Démonstration Elle s'effectue en deux étapes (implication et réciproque). 
Commençons par montrer l'implication. Si œ est une racine de P de multi- 
plicité h > 1 alors, d'apres le lemme 6.1, e est une racine de Р” de multiplicité 
А — 1. En réitérant le raisonnement, on obtient que a est une racine de P" de 
multiplicité h — 2, et ainsi de suite .... On obtient finalement que a est une 
racine de PFU de multiplicité 1 (c'est une racine simple} dont on déduit qu'il 
existe un polynôme Q € KLX] tel que 


P -U =(Х- о) х avec Q(a) #0. 
En dérivant, on obtient : 
PM = (Х-а)х +09 avec PU) (a) = Qa) # 0. 


Pour montrer la réciproque, on utilise Ia formule de Taylor. On suppose d'une 
que а est une racine de P, Pi. P". ..., PPTI, PPU et d'autre part que 
PU (o) x 0. On a alors 


—M—— FT 


pi) | Pih+1) Pin) 

= ax = a+ TT oam ++ er - a)" 
pU pure Pia) NEN 

= (X — a)" — Aat + 50 е) h 
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En notant Ç le polynôme entre parenthèses, on а: 
P-(X-—na)'xQ ауес Q(a) = Р (а) А! 


et le scalaire Gia) est non nul puisque, par hypothèse, P')(o) # 0. Ainsi а 
est une racine de multiplicité h de P. = 


Exemple Considérons le polynôme P = X? = ЗХ +2 € R[X]. Опа: 
P =3X*-3 et Р” =6X. 
P admet 1 pour racine double car P(1) = P'(1) = 0 et P"(1) = 6 Z 0. 


6.5.4 Relations entre coefficients et racines d'un polynôme 
Considérons un polynome P de degré 2 à coefficients réels 
P =asX2 4 aX ag avec ax S R^, п eE, m cR. 


Un résultat fait cas de relations entre la somme, le produit des deux racines (si 
elles existent) a; et aa de P dans R, avec ses coefficients as, a1, 00. Quelles 
sont-elles ? Pour les retrouver, il suffit de développer le terme de droite dans 
l'égalité 
aX? +a X ag = as (X — ei) (X — as). 

Aprés identification, on obtient les deux formules classiques (dites formules 
de Viete, du nom du mathématicien francais Francois Viète) : 

Ü Qj 

Œ] + ür = == et, Ou X (r$ = = 

da da 
Remarquons que les deux racines o, et e ne sont pas nécessairement distinctes. 
Par exemple, le trinôme P = 2X^—12X +18 de R[ X] admet pour unique racine 
le réel 3. Cette racine est double. Les deux racines œ, et às sont confondues 
(o; = oa = 3) et elles vérifient les formules de Viète : 

—12) 18 

ditas a EBEN mL) el aramide, 

2 2 
П est. possible de généraliser les formules de Viète an cas de polynömes apparte- 
nant à K|X] et de degré n avec n > 1. Pour cela, commencons par la définition 
d'un polynóme scindé. 


Définition 6.16 Un polynôme P de K[X] et de degré n est dit scindé sur 
K (ou scindable sur E.) s'il eriste SEK" et n scolaires oi, O2, .... o, non 
nécessairement distincts deur à deux appartenant à K tels que : 


P-B8l[i(ix-o). 
km] 
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VIETE, Frangois (1540, Fontenay-le-Comte - 1603, Paris). 


Juriste et conseiller auprès du Parlement de Bretagne (à 
Rennes) puis de Tours, Viète introduit les notations lit- 
térales utilisant des voyelles pour les inconnues et des 
consonnes pour les quantités connues. On lui doit aussi 
des travaux en trigonométrie, entre autre les expressions de 
cosina) et sin(rir) comme fonction polynomiale de cos(x) et 
sin(r) obtenues par des constructions géométriques. Durant 
la guerre contre l'Espagne, il offrit ses services à Henri IV, 
Roi de France et de Navarre, en décodant les messages (en 
écriture chiffrée) qui étaient interceptés. 


Il est évident que la notion de polynome scindé dépend étroitement du corps 
K considéré, comme on peut le vérifier avec les deux exemples suivants. 


Exemples 

l. Le polynôme Р = X? — 2 peut être considéré comme un polynôme de Q|X], 
R[X] ou C[X]. H n'est pas scindé sur Q. Il est en revanche scindé sur R et sur 
C car 


P = (X — VEK + V2). 


2. Le polynôme Р = 2X? + 2 appartient aussi à Q[X], R[X] ou C[X]. Il n'est 
scindé ni sur Q, ni sur R. Il est en revanche scindé sur C car 


P-2(X-i)(X-i) ave і = -1€ CXR. 


Lorsqu'un polynóme de degré n est scindé, il existe des relations entre ses 
coefficients et ses n racines. À titre d'exemple, intéressons-nous au cas n = 3. 
Soient 

F= as X? T ns X? +a; + ün 


un polynôme scindé de K[X] et ai, 09 et oa ses racines (distinctes ou confon- 
dues). En développant le terme de droite dans l'égalité 
a4 X? + ax X + aj X + as = ay (X — ar) (X — oa) (X — (t3) : 


et apres identification, on obtient 


22 
Œ] + (Ya + Œq = — — 
аз 


Е di 
(aj x aa) + (04 X aa) + (az х аз) = = 
3 

On 


C] X (ya X (03 = E 
3 
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Exemple Le polynôme P = 2X? - 10X?+16X —8 de R[X] admet pour racines 
les scalaires 2 (racine double) et 1 (racine simple) puisque 
Pü)-P(2-2P(2-0 e P"(2) #0. 


Parmi les trois racines œj. 09 et съз, deux sont confondues (a; = as = 2 et 
&3 — l)etona: 


—10 
did dd dos mamaqa] L ж... 
2 
16 
(ay X aa) + (ay X a3) + (aa x as) = (2х 2) + (2 x 1) + (2 x 1) = 7 
à 
a x ag x 03 =2x2x 1= GE 


Les formules reliant les coefficients et les racines d'un polynôme sont relative- 
ment faciles à retrouver pour n = 2 ou pour n = 3. Lorsque n augmente ces 
relations, au nombre de n, deviennent vite fastidieuses à écrire. Pour vous en 
convaincre, exercez-vous avec n = 4, puis avec n = 5. Dans le cas général d'un 
polynóme non nul de KIX] de degré n, 


P = ap + a X + a X" L... +a X" 


et scindé sur K, les première et dernière relations donnant l'expression de la 
somme et celle du produit des racines restent simples. On a: 


un 
& + eg +... + n = êb aj Xd XK... X On = [—1)"— 


Ep 


où oi, 09, oe r, désignent les racines (distinctes ou confondues) sur E. de P. 
On retrouve l'égalité de gauche (respectivement de droite) en développant lex- 
pression factorisée 


P =n (À — a (X = as)... (X — Om]; 
et en identifiant le terme de degré n — 1 avec a, (resp. le terme de degré 0 
avec ng). 
Exercice 5 Déterminer le nombre complere À pour que l'équation algébrique 
т? + 2r +8х+А=0 


ait deur de ses racines dont le produit vaut 2. 


6.6 Étude des polynömes de C[X] et de R|X 


Dans la pratique, les calculs s'effectuent généralement en considérant comme 
corps de référence le corps C des nombres complexes ou le corps R des nombres 
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réels. Nous portons ainsi une attention particulière aux polynómes à coefficients 
complexes dans un premier temps, et aux polynómes à coefficients réels dans 
un second temps. 


6.6.1 Polynómes de C[ X] 


Le théoreme suivant que les anglo-saxons appellent théoréme fondamental 
de l'algèbre est aussi appelé théorème de d'Alembert-Gauss, du nom du ma- 
thématicien francais Jean Le Rond d’Alembert (il fut le premier à l'avoir énoncé 
sous une forme complete; il en donna une démonstration peu convaincante) et 


du mathématicien allemand Karl Friedrich Gauss (il le demontra en 1799). = 


Théorème 6.4 (de d’Alembert-Gauss) Tout polynôme de CIX] de degré 


n > 1 admet au moins une racine dans C. 


Démonstration Admise. " 


D'ALEMBERT, Jean Le Rond (1717, Paris - 1783, Paris). 


Philosophe, ami de Diderot (avec qui il co-dirigea l'Encvclo- 
pédie) et de Voltaire, d’Alembert fut l'un des mathématiciens 
et physiciens les plus renommés du XVIII" siecle. Il entra à 
24 ans à l'Académie de Sciences comme adjoint astronome, 
puis, 13 ans plus tard. à l'Académie française. Son œuvre est 
considérable. Nous lui devons un théorie mathématique des 
cordes vibrantes. Son existence avait pourtant mal commen- 
cée puisque, nouveau-né, il avait été recueilli sur les marches 
de la chapelle Saint-Jean-Le-Rond, attenant à la tour nord de 
Notre-Dame, d'ou le nom qui lui fut donné. 


П résulte du théorème de d’Alembert-Gauss que : 
- tout polynóme de CIX] de degré n = 1 possede n racines (comptées avec 
leurs multiplicités ) dans С; 
— les seuls polynómes irréductibles dans C[.X] sont les polynómes de degré 1; 
tout polynôme non nul de CÍ X] est scindé sur С; 
On dit que le corps C des nombres complexes est algébriquement clos. 


Si on note oy, .... Am les m racines distinctes de multiplicités respectives 
hi, <> > Am. du polynôme P = ag + ai X +... + aX", alors 


m< n et hi +...+ ha = n, 


"1 Citons aussi l'ingénieur français Albert Girard (1595-1632) qui avait déjà énoncé ce théo- 
reme dés 1629, sans pourtant réussir à le démontrer. 


Un polynôme de СТА] de degré n possede ainsi n racines distinctes ou confondues, 
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et le polynóme P se factorise sous la forme : 
P = au (X - m" x...x (X = am NN ur DCE 


Il est à noter la présence du coefficient a, (nécessairement non nul puisque 
deg( P) = n) dans cette factorisation. On dit que l'on a effectué la decompo- 
sition de P en produit de polynömes irréductibles dans CIX). 


Exemple Les racines du polynôme unitaire P = X° = X? — X? +1 € C[X] sont 
—] (racine simple), j (racine simple). j (racine simple) et 1 (racine double). La 
factorisation de P en produit de polynómes irréductibles dans C[X] s'écrit : 


P = (X + 1Y(X UK -3(X - j). 


Exercice 6 1 - Déterminer les racines deuxièmes de 8 + Gi, puts résoudre dans 
C l'équation 
(Ej) i- (1 + is + 9-1 = 0. 


2 - On considere dans U l'équation 
(Es) iz? + (2i - 1)27 — (i + 4)z + 3(2i — 1) = 0. 


Montrer que si cette équation admet une solution réelle r alors cette solution 
vérifie 

r+4r+3—=0 

тэ + 272 =r+6=0 


Indiquer si l'équation (Ea) admet des solutions réelles. Combien l'équation (Es) 
admet-elle de solutions f Trouver toutes les solutions de l'équation (Ez). 


6.6.2 Polynómes de E[A] 


Puisque R est inclus, via l'injection canonique, dans le corps C des nombres 
complexes (voir p. 23), tout polynôme de R[X] peut s'interpréter comme un 
polynóme de C[X] et on peut lui appliquer le théorème de d'Alembert-Gauss. 
Ainsi, tout polynöme de R[X| de degré n possede n racines (distinctes ou 


confondues) dans C. 


Proposition 6.9 Soit P un polynôme de R[X]. Le scalaire œ € C est une 


racine de multiplicité h de P dans C si, et seulement si, & est une racine de 
multiplicité h de P dans С. 


Démonstration On commence par vérifier que si P € R|X] et si œ € C alors 


Pia) = Pia). C'est immédiat (la rédaction est laissée en exercice). D'après le 


250 Étude des polynömes de C[X] et de R[X] 


résultat de la proposition 6.8, le scalaire œ est une racine de multiplicité h de 


P si, et seulement si, Pla) = 0, PHa) = 0, ..., P^-D(a) = 0 et P™ (aœ) #0. 
En procédant par équivalence, on vérifie que l'on à pour tout entier k variant 
de Ü à А-1: 


— 


Ра) = 0 > pi) (а) =0 <= Ра) =Ü 


En s'intéressant à la dérivée h-iètne, on a 


Ра) #0 «=» Pia)g0 «e Pi^(a) #0, 
ce qui termine la démonstration. LJ 


Les racines d'un polynôme de RIX ` ne sont pas toujours toutes réelles. Par 
exemple, le trinóme 


P =aX2 +bX +c avec a.b cc R 


possède des racines réelles seulement dans le cas où b2 — dac > 0. Dans le cas 
oü b^ — dae < Ü, les racines appartiennent à C \ R. 


Contrairement au corps C, le corps R des nombres réels n'est pas algébrique- 
ment clos. Un polynôme P de R[X] de degré n n'est pas nécessairement scindé. 
Il l'est à la condition qu'il possede n racines réelles comptées avec leurs multi- 
plieites (c'est-à-dire n racines distinctes ou confondues). 


Polynómes de R|X] de degré impair 


Montrons qu'un polvnóme de degré 3 à coefficients réels possède au moins une 
racine réelle. 


Considérons dans un premier temps le cas où P admet trois racines distinctes 
т. Cro, 03 dans C x R. Puisque par hypothèse le polynöme P a tous ses coeffi- 
cients dans R, on a: 


Pla) =ü = Pla) =0, 


ce qui signifie que m est une racine de P. Elle appartient à C VE et elle 
est distincte de ску puisque Imlo) x 0. La racine тү est nécessairement une 
des deux autres racines de P. On a donc as = ff; ou æa = wi. Sans perte 
de généralité, on suppose que œ = aj. Il reste alors la racine сз. Procédons 
comme pour la racine or. Puisque P € R[X], on a : 


Р(оз) 50 <= Pa) = 0. 


Ainsi 73 est aussi une racine de P. Puisque &3 est nécessairement differente 
des deux autres racines aj et An. la seule possibilité est que ra soit égale à 
бз, c'est-à-dire que a3 soit réelle. Le polynome P possède donc (au moins) une 
racine réelle. 
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Considérons maintenant le cas oü P admet dans C une seule racine œ de mul- 
tiplicité 3, Puisque le polynóme P est à coefficients dans K, on a 


Pia)=0 = Pía)-0. 


Ainsi, & est aussi racine de P. On a alors nécessairement à = a, c'est-à-dire 
a £ R. 

Considérons enfin le cas ой P admet deux racines distinctes oq et œ dans C, 
avec oq une racine simple et œ; une racine double. Alors puisque P € R[X], à 
est nécessairement une racine double de P. On en déduit nécessairement que 
To est égale à œ (le contraire est impossible car P est un polynôme de degré 
3), c'est-à-dire que as € R. 


Plus généralement, on à le résultat suivant (dont on admet la démonstration). 


Proposition 6.10 Tout polynóme de R[X] de degré impair admet au moins 


une racine réelle. 


Polynömes irréductibles dans E| X |. 
Les polynómes irréductibles dans R[.X] sont : 
les polynomes de degré 1, c'est-à-dire les polynómes de la forme 
aX +b avec GER" et БЕК, 


les polynömes de degré 2 ne possédant aucune racine réelle, c'est-à-dire les 
polynômes de la forme 


aX"+bX +c avec a E R", be R ce R et b - dae < 0. 


On montre facilement que tout polynôme de R[X] de degré supérieur ou égal 
à 3 est nécessairement réductible. 


Factorisation irréductible dans ВХ. 
Considérons un polynôme P de R[X] de degré п 


Р=а+аХ +а»Х?*+...+ам„Х". 


D'après le théorème de d'Alembert-Gauss, P possède n racines (distinctes ou 
confondues) dans C. Nous ne nous intéressons ici qu'aux racines distinctes. 
Supposons que certaines de ces racines soient réelles. Notons-les c, бїз, ..., 
dm et notons hi, Ао, ..., Am leurs multiplicités respectives. Les autres racines 
appartiennent nécessairement à C \ Ë (c'est-à-dire elles ont des parties ima- 
ginaires non nulles). D'aprës la proposition 6.9, nous pouvons les classer par 
couples de racines complexes conjuguées (81,8, bh. (as AT See (Bm Bail de 
multiplicites respectives 51. 52, ..., Sm. On a nécessairement : 


А + hs +... БА + 2(8 dass... | = mn 
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et le polynôme P se factorise sur C de la manière suivante : 


kel k=1 


P = ax [He = so") x | [[ — a9" (X - A)" 
as, ns" 


racines dans R racines dans € VR 


Pour tout entier ÉE variant de 1 à m’. on vérifie 
(KANN) = X? - (8 + år) X + Br 
= X’. 2 Rel + TE |>, 
d'où (X — AK = 94) € RIX] puisque Rel) et |ie]? appartiennent à R. Par 


conséquent, la décomposition de P en produit de polynomes irréductibles dans 
R[X] s'écrit : 


Ge (IIo - so") По nx + qe)" 
kal 


k=1 


oü, pour tout entier k variant de 1 Am, le polynôme X? + p; X + qu de RIX] 
vérifie p? — 49. < Ü et admet 8, et 3, pour racines dans C. 


Exemple Reprenons le polynôme P = X? — X? — X +1. П appartient à R[X]. 
Ses racines dans R sont —1 (racine simple) et 1 (racine double). Ses racines 
dans C sont —1, j et j (racines simples) et 1 (racine double). La factorisation 
de P en produit de polynômes irréductibles dans C[X] s'écrit : 


P =(X +(X - 1) (X DK - j). 
Développons le produit (X - МХ =j). On a 


(X —1(Х - j) xX? —(j+j)X +j x j 


X? - 2Re(j) X + li 
X3 4 X +1. 


La factorisation irréductible de P dans RIX ` s'écrit ainsi 


P =(X +1](Х = 1Y(X? + X + 1). 


Remarque Certains polynômes P de R[X] ne possèdent aucune racine réelle, 
C'est le cas par exemple de P = X?! +1. Les racines sont toutes de partie 
imaginaire non nulle. Elles peuvent toutes être classées par couples de racines 
complexes conjuguées (31,9): (22 34), .... (Im. mr). En notant 83, ..., Am 
leurs multiplicités respectives et n le degé de P, on a alors : 


dar F 82 +... tam = n 
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et la factorisation irréductible de P dans R[X] s'écrit : 


m” 
P = an [QC + mX + g)" avec på 4g, < 0 Vk € (1,..., m'} 
k=l 


où, pour tout k € {1,...,m'}, le polynôme X? + p. X + gz de RIX] admet Зь 
et 3, pour racines dans C. Par exemple, la factorisation irréductible de Х + 1 
dans CT XT s'écrit 
yi +l= (X — AK SS gla 4 X —e unity v _ е nt 
On a les égalités suivantes : 
(X - ex — ed) x? VIX +1, 
(X = ах . e 137/44 = x? J- „Ох + 1. 


On еп déduit la factorisation irréductible de X* + 1 dans R[X] 


Xt +1 = (х2 — VOX + (X? + VOX +1). 


Exercice T Donner une factorisation irréductible dans ВХ | des polynómes 
1-P-X*-41, 

2-Q= X" + X + 1, 

9- R= X° — 2Х? cosy + 1 avec pe [б,т|. 


6.7 Exercices de synthèse 


Exercice 8 Soit n un entier naturel non nul. 
I - Résoudre sin = 1 = 0 dans C. On notera zo. 21. 22,..., 244, les meines. 
En particulier, préciser les valeurs des qualre racines za, Za, Zan € Zan. 


H=] 


2- Vérifier que: Yne N° ҮЕС 1-2" = (1- z) ee 
k=0 


3 - Montrer que pour tout ri € N° et pour tout z € C on a l'égalité suivante : 
n=l m=] 
k kr 
>. 248 = П (>? — fiz sin = — 1) (22 + 212 sin — — 1) : 
= = 2n 2n 


n—1 
; ka vn 
4 - En déduire que : IL In = зат: 
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Exercice 9 On appelle polynómes de Bernoulli [es polynömes (Be nen définis 
par 


I - 
Bg m1 et vn zl | B, -nB, et Í B, (а Мі = 0 ) Í 
n 


où pour tout n > 1, B, désigne la fonction polynomiale associée à Ba. On 
admelira que pour tout n € M. B, est un polynóme normalisé de degré n et à 
cocfhecients dans Q. 


I - Calculer Ву, Ba, Ba et Bi. 
2- Montrer que : vn 22. B,(0) = Bell). 
3-Pourn 2 1 et x € R, on pose Gt: г) = Balz + 1) = B, zx). Montrer par 


récurrence que 
Vo zl Q„= nX". 


4- Pourn 21 et k 2 1, on pose Sk = 1 + 27 +3" +... + k". Déduire de la 
question précédente que 


e 1 = = 

Sun = — (Barılk+1)- Beat). 
- Calculer Sk 1, Ska et Ska. 

6 - Montrer par récurrence que : 


YneN vreR B,(1-zz)-(-1Y' B,(zr). 


Pour fout n € N, on pose h, = Ba B, (0). Ces nombres sont appelés nombres de 
Bernoulli. Déduire de ce qui précède que Борт = Ü pour p 2 1. 


T- Montrer que : 


n! 


VreR vyeR But (r +v) - Ус B,- dach" où Ch = mn 


keep 


8 - Vérifier que: VrER B,(x) = Co bës A Cober" 


ke 


n—1 


vVnz2 A Ch: 


=T) 


Exercice 10 On considère n +1 points M; de coordonnées (x; yj) oü j € 
[0.1..... n) et où les x; sont tous distincts. On cherche à interpoler les points 
Ada, Ma, .... Mn par une fonction polynomiale. On va pour cela chercher 
un polynome P € R[X] dont la courbe représentative passe exactement par les 
n + 1 points My, Mi, M, ce qui revient à écrire 


Vj {0,1.....пр P(z,) =j. 
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1 - Montrer que s'il existe un polynôme P € RIX] de degré € n tel que P(z;) = 
у; pour tout j € (0,1...., n), alors il est unique. 


2 - Pour i € [0,1,..., n] firé, déterminer l'unique polynôme L; € R|X), de 
degré € n qui vérifie L (zi) = 1 et 


vj € [0,1,....n] (is = L(zj)=0). 


3- En déduire l'expression du polynôme P € ЕХ! de degré < n solution du 
probléme d'interpolation. Le polygnóme P est appelé polynóme d'interpolation 
de Lagrange des т +1 points Mo, M1,... M. 


4 - Application : déterminer le polynóme d'interpolation de Lagrange des quatre 
points 
Adel L.A AGD O) — Mg(1,1) et M3(2,0). 


6.8 Solution des exercices 
Solution de l'exercice 1 
1 - On vérifie que l'on à 


As = Х?віпф – X віп 20 + віпф =  X?sinó — 2X sinócosó + sind 
(X* — 2X cos ó + 1) sin $ = B sin ó. 


Effectuons la division euclidienne de Az par B. On a 


As = X sinó — X sin gå + sin 2 X* —2X cos + 1 
—( X? sind — 2X? sin ò cos o + X sinó) X sin ó + sin 24 = Q4 


2 X7 sin ó cos ó — X (sin 36 + sin ó) + sin 22 
= X? sin 26 — 2X sin 26 cos d + sin 26 
-( X? sin 26 - 2X sin Ze cos ф + sin 20) 

Ra = 0 


c'est-à-dire, Aa = ВОХ sind + sin 20). Effeetuons maintenant la division eucli- 
dienne de A4 par B = X? - 2X cos ò +1. On a 


Au = X" sing = X sin dé + sin 3⁄4 B 
—(X* sind — 2X? sin d cos + X? sin à) Xf sing - 
2X3 sin $ cos ó — X Tsing — X sindo + sin Zo + X sin ich 
= ХЗ sin 26 — X? sind = X sin dé + sin Zo + gin 3d 
—{Х sin 26 = 2X? sin 26 cos ó + X sin 24) = Qi 


A^(2sin 20 cos o = sind) = X (sin 2ф + sin АФ} + sin Zo 
= X? sin 36 — 2X sin 36 cos ó + sin 3⁄5 
—( X? sin 36 — 2X sin 34 cos ó + sin 36) 


R; = 0 


c'est-à-dire, A; = B( X? sind + X sin 2Ф + sin 36). 
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2 - D’apres la question précédente, la propriété est vraie au rang 2 (nous avons 
méme vérifié qu'elle était vraie aux rangs 3 et 4) Supposons-la vraie au rang 
n, c'est-à-dire supposons que A, = B, (c'est l'hypothèse de recurrence) et 
déduisons-en qu'elle est vraie au rang n + 1, c'est-à-dire que Anti = Во, 41 
ou 

B(X"-! sinó-- X" *sin29 +... + Xsin(n — 1)ф + sin nd) 


= X"H sin ó = X sin(n + Dt + sin nó. 
Commençons par faire apparaitre (Q, dans l'expression de Qaar. On a 
Out = ХО + sin nà. 
Caleulons maintenant BO... On vérifie 
Blur = FAQ + sin né) = À FO, + H sin ng. 
Or, BO, = An. Ainsi 
Bons = X(X"sino — X sln nd + sinim = Ui 


+(X? — 2X cos à + 1) sin nó 


= APH sing X (Zeos dein nó — sin(n — 1)9] + sinn = А1 


car 2cos o sin ro = sinjn = Le = sin no cos @ + sin $ cos ru = sinin + 1). 


Solution de l'exercice 2 
Étape 1 : par hypothöse, on a supposé m > p. Effectuons la division euclidienne 
de A,, par H,. On obtient 


Am = Bak + Ву avec Hy = a X7 P a. 


51 т = p alors le reste ft est nul (He. Aj est divisible par Bp). 


Supposons maintenant m > p. Side plus m—7p < p, tr, si p < m < 2р, alors 
la division est terminée et le reste A, est non nul (Am n'est pas divisible 
par 5,). En revanche, si m = p > р, Le, si m 2 2p, alors on doit poursuivre 
la division. 


Étape 2 : supposons donc m z 2p et poursuivons la division. On obtient 
Am = Bel HTTP + of XY m + Hz avec Ro = aP XE — д", 


- 5i m = 2p alors A, = 0. 


Оп suppose maintenant m > 2p. Si m —2p < p, te, si 2p < m < Зр, alors la 
division est terminée et Ro É 0. En revanche, si m — 2p > p, te, sim 2 Зр 
alors on doit encore poursuivre la division. 


Étape 3 : supposons done m > 2p et poursuivons la division. On obtient 


Аш = ВХ" + aP X X 4 Ra амес Ra = aP — а". 
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Si m = Зр alors Ha = 0, 


- On suppose maintenant m > Ip. Si m —3p < p, Le, si 3p < m < dp, alors la 
division est terminée et Лз É 0. En revanche, si m = 3p 2 p. i.e, si m z 4p 
on doit encore poursuivre la division. 


On obtient à l'étape 4 que lorsque 3p € m < 4р, 
Am = Bp ATF + gp ATI + п?р y m—3p L P Kete) à R. 


avec R = ar Xm-4p — a”, Soient oe = a Q < £ < p — 1, les racines 
complexes du polynôme X? — aP. Puisqu'elles sont simples, une condition né- 
cessaire et suffisante pour que BH, = X? — aP divise Am = X" — am est que ng. 
O1, =... (p, soient aussi racines de X" — a". On vérifie 


(a) atm tem a L1) =0 <= m/p-k avec КЄМ, 


Ainsi, une condition nécessaire et suffisante pour que Am = A" =œ” soit 
divisible par B, = X? — aP est que m = kp avec k € N. D'après ce qui précède, 
on obtient 

Or = Д-Р. QPXm-2p TM + аб ЮР тр 


Ri = gër X m kp | a 


Am = "a + Rk avec | 


si kp € m < (k + 1)p avec k £ N. 


Solution de l'exercice 3 


Soit P un polynome de degré m. Appliquons la formule de Taylor. On a 


P = P) + POX - 1) + PU EX scu loy _ 1)" 


Or P(1) = 3, P'(1) = 4, P"(1) = 5 et PU (1) = 0 pour tout entier n supérieur 
ou égal à 3. On en deduit alors trivialement que 


5 "EE D 3 
P=3+4(X-1 -(X — l) =<X* — X +=. 
3 + 4( ) + zl "7 X 5 


Solution de l'exercice 4 
Considérons dans un premier temps le cas où n = 0, puis le cas où n = 1. 
- Sin = 0 alors (X + 1)? = X? — 1 = —1. Son degré est inférieur strictement 
à celui de X? + X + 1: il n'est donc pas divisible par X? + X + 1. 
- Sin = 1 alors (X + 1! - X! — 1 = 0. Le polynôme nul étant divisible par 
n'importe quel polynôme, il est done divisible par le polynôme X2 + X +1. 
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Supposons à présent n > 2. Les racines du polynôme X2 + X +1 sont j et j avec 
je On sait que j? =j = j^!. De plus on vérifie facilement que j* = 1 ou 
plus généralement, pour tout € N, on a j#* = 1, j#*+H! = jet j3*+2 = j? = j. Dire 
que le polynôme P = (X + 1)" = X" — 1 est divisible par X? + X + 1 équivaut 


à dire que j racine de P ou j racine de P (puisque P € R[X]). Caleulons РО) : 
Р(ј) = (+1) -j"-1=(-1)"#" =j" -1 


où on а utilisé que j + I = —j*. Posons п = 3k + r avec k € N et r € f0.1.2). 
Par conséquent j" = j" et 


Pi) = е peter ES d SÈ 


Nous procédons maintenant à une discussion sur r : 

Le premier cas r = Ü est impossible car Pj) z(-1)*—224 0. 

Le deuxième cas r = 1 conduit à Pij) = (-1)#+122 — 3 — 1, Une condition 
nécessaire et suffisante pour que DU) = Dest (-1)9**! = 2) ie., 3k pair, 
Le, k = 2р avec p € N. On еп déduit alors que n = Gp + 1 avec p € M. 

Le troisième cas r = 2 conduit À Pü) = (tij j2 — 1. ч condition 
tit et suffisante pour que DU) = О est (—1)8&+2 = —1, ie., 3k impair, 
, k = 2р + 1 avec p € N On en déduit alors que n = Go + 5 avec p € N. 


Solution de l'exercice 5 


On note P le polynöme défini par P = Х + 2X? +3X + À On note aj, œ et 
da les trois racines de P. Ecrivons les trois relations entre les coefficients et les 
racines de P. On a 


O + Cka + dea = 2 
(G3 + is + Cata = A 
Cry katta = —À 


Par hypothèse, le produit de deux de ses racines (prenons par exemple a, et 
(ka) vaut 2, c'est-à-dire ajar = 2. On réécrit alors la deuxième équation sous 
la forme aj + as = Lies, En injectant l'expression de e, + oz dans la première 
équation. on obtient 


ajt2astl=0 € (аз + 1)? =0 


On en déduit оз = —1, d'ou À = 2. Remarquons que l'on à ming = 2 et 
a + œŒ = —l. Les deux autres racines cy a do sont racines du polynôme 
X? + X +9. On en déduit les valeurs œ; = (—1--iv/7)/2 et œ = (-1- iv/7)/2. 


Solution de l'exercice 6 


l - Les racines deuxièmes de 8 + бї sont les complexes de la forme a + ib où 


Jab = 6 
a? 4 62 = ID 
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Ce système admet pour solutions les couples (a, b) suivants : (3. 1) et (—3, —1). 
Les deux racines deuxièmes de 8 + 6i sont donc á = 3 + iet = —3— i. Le 
discriminant de l'équation (Е } vaut 8 + Gi. On еп déduit que les solutions de 
l'équation (E, 1 sont 


EUER e el TEE а 


Р 21 Š 21 


2 - a) Supposons que le réel r soit solution de l'équation (Ез). On a alors 
ir? + (21 — 1)r? — (4 + i)r + 3(2i — 1) = 0, c'est-à-dire 
(г + dr + 3) 4 i(r? К 272 — r + 6) = D. 


Deux nombres complexes étant égaux s'ils ont méme partie réelle et meme 
partie imaginaire, r est solution de l'équation (Eo) si, et sculement si, il est 
solution du système 


Ü 
Ü 


, ri+4r+43 
(S) | e EIST ET: 


H 


b) L'équation (Es) admet une solution reelle si le systeme (5) admet une 
solution. Considérons la première équation de ce système. Elle admet deux 


solutions réelles qui sont rj — —1 et r3 — —3. On a rå + 2r? = r + 6 = 8 = 0 
et rå + 2r3 — ro + 6 = 0. On en déduit que le système (S), et par conséquent 
que l'équation (Ex), admet une unique solution réelle ra = —3. 


c) Les solutions de l'équation (Eg) sont les racines du polynôme P € C[X] 
défini par 
P = iX* + (i = 1)X* - (i + 4)X + 3(2i — 1). 
Ce polynôme est de degré 3. D'après le théorème de D’Alembert, il admet 3 
racines, comptées avec leurs multiplicités, dans C. Puisque —3 est racine de P 
(d'après la question b), il existe un unique Q € C[X] tel que P = (X +30. On 
obtient l'expression de Q, par exemple. en effectuant la division euclidienne de 
P par X +3 (on peut également procéder par identification) : 


Q = iX? — (i + 1)X + (2i — 1). 


D'après la question 1, Q admet pour racines s; = 1—21 et ss = i. On a donc 
la décomposition en produit de facteurs irréductibles suivante pour P € CIX] 


P UX +3)(X — (X — (1 — 2). 


On peut finalement conclure que les racines de (Es) sont —3, i et 1 — 21. 


Solution de l'exercice 7 


l - Première méthode : dans C. les racines de X +1 sont eil - 5E) avec 
k € (0.1,..., 5]. Le polynôme Р se factorise alors dans C[X] sous la forme 
irréductible 


P= ( X — eit! X — SEW = ei" X = e SI = SCC g Bs/ëi 
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dont on déduit la factorisation irréductible dans BI XT suivante 
P-(X*!—XV341(X? + X? + ХУ/З + 1). 


Deuxième méthode : 


X*-X*'-X*-X*- X* +1 

= KUNT KE lt KS X +1 

= (X? +1 Xt- X? +1) 

= (X2+1)(X!+2X?+1-3X!) 

= (X2+1)((X2 +1)? -3X°) 

= (X? HIK? 3X + IMKE + VEK +1). 


Р 


2 - Première méthode : en posant Y = X, le polynôme Q = X + Хі +1 
s'écrit Y? + Y +1 dont les deux racines (complexes) sont j et j. П convient alors 


de calculer les racines quatrièmes de j et celles de j. Les racines quatriemes de 
j sont les nombres complexes 


т kr me т kr 
zk = СОЯ E + =) + i sin (5 + =) avec ke {0,1,2,3}, 


c'est-à-dire les nombres complexes 


TUE TT , — Ab 76 
о = MUR Cu = BEA =), z =е туб et zs = е 


Leurs images sont reprösentees sur la figure ci-dessous par des disques noirs. 
і 


Les racines quatriemes de j sont les conjugues imi l 


des racines quatrièmes de j. Autrement dit, les 
racines quatriemes de j sont les complexes 


E 


= ihn få = im fi 
Fa =en" et, 


Leurs images sont représentées sur la figure ci- 
contre par des disques blancs. | 


I 
П suffit alors de factoriser, puis de regrouper les complexes conjugés deux à 
deux. On obtient la factorisation irréductible de Q dans R[X] suivante 


Q = (X— gir/dy X _ e im/3y X са ox = DX = emûy X m e Inm 
x (X = el /8 (x = e ior /6) 
= (X*- X+1)Y(X2+ X (X? = VEK + IKE + /3X + 1). 
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Deuxième methode : 
Q = X542X*'41- x! 
= (X!+1)? Хі 
= (X1+X2+1)(X*- x2+1) 
= (X*42X*-c1— X?) X* 2X? + 1 — 3X!) 
= ((Х +1) = X7) ((X? + 1) - ax?) 
= (X? -X HINKE +X INKE VEK + IKE + VEK +1). 


3 - On commence par poser Y = X?. Les racines de Y? — 2Y сову + 1 sont 
ef et e^*, Pour obtenir les racines dans C du polynôme R. il suffit alors 
de résoudre les deux équations X? = е et X? = erk, Les solutions sont 
etiv/3. eieiei? et e#i(e-2wM3 On en déduit alors la factorisation irré- 
ductible de R dans R[X] suivante 


m 3 
R = (X? - 2X cos +1) (x? - cos 2t = +1) 


" (x? - 2x co 21 +1). 


Solution de l'exercice 8 
1 - Les racines dans C de l'équation 24% — 1 = 0 
sont 

zk = gider /2n 
avec k un entier variant de Ü à dr — 1. En par- 
ticulier, 


20 = 1, Zn — i, Zän — =] et db — =]. 


Опа: 
20) = 29 = Eh = 23„ = 1. Zan 

2 - Pour vérifier l'égalité sin — 1 = (21 — DRE: 24 pour tout z € C et 

pour tout n € №, il suffit de développer le terme de droite. Remarquons que 

si z € (1,i, -1, ~i} alors = zik = n. Sinon, par sommation d'une suite 


géométrique de raison z* et de premier terme 1, on obtient 


ri Â 1 


"m FIN N 
2 #7 => (лес. 
kei 


Кей 


3 - Considérons le polynôme P € C[X] défini par P = X!" — 1. Ce polynôme 
admet 4n racines distinctes sur C. Elles ont été calculées à la question 1. Son 
terme de plus haut degré ayant pour coefficient 1, la décomposition de P en 
facteurs irréductibles dans C s'écrit : 
dri — I 
Vin = | = П (X = grim 
kil 
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Réécrivons cette factorisation sous une autre forme. Procédons pour cela en 
plusieurs étapes. Commençons par extirper les deux racines réelles zg = 1 et 


zan = —1. En remarquant que (X — 1)(.X + 1) = X? — 1, on obtient 
En] КЕЕ 
дїп L J (x? — 1) П (X — giri in П (X = ed an. 
ki k—2Z2n-4-1 
K=4n-k 


Comme indiqué sous l'accolade, on effectue le changement d'indice & = An — k 
uniquement. dans le deuxième produit. On a 


an—1l 1 ni 
II iX- ger /dn 28 H (X - mE K ye/2n - - [I | Y - e I я/дну 
kezn-4-1 k'—2n-1 Kl 


Puisque l'indice E est muet, il peut être remplacé par k. On obtient 


An - 1 zn—1 

Kin — 1 == (X* mu 1) TI (X " P auis II (X = e 197/28) 
k—1 km] 
Zn 


-1) П en а 


Extirpons maintenant les racines imaginaires pures 2, = i et Zan = —i. En 
remarquant que (X — iM X + i) = X? + L, on obtient 


nl 
Win 1 = (x° _ bx? +1) Ho : plot inc ү — e ія) 
buet 
Ké EE 1 Š i 
2n-—1 
x II ( M = lr Zn HX E Pan, | 
Кеп 1 


k' = 2п — К 


Comme indiqué sous l'accolade, on effectue le changement d'indice H = 2n — k 
uniquement dans le deuxieme produit. On a 


1 
= II (X — elink inr _ ТЕТЯ у WE 
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L'indice k' étant muet, on le remplace par К. On obtient ainsi 


ni 
Kin —1= (X^ = 1) П (Х = gez /2myc Y _ Dee See E 4 "түң + gite fan 
k=1 


En remarquant que 


(Kern Aere) = x! AX sin ZZ -1, 
Tt 
eer: : ÅR 

(X + gran y SÉ a rimi = x? + 9i X sin 3 — 1, 
n 


on obtient 
in 4 du ауле. ЁТ 2. ma ET 
Kin —1 = (x* - 1) [[ (X? х sin = — (X? + X sin — - 1). 
eer Zn 2n 
Enfin. d'aprés l'égalité établie à la question 2, on obtient pour tout z £ C, 


n-1 n=] Le kx 
- Ziz siti =Â — 1 21 — — 1}. 
27 "A r iz sin = )(z2 + 2iz sin m d 


4 - П sulfit de prendre z = 1 dans l'égalité démontrée à la question 3. 


ne] =] 
È ka 
пе М" n= П (-2isin =) x (жя F) = 9209-1) П sin* =, 
=1 


k=1 


dont on déduit 


Solution de l'exercice 9 


En préambule à l'exercice, bien que cela ne soit pas demandé, on vérifie que, 
pour tout n € N, le polynôme B, (de degré n) est à coefficients dans Q et 
normalisé (son coefficient de plus haut degré vaut 1). Le cas n = Dest immédiat 
car Bo = 1. On suppose (hypothèse de récurrence) que B, = 8^7 4 b, Xk avec 
by, bi, .... b, appartenant à "Т? et b, = 1, et on pose 


n+l n+l п 
Ben = Y "aX. On a alors В’, = S a Ee = y ` rl + UX 
ES k=1 k” =Ü 


oü on a effectué le changement d'indice А = k-1. La relation B, = (n+1}B, 
qui s'écrit aussi BL. = (n +1) 8„ = 0 donne 


n 


Y (ак: (k + 1) — (n + Db) X* = 0. 
k-ü 


204. Solution des exercices 


On еп déduit que ax, = (n+ 1)bk/(k+ 1) pour tout k € (0,1,..., n} puisqu'un 

polynöme est nul si tous ses coefficients sont nuls. On conclut alors que les 

coefficients aj, à2, ..., бу appartiennent à © puisque les coefficients by, b, 
, ha appartiennent à Q. On a aussi gan = h, = 1. Par ailleurs, 


1 1 /nl n+ n+l 
rj | = k EN - 
Í B, Gorda = Í E KT E = Kë GE de) = Aa ri Tai Ges 


kd &- 


1 n+l 
Ür d Ba, (ada = 0. Ainsi, пу = — A CR. ce qui implique do € Q. 
0 kd k + | 


l - On trouve 


B= X-1⁄2, Bj- X* X 4 1/6, 
B; = X?—3/2X* -1/2X, Bus X! — 2X3 + X? — 1/30. 


2 - La démonstration s'effectue par récurrence sur n. Le cas n = 2 est immédiat 
puisque d'après le calcul précédent 


B4(0) = 1/6 = BA) 
De l'égalité B5 ,, = (n + 1), on déduit ` 


Bald) — Bu+1 (0) = | B, у у(т)йт = (n + d Balede. 
0 ü 


| ч 
or f B,(r)dr-Ü pour tout n z 1. Donc Bull} = = B, (0). 
ü 


3 - On vérifie que Yn 2 1, Qa =n X"! par récurrence sur n. Le cas n = 1 est 
immédiat. Supposons que Q, = n X" | (c'est notre hypothèse de récurrence) 


et considérons le polynóme Ün +ı tel que Q, fx) = Baule + 1} — B... (z) 
pour tout z € R. En dérivant l'égalité Onsılr) = B... (z +1)— B, (z), on а 
rl) = BLa(z 1) - Br) 


= In+ LBS (a ! 1) = in + 1) B, (z) == (n + Çn (т), 


c'est-à-dire 
Qayi = (n + Uni" 


d'où Gur = (n + LX + 3 oü 3 est une constante à déterminer. Puisque 
Qn+1(0} = B, (1) — Bay (0) = 0. on obtient 3 = 0, ce qui termine la récur- 
rence. 


4- Опа: Qual) — ] et on vérifie que 


Qn41(2) = (n+ Un, Qua(3 2(n-19*, ..., Qua(k) = (n + In. 


: h 
"Pour toute fonction f dérivable sur [a,b] on a f(b) — fia = [ F iride. 
d 
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Un en déduit que 


n ONT fl __ 1 к ^ ' ge = 
LAAJ dm (бъ) + Q a9) +... + Quat). 


Ainsi, 
| г "e T i 
Sen = = у 1 (Q. (1) + Cn+1l2} +... + Öu+1(k)) 
{у= _ uu | 
ü n4 r (B. (2) - Brill) + B,+il3) — Brila) +... 


+Burılk +1) = Boal) 


1 2 = 
= — (Errik +1) - Bau). 


5 - En utilisant les résultats de la question 1, on trouve 


: . =ï d s í „д 2 
(Dk ç HERDER a a, Ern? 


Su = 5 5 x 1 
6 - Le résultat s'obtient par récurrence sur т. Le cas n = О est immédiat puisque 
Bo = let (-1)) = 1. Supposons que B.(1- z) = (-1)* B, (x) pour tout т 
appartenant à R (c'est notre hypothöse de récurrence). On obtient en dérivant 
l'application z € R — Bea: (1 — x) par la formule de dérivation des fonctions 
composées 


(Band - z)) = =B! (1 - z) = —(n + HAD — z) 


car les polynömes de Bernoulli vérifient B5 ,, = {п + 1)Ba. En utilisant l'hy- 
pothese de récurrence, on obtient 


(B. al = (-1)"t!(n + 1)Й„(т) = (лут: (B. | dell 


On en déduit que pour tout r € R, Brill =x) = (71) * B (х) +a ой а 
est une constante à déterminer. Cela implique que 


L. і ` 
/ Bu = туйт = Ca va / B,(r)dr + a. 
Jn А 


L'intégrale du membre de droite est nulle (c'est une des propriétés des polv- 
nömes de Bernoulli). Celle du membre de gauxhe est nulle aussi puisque en 
effectuant le changement de variable y = 1 — z, on obtient 


і _ es 
/ Bill = ride = J Das iiy idy. 
0 d 


Ainsi, œ = Ü. On a par conséquent démontré que pour tout entier naturel T, 
Bell — x) = (-1}" Balx) et ce pour tout x € R. En particulier, en prenant 
zr = (0, on a Н ñ 

B,(1) = (—1)" B, (0). 


00 Solution des exercices 


Ainsi, B, (1) = B, (0) si n = 2p et B, (1) = - B„(0) si n = 2p + 1 avec p € №. 
En combinant ce résultat avec B. (0) = B,(1) pour tout n = 2, on en déduit 
que bast = Ü pour tout p > 1. 
7 - D'après la formule de Taylor, on a 

- n Bi (r) ‚ 

Balz +0) => "oi, 


k-ü0 


I] suffit alors de vérifier que BI (a) = B, KIT, c'est-à-dire que 


n! 
(n — EH 
Bi* (r) -nxí(n—l)xí(n—-2)x...x(n—-k- 1)B, sr. 


Partant de la relation B; = n.B,.4 définissant les polynómes de Bernoulli, on 
trouve successivement 


BE = пх(п-1)В._2 
BY = nx(n-li)xi(n-2)B, 4 
БЇ! = nxín-1)x(n-2) x... x (n= k + B, s. 


Qn aurait pu démontrer ce résultat par récurrence. 


Я - La premiere égalité s'obtient en prenant x = 0 dans l'égalité 
n 
Bal + y) = > CL B, .(z)y 8 
men 


La deuxieme s'obtient en effectuant un changement d'indice dans la sommation. 
Par ailleurs, 


fi n=l m= Ï 
Bn (1) =Y Cibe = УСК + ba = Y Choe + В„(0). 
kei k=) H; = (Ï 


От Bull) == Dun dès que n > 2. Ainsi, pour tout n = 2, 


n—1 


Y cb. = Ü. 


к= 


Solution de l'exercice 10 

1 - Raisonnons par l'absurde. Considérons deux polynömes distincts P et Q 
de R[X] et de degré < n tels que P(rj) = y; et Q(r;) = y; pour tout entier 
j compris entre Ü et n. On en déduit que Pir,) = Q(x;) = Ü pour tout j € 
{0,1,...,n}, ou, de manière équivalente, que 


vj € [0,1,...,n) (P—QYz;) = 0, 
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ce qui signifie que le polynôme non nul P — H. de degré € n, possède n + 1 
racines, ce qui est impossible. L'unicité est démontrée. 

2 - Soit ie {0,1,...,n} fixé. Le polynôme L; € R[X] de degré < n et défini par 
L. (ri) = 1 et pour tout j x i, Li(z;) = 0 admet pour racines Zo, T1,..., Tii, 
Top... En, C'est-à-dire x; avec j € {0,1,... n] \ fi}. On en dénombre n. Le 
polynóme L; se factorise donc sous la forme suivante 


L; = a; [х = rj) avec œ ER. 


ji 


FL 


Or L ilr] = 1. Ainsi, a, = |] 


i=0 


. Оп en déduit pour tout í € [0, 1,..., m) 


Ti — Tj 


" 


Vaer Їз) = | — 


3 - Le polynóme d'interpolation s'écrit P = >` y; Li. On a en effet P € Ri XJ, 
ll 


deg(P)n et  Vje(0,1,...,n) Pix) 25 weiss 


i=] 


- On a P = -X (X? - 4)/3 et 


X(X - 1)(X — 2) (X +1)(X - tX - 2) 
In= ——— 6 ——, En = EN =! 
X(X+1(X-2) , | X(X-D(X+1) 

2 j SERGE Ze 


La = — 
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CHAPITRE 7 


Le corps des fractions 
rationnelles 


Dans ce chapitre, K désigne un corps commutatif qui peut etre R ou C. Nous 
avons vu que l'ensemble K[X] des polynömes à coefficients dans K possede 
une structure d'anneau commutatif. De plus, si le produit de deux polynómes 
de K[X] est nul alors l'un ou l'autre de ces deux polynómes est nécessaire- 
ment nul (l'anneau des polynómes est un anneau intègre). Malheureusement, 
K[X] ne possède pas une structure de corps car seuls les polynómes constants 
et différents du polynôme nul sont inversibles (c'est-à-dire symétrisable pour 
la multiplication). Nous allons définir dans ce chapitre un nouvel ensemble, 
que nous noterons K(.X ) (remarquer la présence de parenthèses à la place des 
crochets), qui « englobe » K[X] et qui possède, lui, une structure de corps (com- 
mutatif). Afin d'alléger les notations, on note par la même lettre un polynôme 
et sa fonction polynomiale associée. 


7.1 Les fractions rationnelles 


7.1.1 Définition d'une fraction rationnelle 
On note K[X]* l'ensemble des polynómes à coefficients dans K privé de Окуҳт. 
Autrement «dit, 
Kier "2^ KIX} V (0xixi). 
On considère sur l'ensemble K[X] x K[X] la relation R définie comme suit : 


deux couples (Аз. Ву) et (As, B.) de K[X] x K[X]* sont en relation par R, et 
on note (Ау. Bi YR( Aa, Ba), si 


Aj x B. = A; x Bi. 


La relation Fe vérifie les trois propriétés suivantes. 


- Elle est réflexive : pour tout (A, B) € K[X] x K[X]*. (A, BJR(A, B) (c'est 


immédiat). 
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- De plus, elle est symétrique : pour tous (Ai, Ву), (Ao, Ho) appartenant à 
K[X] x K[X]*, 
(Ai, By IR As, B) = => (As, B3) R(A,, Bi). 


Cela se déduit de la propriété de symétrie de l'égalité. 


Enfin, elle est transitive. Pour s'en convaincre, prenons (Ai, Bi}, (As. В»), 
(A3, Bs) trois couples de KLX] x K[X]* tels que 


(41, B1) Aa Ba) et (As, B3)R( As, Ba), 


c'est-à-dire tels que 


Aj x Bs = А» X B, (1) 
Аз X Bs = Áz x Ba. (2) 

On vérifie les égalités suivantes : 
(Ai x Вз) x. В. = (A, x Вз} X Ba = (As X Ву) x Fa d'apres (1) 


( Aa A Ba} X Hi 
(Ag x B1) x Ba. 


(Az x Bo) x В, d'apres (2) 


On a done obtenu l'égalité : 
((А, x Ba) — (As x В,)) x By = Deet, 


Puisque Ho > Üp x] et puisqu'il n'existe pas de diviseur de zéro dans [X |, 
on en déduit que 
ET = Ba = Аз x Bi, 
c'est-à-dire que 
(Ar, By )R Аз, Da). 
La relation R définit ainsi une relation d'équivalence (voir la définition 2.28, 
р. 55) sur K[X] x K[X]*. Cela donne un sens à la définition suivante. 


Définition 7.1 X Pour tout (À, B) € K[X] x K|X]*, on appelle fraction ra- 
tionnelle sur K. et on note A/B, la classe d'équivalence du couple (A, B) 
modulo R. En d'autres termes, 


A déf 
ck 


Le couple (A, B) de K[XT x KLX]* est alors un représentant de la fraction 


rationnelle A/B. Le polynôme A se nomme le numérateur et B le déno- 
minateur. 


X On note K(.X) l'ensemble quotient de KIX] x KLX]* par la relation d'équi- 
valence R. En d'autres termes, 


{ (C, D) e K[X] x K[X]" | Ax D = C x B). 


к(х) e É (A, B) € K[X] x Kier). 
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On déduit des propriétés de réflexivité, de symétrie et de transitivité de R (voir 
la remarque p. 55, chap. 2), qu'une condition nécessaire et suffisante pour que 
deux fractions rationnelles A/B et C/D soient égales est que l'on ait Ax D = 
C x B. Autrement dit, pour tous (А, B), (C, D) appartenant à K[X] x K[X]* 

s= 5 => AxD-CxBH. 
On rappelle que tous les éléments d'une méme classe d'équivalence sont re- 
présentants de la classe à laquelle ils appartiennent. Tout couple (C, D) de 
K[X] x K[X]|* vérifiant A x D = C x B peut donc être considéré comme repré- 
sentant de la fraction rationnelle A/B. Un représentant de la fraction rationnelle 
A/B s'écrit sous la forme 


(P x А, Рх B) 


avec P un polynôme de K[X]. Par exemple, les deux fractions 


Х5 AKT X? + 3X? xt X° 


|^ X*-BX!-11X-6 2— X2-3X+2 


sont égales car 
X*—-3X'!- X?43X!-(X-3)(X* = X*), 
X? EXE + 1X — 6 = (X — D(X* — 3X 4-2). 


Définition 7.2 On appelle représentant irréductible (ou forme irréduc- 
tible) d'une fraction rationnelle non nulle F de K(X) tout couple (A, B) € 


KIA] x K[X] avec A Z 0, B z 0 et tel que À et B ne possèdent pas de 
diviseurs communs. 


Toute fraction rationnelle F non nulle possede un représentant irréductible (ce 
résultat est admis). Si le couple (A, B) désigne ce représentant alors tout couple 
de la forme (AA, AB) avec À € K" est aussi un représentant irréductible de F. 
On dit que F admet pour forme irréductible la fraction rationnelle A/B. 


Exemple La fraction rationnelle F= A/B de R( X) avec 
A-X'-X* et B=X?-3X A? 
admet pour forme irréductible le couple (X UK +1), X — 2) car 


X*-X* — X"X-1(X40)0 _ X2(X+1) 


X*—3X 42 {X-NX-2 X -2 
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Opérations sur K( X) 


On munit l'ensemble K(X} de deux lois de composition interne, l'addition et 
la multiplication, notées respectivement + et x, et définies pour tous А,/ Ву, 
Аз/ Ba appartenant à K(X) par : 


A1 Аз def. А x B. + B, x Aq et År , 42 déf. Ау x Аз 
Di Ba B, x Ba Ы B, Б» Е B, х В» 


Ces deux lois sont lögitimes car elles ne dépendent pas des représentants choisis 
pour chacune des fractions. Elles vérifient de plus les propriétés suivantes. 


— La loi + est associative et commutative sur K( X). Elle admet pour élément 
neutre l'élément Ox;xj/1x (x) car pour tout A/B € E(X) 


A g Üg x] ` À x Let + ern x В Е А x Igıx] _ À 


В Ig[x] Е В х lgrx] ` Bx Lx [a] DP 


Tout élément A/B de ЕХ) admet pour opposé la fraction rationnelle 
(—A)/B que l'on note —( A/H). 
La loi x est distributive par rapport à la loi +. 


La loi x est associative et commutative sur E(X). La fraction rationnelle 
lex lyx] est l'élément neutre pour la loi x car pour tout A/B € K(X) 


A К Lee 2 А x ikixi u À 


B 1к[х| — Bx lzax] "UB 


Toute fraction rationnelle 4/2 non nulle admet un inverse. C'est la fraction 
rationnelle B/A. 


Muni de ces deux lois, l'ensemble K(.X) possède une structure de corps com- 
mutatit. 


Injection canonique de K|X] dans K( X) 


Considérons l'application Ф définie de l'ensemble KI XT des polynómes sur K 
dans l'ensemble KI X) des fractions rationnnelles sur K par 


Р 


lix]. 


YP e KIX] #(P) = 


Cette application est injective puisque si Ф{ P) = HiQ) alors, par definition de 
l'application Ф, on a P/1yiy| = Gilet, ou, de manière équivalente, 
Px Ikix| = (2 x, NED 


c'est-à-dire P = Q. On l'appelle l'injection canonique de K[X] dans K( X). 
Par l'intermédiaire de cette injection, on identifie tout polynôme P de K[X] à 
la fraction rationnelle PiLetx: de K(X) et on note 

P 


lxx] 


not. Р 
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où Ф est sous-entendue, l'écriture correcte étant < P/lg xj = P(P) x. On dit 
que l'on immerge l'ensemble des polynömes dans l'ensemble des fractions ra- 


tionnelles et on note ` 


KIX] c K(X). 


Ce faisant, on procède d'une manière analogue à celle utilisée lors de la construc- 
tion du corps commutatif Q à partir de l'anneau commutatif intègre Z. 


7.1.2 Racines et póles d'une fraction rationnelle 


Commencons par définir les racines d'une fraction rationnelle. 


Definition 7.3 Soit F = A/B € K(X) une fraction rationnelle irréductible 
et non nulle. 


X On appelle racine de la fraction F toute racine du polynôme A dans K[X]. 


X On appelle ordre de multiplicité de la racine a de F l'ordre de multi- 
plicité de œ en tant que racine de А dans K[X]. 


Définissons maintenant les pôles d'une fraction rationnelle. 


Définition 7.4 Soit F — A/B € K(X) une fraction rationnelle irréductible 
et non nulle. 


X L'élément Ï de K est appelé pôle de F s'il est une racine du polynóme B 


dans EJA]. 


X On appelle ordre de multiplicité du pôle 5 de F l'ordre de multiplicité 
de 3 en tant que racine de B dans K[X]. 


Exemples 
1. La fraction ХСХ -- 1)/(.X —2) de R( X) admet pour racine —1 (racine simple) 
et Ü (racine double), et pour pôle 2 (pole simple]. 


2. La fraction (X — 4)?/(X? + X +1) de R(X) admet pour racine 4 (racine 
triple). Elle n'admet aucun pôle (sous-entendu sur Ri. 


Hemarque Comme c'était le cas pour les polynómes, les notions de racine et 
de pôle d'une fraction rationnelle dépendent du corps E. considéré, Considérons 
par exemple la fraction rationnelle irréductible suivante : 


X? +1 


F = -_ Y 
A*-X-I 


— Cette fraction rationnelle appartient à R(X). Elle ne possede aucune racine 
et aucun pôle sur FE. 


(11 4 n . " Р а =з 
Là encore, nous commettons un abus de notation. Nous devrions écrire HEJA) C K(X). 
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- Elle peut aussi s'interpréter comme un élément de C(.X). Dans ce cas-là, elle 
admet pour racine (sur C) les complexes i et —i (racines simples) et pour 
pöle (sur C) les complexes j et j (pöles simples). 


Définition 7.5 À toute fraction rationnelle F= A/B de K(X) on associe la 
fonction F : K —— K définie pour tout r appartenant à K distinct des pôles 
de F par 


Fiz) = = — 
T 


Cette fonction est appelée fonction rationnelle associée à F. 


Remarque Contrairement à la fonction polynomiale P : K — K associée à un 
polynöme P de K[X], qui est définie pour tout x € K (on pourrait dans ce cas 
parler d'application plutôt que de fonction), la fonction rationnelle F :K =K 
associée à une fraction rationnelle F de KI X ) n'est définie que sur l'ensemble K 
privé des pôles de F. Si la fraction rationnelle possède au moins un pôle, alors 
son ensemble de définition est strictement inclus dans son ensemble de départ. 


Comme nous l'avons fait pour les polynómes, et ce afin d'alléger les notations, 
nous convenons de noter par la méme lettre F la fraction rationnelle F de K[X] 
et sa fonction rationnelle associée F : K — K. 


7.2 Décomposition d'une fraction rationnelle 


7.2.1 Partie entière d'une fraction rationnelle 


Soit A/B € E(X} une fraction rationnelle irréductible. La division euclidienne 
de A раг B dans l'anticau des polynömes КЇЛ] nous assure l'existence et l'uni- 
cité de deux polynömes Q et R de K[X] tels дие: 


A=BxQ+R et deg(R)«deg(B). 


On obtient alors, dans le corps des fractions rationnelles (X J, 


А R 
ptg 


puisque 
R © R ©хВ+Кх1кх) QxB+R A 


+ — = = oif | e s 
Q B 1к[х]| B lg|x] x B B B 


La fraction rationnelle A/B étant irréductible, la fraction rationnelle R/B est 
elle-même irréductible et le degré de son numérateur est strictement inférieur 
à celui de son dénominateur. Le polynóme Q se nomme partie entiére de la 
fraction rationnelle A/B. Il est nul si degl A) < degi B). 
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7.2.2 Décomposition en éléments simples sur К 


Commencons par deux résultats preliminaires. Le premier, qui fait l’objet du 
lemme 7.1, nous permet de décomposer une fraction rationnelle A/B telle que 
deg(R) < degt B), en une somme de fractions rationnelles irréductibles de la 
forme 


= avec m € М et deg(L) < deg( P”). 


Lemme 7.1 Soit R/B une fraction rationnelle de E(X}, irréductible, telle 
que degt R) < deg( B) et telle que le dénominateur В admet une décomposition 
en facteurs premiers de K|X] de la forme 


В = Рр x Ру? х... х Рае. 
Alors il eriste m polynómes Li, La, ..., Lm appartenant à K[X] tels que 


R А La 


B pm T pm T" 


avec deg(L&) < degt Рр") pour tout entier k compris entre 1 et m. Cette 
décomposition est unique. 


La démonstration de ce lemme s'effectue en utilisant une récurrence sur m. Elle 
utilise un résultat puissant d'arithmétique sur K[X], le théorème de Bézont, 
dont l'énoncé et la démonstration dépassent le cadre de cet ouvrage. Le lemme 
7.] est donc à admettre. Nous l'illustrons toutefois dans l'exemple suivant. 


Exemple Considérons dans R(X) la fraction rationnelle suivante 
R_ AX 
B (Х°?—2Х+1(Х? 1) 
La décomposition de B en produit de facteurs premiers de R[X] est 
В= Р? х Р? we Pj-X-1 e P,-X*-I. 


Le degré du numérateur est strictement inférieur à celui du dénominateur. 
Ainsi, le résultat du lemme 7.1 nous assure l'existence de deux polynómes L; 
et La de RIN] vérifiant 
deg(Li) < deg(F?) = 2 et degli) < degi P7) = 4 

et tels que 

R LL 

B. P? PI 
Ces deux polynómes s'écrivent L, = 2— X et Lo = X? + X — 2 puisqu'on peut 
vérifier (en réduisant au même dénominateur) que 

2-X Х+Х-2 AX 


X-0 (X2+12 TW DART (3) 


276 Décomposition d'une fraction rationnelle 


Le deuxième résultat qui fait l'objet du lemme 7.2, va nous permettre de pour- 
suivre la décomposition. 


Lemme 7.2 Soit L/P" € K(X) une fraction rationnelle irréductible telle que 
deg(L) < deg( P"). Alors il existe n polynômes 51, 53, ..., Sn appartenant à 
KIX] tels que 


avec degt Sp) < degi P) pour tout entier k compris entre 1 et n. Cette decom- 
posilion est unique. 


Démonstration Utilisons une récurrence sur n. 
> Le cas n = 1 est immédiat : on a 5, = L. 


> Supposons le résultat vrai pour un entier n (c'est notre hypothese de récur- 
rence) et montrons-le pour l'entier n +1. Soit L/P"*! £ K(X) une fraction 
rationnelle irréductible telle que 


deg(L) < degt PPI), 
Effectuons la division euclidienne de L par P. П existe un unique couple (La. Snil € 
K[X]? tel que 
L=Px Ln + 5441 et deg(5,,1) < degi F). 


On en déduit l'égalité 
E. du s 
Pa+i pn ` pn-i' 
Remarquons que deg( L) = degt P)--deg( L4) (cette égalité sur les degrés est une 
conséquence de la division euclidienne de L par P). Par conséquent, puisque 


deg(L) < deg( Pai", on a deg( P) + deg( L4) < deg( PaT, soit 
deg( P) + degt L4) < deg( P") + degt P), 
et en simplifiant à gauche et à droite de l'inégalité par deg( P), on obtient 


deg( Lal < degi P"). 


Cela nous autorise à utiliser pour la fraction La, P" notre hypothèse de récur- 


rence : il existe n polynömes 51, 55, ..., S, de K[X] tels que 
Pa P pa Ut pn 


avec deg(5,) < deg( P) pour tout entier k compris entre 1 et n, et cette décom- 
position est unique. On a ainsi obtenu l'existence de п +1 polynömes de K[X] 
(qui sont 51, 53, ..., Sn et 85441) tels que 


L 5 Kë Sn ën A) 
pnl =" puc T pa T p» 


avec deg( S) < degt P) pour tout entier k compris entre l et n+1. La propriété 
est vérifiée pour n + 1, ce qui achève la récurrence. = 
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Exemple Reprenons l'exemple précédent et appliquons le résultat du lemme 7.2 
sur chacune des fractions rationnelles présentes dans le terme de droite de l'éga- 
lité (3). Considérons dans un premier temps la fraction rationnelle 


L, 2-Х 
D LrAg 


D'après le lemme 7.2, il existe deux polynömes S, j et 512 de R[X] tels que 
— = — + — ауес deg(5i4)« deg(F;)=1 pour КЄ {1.2}. 


Le degré des deux polynömes 5; у et 54 4 est nécessairement nul. Ce sont done 
des polynómes constants : S11 = a et Sia = 8 avec (a, 8) € RI. On obtient 
œ = —1 et ñ = 1, d'où 


2 X —1 1 
IN ` HEI (Xl (4) 


Nous nous intéressons dans un deuxième temps à la fraction rationnelle 


La Х%+Х-2 


BC xy 


Toujours d'après le lemme 7.2, il existe deux polynömes 55; et 553 de R[X] 
tels que 


L; S31 , 523 
Р? = р. + = Ме deg(5,.) < де №) 22 pour ke {1,2}. 


Les deux polynömes 55, et 554 s'écrivent nécessairement 


S21=7X +ê avec (y, å) € R7 
S22=pX avec (и, 7) € R? 


puisque leur degré est strictement inférieur à 2. On obtient + = 1, á = 0, y = Ü 
et т = —2, d'où 
KÉ X- A =2 


A+ = X2+1 MIE (8) 


En regroupant chacune des deux décompositions (4) et (5) dans l'égalité (3), 
on obtient 


AX _ 2-Х „AAD 
(X -_-1)V2(X2+1)2 ^ (X-1? (Хї+1)? 
-1 1 X -2 
= ee gast 


X-1 Qer 2+1 Mant 
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D'une maniere plus générale, on a le résultat suivant. 


Théorème 7.1 Soit A/B € K( X) une fraction rationnelle irréductible dont le 
dénominateur B admet une décomposition dans КА] en produit de polynömes 
irréductibles de la forme : 


B= bis... xs PR". 


La fraction rationnelle A/B se décompose alors de manière unique sous la 
forme : 


A Ke „l Ko ei Ki ET VON m 2 Sm n 
z == Mt T == - === — — 
B P, + pa "7 Rn Shed P, M Р? Ten m" 
П ме ы „—— w——nr ———À* 
somme partielle relative à Pi somme partielle relative à Р 


où le polynöme Q € K[X] est la partie entière et, pour tout k variant del à 
m, les polynómes Sk у, Spa, Sy, appartiennent à K[X] et vérifient : 


deg(Ski) <  deg(PX) 
deg(Sps) <  deg( P) 
Yk € (1,...,m) зы) di M 


deg (Skins) < deg(PX) 


Lorsque Pon a déterminé cette somme, on dit que l'on a effectué la décom- 
position en éléments simples sur K de la fraction A/B. 


Démonstration La division euclidienne de A par B permet d'écrire de manière 
unique la fraction irréductible A/B de K( X) sous la forme 


А R 

Б^ Q + P (G) 
pü Q et А sont deux polynómes de K[X] tels que deg( R) < deg( B) (voir § 7.2.1 
p. 274) et où la fraction R/B est irréductible, D'après le lemme 7.1, puisque 


В = PP x... x Р", il existe m polynómes Li, .... Lm de K[X] tels que 
R L4 Li 
= = — d. + => T 
H Pn ЭМ m" (7) 


avec deg(Lk) < deg Pr) pour tout entier k compris entre 1 et m et cette 
décomposition est unique. Eu injectant (7) dans (6), on obtient 


d Li : Lm 
B a n t. рес. (8) 


En appliquant alors le lemme 7.2 sur chacune des m fractions rationnelles 
Lif. ..., Lm Poe présentes dans le terme de droite de l'égalité (8), on 
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obtient pour tout entier E compris entre 1 et m l'existence de n, polynömes 
Sii. Sen... Sun, de K[X] tels que 


Lx X S2 En Dé 
= = — + — +... nr 9 

F. x Р, Pš FL e | ) 
avec degi Spg) < degt Pk) pour tout £ € (1,2,..., ni}, et cette décomposition 
est unique. En injectant pour tout ke {1,..., m} l'expression (9) dans (8), on 
obtient 
А $11 , 912 Sin; Smi Om Sm,n 
= = — + — +... + T — + — +... + = |. 
sce ge) UR Pa 
Cette dernière décomposition correspond à la décomposition en éléments simples 
de la fraction A/B sur KE. ce qui termine la démonstration. = 
Remarques 


1. La somme partielle relative au polynôme irréductible Ру est aussi appelée 
partie relative au polynôme Р. En particulier, lorsque P, = X =œ. c'est- 
à-dire lorsque œ € K est un pôle, alors la somme partielle est appelée partie 
polaire relative à œ ou partie relative au pôle a. 


2. Le polynöme Q correspond à la partie entière de A/B. Ce polynôme est nul 
si deg (A) < deg (8). Dans le cas contraire, il s'obtient en effectuant la division 
euchdienne de A par B. 


7.2.3 Décomposition sur C 


Le corps des nombres complexes © étant algebriquement clos, les polynömes 
irréductibles de C[X] sont les polynómes de degré 1. Ainsi, tout polynôme 


B =biX"+...+hX*+hX +i € CIX], b, #0, 


admet une décomposition en produit de polynömes irréductibles dans C|X] de 
la forme : 
B=b(X а) (X —og)...(X = Gre rn 


Oll (1, (3, +... Cm Font les racines (dans C) de B, de multiplicités respectives 
hi, ha, ... , Am. Par conséquent tout élément simple de C(X) est du type: 


À 


(X — ay avec (À, a) & C? et ke N”, 


La décomposition en éléments simples sur C d'une fraction rationnelle irréduc- 
tible A/B de C(.X) s'écrit 


A А 1 À] hi ^m, Ar his 

== шш - das —— А — +... + —— O —A—ÁJM 

Б Q + xu +...+ Ka tety SC ETS 
mens be rene 


partie relative au pôle a partie relative au pôle am 
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où, pour tout entier А compris entre 1 et m, les coefficients Ay р, ..., Arn, 
appartiennent à C. Dans la partie relative à chaque pöle, le coefficient corres- 
pondant à l'élément simple de plus haut degré est nécessairement non nul. En 
d'autres termes, 


Аһ # D. e Am has = 0. 


Exemples 


1. Soit 3/(X* -1)€ C( X). Le degré du numérateur étant strictement inférieur 
à celui du dénominateur, la partie entière Q £ C[X] de la décomposition en 
éléments simples est nulle. La factorisation irréductible du denominateur dans 
C[X] est 

X*-1z(X-1(X -3(X - j). 


Les pôles 1, j et j sont tous les trois de multiplicité 1. La décomposition en 
éléments simples sur C s'écrit 
A 1 ] ] 
— — Л — "ae ma 
РЕ LL XS) E 


Cette égalité se vérifie en réduisant au méme denominateur les trois dernieres 
fractions rationnelles. 


2. Soit 4/(X* +1)? € C(X). La partie entière de la décomposition en éléments 
simples est nulle puisque le degré du numérateur est strictement inférieur à celui 
du dénominateur. La décomposition du dénominateur en produits de polynómes 
irréductibles est 

(X* + 1) = (X + )2(X = i). 
Les pôles i et =i sont tous les deux d'ordre 2. La décomposition en éléments 
simples sur C s'écrit 


4 -i zÀ i -1 
LES Kl Kp Earl Kri: 
"À —cÑs,:Ə).o—ƏaT,D— p 


partie relative à 1 partie relative à —i 


7.2.4 Décomposition sur R 


Contrairement à C, le corps À n'est pas algébriquement clos : les polynömes 
irréductibles de RI XT sont les polynömes non nuls de degré 1 et les polynómes 
de degré 2 ne possédant aucune racine réelle, c'est-à-dire les polynómes de la 
forme 

aX? +bX +e avec (a,b,c) ER et b? — 4ас < 0. 


Par conséquent, on peut dire que dans le corps des fractions rationnelles R(X), 
il у a deux types d'éléments simples : 
- les éléments simples dits de premiere espèce qui sont de la forme 


À 
(X - ay AVEC (A, œ) € R? et k € N": 
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les éléments simples dits de seconde espéce qui sont de la forme 


AX + ji | 
— mm ANER, k E N* et (a,b,c) є Е, һ1—4ас<0. 
е bx + E is (А, u) et (a,b, c) 

Ainsi, dans la décomposition en éléments simples sur R d'une fraction irréduc- 
tible A/B de RI X), on trouvera deux sortes de sommes partielles. 


Dans le cas où la fraction A/B € R(X) admet pour pôle de multiplicité h 
le réel o, on trouvera des sommes partielles de la forme 


A4 | A 1 M 
X-a (X-a? ^ (X - ob 


avec Ау, Аз, ..., Аһ appartenant à R, 


Dans le cas oü la décomposition en produit de polynömes irréductibles de B 
fait apparaitre le facteur (ax? + bX + e)” avec aX? + bX + c un polynôme 
irréductible de R[X] (c'est-à-dire tel que (а, b, с) € R? et 2 — 4ac < 0), on 
trouvera des sommes partielles de la forme 


An X + 4 АХ + Ha + + AnA + [in 
aX? LIX +e (aX? +bX c)? C > (aX? + bX + e)" 


avec An, Ag... Ans Hi, Ba, ss. fin Appartenant à R. 


Exemple Reprenons la fraction rationnelle F = 4X/(X = 1 (X? + 1)* de 
Rí( X), qui nous a servi d'exemple d'illustration des lemmes 7.1 et 7.2. Cette 
fraction rationnelle est irréductible dans R( X ) et elle n'admet pour póle (sous- 
entendu sur R) que le réel 1. La décomposition en éléments simples de F sur 


vr mac 
K s'écrit 


AX = A и + ®Х+8 TA tå 
(X-I1P(X?-1? — X-1 (X-1% X2+1 (X2+1} 
T, MP 


— ° T = 
partie relative au pôle 1 partie relative à X2 + 1 


où la partie entière est nulle. On vérifie que À = -1, р = l, а = 1, ñ = Ü, 
y = Ü et à = —2 conviennent (les calculs permettant de trouver ces valeurs sont 
détaillés au paragraphe 7.3.2). On a ainsi 


4X С dd UE 
(X -IPX X-1 (X-12 X2+1 (X24115: 


(2 Nous appliquons directement le théorème 7.1. Il est en effet inutile d'appliquer successi- 
vement les deux lemrmes 7.1 et 7.2 comme nous l'avons fait au 5 7.2.2 puisque le théorème 
7.1 en est une synthèse, 
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7.3 Techniques de décomposition d'une fraction rationnelle 


7.3.1 Cas d'un pôle simple 


Soit A/B une fraction rationnelle de K(X), irréductible, possédant (au moins) 
un pôle simple œ € E. Le dénominateur B se factorise alors sous la forme 


B=(X -a\ x C we C(a)s 0. 


La partie relative au pôle a ne contient qu'un seul élément simple; elle s'écrit 
sous la forme A/( X — a) où À € Ket À #0. Calculons A. La méthode que nous 
exposons maintenant est dite méthode de multiplication et de remplace- 
ment. Оп a 

A À T 


(X-a)xC Xa € 


oü T' désigne un polynöme de K[X]. Multiplions par X — œ cette égalité. On 


obtient A (X T 
= (x) x 
D AE vU ss 
E . Р : Aler) 
En évaluant la fonction rationnelle en er, on obtient A = Cla) 


Remarque Dérivons chacun des termes présents dans l'égalité B = (X —a)xcC. 
On a Bi = C+ {X — eh, dont on déduit 


B'(a) = Cla). 


La valeur de 8 (o) est non nulle car celle de Cia) est elle-même non nulle. On 
en déduit la formule de dérivation suivante : 

A 

B'(a) 
Cette formule est pratique lorsque le dénominateur B est donné sous une forme 
non factorisée, 


Exemple Soit X/( X —1)(.X —2) € R( X). Sa décomposition en éléments simples 
s'écrit 
X A I 


e a ГЫ; ACR et n ER. 
[C X 3 er pos NER ME 


Calculons les coefficients À et и. En multipliant par X — 1, on obtient 


X uX — 1) 
— = À + — 
X-2 X-2 ` 
puis en remplacant X par 1, on obtient : А == —1. De méme, en multipliant par 


X — 2, on obtient 
X _ ACX — 2) Е 
b qu ur е SP 
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puis en remplaçant X par 2, on obtient : р = 2. Ainsi, 
À —1 2 


X-11X-2) =" TO yes 


On peut utiliser la formule de dérivation définie précédemment avec A = X et 
B = (X — (X - 2) = X? — 3X + 3, ce qui implique B' = 2X — 3. Ainsi 


_ AG ` AB) ` 
À = Bu)” -] et = B» = 
4 
Exercice 1 Décomposer FIT] en éléments simples dans C( X), puis R( X). 


7.3.2 Cas d'un pôle multiple 


Nous nous intéressons ici au cas d'une fraction F = А/В € E(X jh, irréduc- 
tible, possédant (au moins) un pôle œ € K d'ordre h > 2. Le dénominateur Bj 
se factorise sous [a forme 


B, -(X—a)' x Cy avec Cila) #0 


où C, est un polynôme de K[X]. Dans la décomposition de cette fraction en 
éléments simples sur К, la partie relative au pôle o s'écrit 

À À Ар 
ЗЕ ЕБ + — +... + TT AL 
X-a (X-a) (X — a) 
où parmi les scalaires Àj, Ay, ..., Ar de K, seul À, est nécessairement non nul. 
Le coefficient A; est appelé résidu au pole a. 


Calcul du coefficient An 


Le calcul du coefficient A, présent dans l'élément simple Aj /( X = al". peut 
être mené indépendamment de celui des autres coefficients Ag, Ag, ..., An-ı- 
La méthode consiste en une adaptation de la méthode de multiplication et de 
remplacement présentée pour le calcul dans le cas d'un pôle simple (voir 8 7.3.1). 
Om a 


A Au An 1 Au Т 
—— = ы —————— s 
(X-a xC X-a (Ха) | (X =a)" C 
oü T désigne un polynóme de K[X]. En multipliant par (X — a)" cette égalité, 
on obtient 
A (X -a)* x T 


gr М(Х а) +... АХ — a) + An + С A 


et еп évaluant la fonction fraction rationnelle en а, on obtient 
А(а) 


№ = Ca) 
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Calcul simultané des coefficients Ау, Аз, +++, Аһ 
Il est possible de calculer les h coefficients Ar. Аз, ..., Аһ simultanément. La 
methode se décompose en 3 étapes. 


e Etape | : elle consiste en un changement d'indéterminée : 
Y = X = z. 


On désigne par As (respectivement par C5) le polynôme de K|Y | obtenu à partir 
du polynome Ау (resp. du polynôme C) de KIK ` en effectuant le changement 
d'indéterminée ci-dessus. On a 

ET Аз 


A ats Fix 


e Etape 2 : en effectuant la division selon les puissances croissantes à l'ordre 
h— 1 du polynôme А» de K[Y] par le polynôme Co de K[Y] (ce qui est possible 
car Call) = Cilo) # 0), on obtient : 


As = Cs x qo +Y + ФУ? =... qui Y* 1) т Y" Ry 
Oll do. (1. .... Gh 1 appartiennent à К et oü Az est un polynôme de K[Y ]. 


e Etape 4 : on obtient 


Аз = С» x (an + Q! Y + q Y t..." qh E + Y^R; 
dot MY + qY! +... + Kaell R; 
= =— nn U A + an 
Y h С» 
Чо qi n-i , ÍU 
— + Ер Жаста. = 
y^ + hl ар Y 4 Co 


On effectue alors le changement d'indéterminée inverse. En notant A; le po 
lynóme de K[X] obtenu à partir du polynôme A; de K[Y] en effectuant le 
changement d'indéterminée inverse, on trouve : 


Aı А, qu E qu (h—1 Rı 
— = ———— = ————a + ——=— zb, zb == 
B (X-a)Y xC (X- a) {X-a}! X-a Ci 


partie relative au pôle e 


Les éléments go. йу. +... gn-1 de K ainsi déterminés sont les coefficients de la 
somme partielle relative au pôle a € E de la fraction А/В € K( X) : 


Аһ = go. An-ı = qi: Apa = qa fe: À = (kal 


ATTENTION L'ordre dans lequel apparaissent les coefficients dans 
la division selon les puissances croissantes est inversé par rapport 
à l'ordre usuel des coefficients Ау, Аз. .... Aj dans l'écriture de la 
partie relative au pöle a. En effet, le premier coefficient. que l'on 
obtient en effectuant la division est le coefficient A, et non pas le coefficient A1. 
le deuxieme est le coefficient Аму et non pas le coefficient As, efe. 
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Exemple Appliquons cette méthode pour déterminer la somme partielle rela- 
tive au pole œ = 1 de la fraction 

AX 
(X =1)2(X2+1)2 
Опа Aj = 4X et Bj = (X -1)x (X2+1)2 = (X—1)x Ci avec C4 = (X? 4-1)*. 
Effectuons le changement d'indéterminée Y = X — 1, c'est-à-dire X = Y + I. 
Оп a 


F- 


Аз = MY +1) = 4У +1, 
Gs ЦУ +1) +1) = 48У +8Y2 + AY? + Y*. 
Procédons au calcul de la division selon les puissances croissantes à l'ordre 1 
de Az par Co. On a 


Ag = 4+ Ak 4--8Y + BE? + 43 + Y* = C5 
—(44- 8Y + 8Y? + 4Y? +") 1-rY — > A 


=-4Y - 8y7 - Ay? EI 
-(-4Y -8Y? —8Y? - ART YP) 
(0 AY*.3Y'.Y*-R. | 


Ainsi, on peut écrire 45 = Ca x (1 — Y) + Y*(4Y + 3Y? 4 ҮЗ), et 


AA 1 1, 4Y +37 ir 
Y2xC, Y? Y C2 | 


Effectuons le changement d'indéterminée inverse, c'est-à-dire posons Y = X -1. 
On obtient 
ET Е 1 1 i X5-X-2 
(X-1?xC, (X-1P X-1 (Ar 
Remarquons que la partie relative au polynôme X? + 1 s'obtient alors très 


facilement à partir de la dernière fraction rationnelle de l'égalité ci-dessus. En 
effet, puisque X? + X -2— X(X? +1) 2, опа 


X*X-2 X(X?+1)—2 —-2 , X 
(X218 — (X?e1? — (X2+1)2 Daun 


On en déduit alors la décomposition en éléments simples de F sur K : 
4X 1 1 —2 Х 


{Хи (X= Kel Ben QDEIE 
7.3.3 Techniques de réduction du nombre des coefficients 
Utilisation de la parité 


Soit F une fraction rationnelle de К(Х } (avec K = R ou C) possédant un pôle 
œ € K de multiplicité h 2 1. Dans la décomposition de F en éléments simples 
sur K, la partie relative au pôle œ s'écrit : 


A A2 Àh 


—r 2 һ 
X-a Ka "^ Bl a 
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Si de plus la fonction rationnelle associée à F, que l'on note encore F, est paire 
ou impaire alors —a est également un pôle de F, de méme multiplicité que a, 
la partie relative à —a s'écrivant : 


А Az № 


: г у г = ri 
Х+а Mial нај Së SCA PME 


Supposons que F soit paire. En remplaçant X par —X dans la partie relative 
au pôle a, on à 


Al Aa Аһ _ =A Ag (DFA, 
—X а [X Zap" | FOX -a)h X La (X п у e TU ta)" 


Par unicité de la décomposition, on obtient : 
Vk € {1,2,....Ар M = (-1*X. 
En procédant de manière analogue, on vérifie que si F est impaire alors 


Yk C {1,2,...,Һ} AL = (17144, 


Exemple Considérons la fraction rationnelle F = (2X2+5)/(X2-1) de R( X). 
La factorisation irréductible sur E du dénominateur s'écrit : 


(X? — 1P = (X - D (X + 1). 
La décomposition en éléments simples sur R s'écrit : 


2X*+5 EE И EC A UE. UNT. ЖЕ 
(X*-13 X-1 (X-17? (X-1P X+1 (KIR (X+)? 


En remplaçant X par — X, par unicité de la décomposition, on obtient 
Àj = =М, № = An et А = — Аз. 
Ainsi, 


2X? +5 № № А Au Aa — Аз 
THE Kei irm (X 18 уы iode ЙҮ 
(X? — 1) X-1 (X-l) (X — 1) X+1 (X+1) (X +1) 
Il faut calculer seulement trois coefficients (Aj, Аз et Аз) au lieu des six co- 
efficients initiaux. En utilisant la méthode exposée au paragraphe 7.3.2, les 
coefficients se calculent simultanément. On trouve Au = 13/16, Аз = —13/16 et 
Aa = 7/8, d'où 


ee 


2xX2+5 В -H , d 2-8. Ho, 4 
(X23215 X-1 (Х-1# (X-1Y X+1 OOI Xe 
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Utilisation de la conjugaison 


Supposons qu'une fraction rationnelle possede pour póles les complexes conju- 
gués a et & et que cette fraction rationnelle soit à coefficients réels. Dans 
la décomposition de F en éléments simples sur C, la partie relative au pôle 
o € CR s'écrit : 


м M Аһ h: 
таӊ T Tar ҮЧ. À ‚А scii ec 
X - œ + (X = a}? T T (X e a jk avec ( 1: ^2 ' h] 


et celle relative au pôle conjugué, тт, s'écrit 


B iha D, 


er 


ren ed avec (Ai, Ba- Ba) € Ch. 


Puisque F est à coefficients réels, on а F = F. Ainsi, en conjuguant la partie 
relative au pöle a et par unicité de la décomposition, on obtient que 


Vk € [1,2,...,h) ñ = X. 


Exemple Considérons la fraction rationnelle F = (X? + 1)/(X? + X + 17 de 


CLX). Ses pôles sur Č sont les deux complexes conjugués j et j (leur ordre de 
multiplicité est 2) car 


(W3+ X +1 = (X — (X — JY. 
et sa décomposition en éléments simples sur C s'écrit 


Х+1 А № B Ba 
теи сатру: X-i ID  X-j dep 


ou les quatre scalaires Àj, Аз, 2) et % appartiennent à C. En conjuguant les 
deux membres de cette égalité, en prenant en compte que la fraction rationnelle 
est à coefficients réels, et par unicité de la décomposition, on obtient 


йй= et = А. 
Ainsi, 


X* +1 A № m " Аз 


—— a + + = ww 
(qL X+12 X-j (X-i? X-j (Kij? 


En utilisant la méthode exposée au paragraphe 7.3.2, on trouve Aa = j/3 et 
À = —44/3i/9. On obtient finalement 


X? +1 43/9 NS Jm ay3i/9 i 1/3 


(X?-X-1? Xi (X-i? X-j (Xt 
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Exercice 2 ! - Décomposer en éléments simples sur R les fractions suivantes : 


X 4 


2 - En effectuant des divisions euclidiennes successives, retrouver la décompo- 
sition sur R suivante : 


X" +2 X-2 X +3 —X +! 


{ХїъХ+1# X2+4X+1 (XX Е T (324 X +) 


7.4 Exercices de synthèse 


Exercice 3 On considère dans R|X] le polynôme 
P=X°-3X"+5X"-7X" + 6X — 2. 


I - Vérifier que 1 est une racine multiple de P, donner sa multiplicité et Jacto- 
riser P sous forme d'un produit de polynömes irréductibles dans R[X] et dans 


C[X]. 


2. Décomposer en éléments simples dans RUX} la fraction 


X* +3 


H O O . 
Хэ IKS HBA 7X^ HEK —2 


Exercice 4 I - Décomposer en éléments simples sur R. en utilisant une division 
euclidienne, la fraction 


Lee -3 
(X*+ X +1)? ` 


2 - Soit P le polynôme de R[X] défini par 
P = X6+4X*+8X1+10X3+8X*+4X +1. 


Sans utiliser la factorisation de P donnée ci-dessous, vérifier que —1 est une 
racine double (dans R) de P et que j ct j sont deux racines doubles (dans C) 
de P. En déduire 
P=(X+1)1(X*+ X + 1). 
X? -3X -2 T 
Ï - Soit F = ———— € RX). Vérifier que 
a = ES EC LES SES ET pl 50) twm g 

z X*—3X —2 


К = Taper we QER et CERIX] 
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En utilisant une division selon les puissances croissantes, calculer Au € R, 


À, € R et R £ R[X] tels que 
E ONCE. ER. 
X-a (X-a С? 


Terminer la décomposition en éléments simples sur R de F. 


Exercice 5 1 - Décomposer en éléments simples dans R la fraction rationnelle 


1 
AE PTE +12 


Sou n un entier non nul, En déduire 


n. 1 | 1 
HEES 4 2n+lln+2) 


2 - Soient n et p deur entiers non nuls. Montrer que 


y 1 _1 l 
[m + k = lin + k) Оп nap 


kel 


En déduire l'inégalité 


SEL ED 
= int n п+р 


7.5 Solution des exercices 


Solution de l'exercice 1 
On note F = ХАУХ — 1). La partie entière dans la décomposition de F n'est 


pas mille. On à 
ZE" ао EE à 1 
LCE xX-1 ` X4-1' 


La fraction rationnelle 1/( X! — 1} admet pour pôle les racines quatriemes de 
l'unité, On note a, 3, + et à les résidus aux quatre poles 1, 1, —1 et —i. Ils 
s'obtiennent facilement en utilisant la formule de dérivation. On a 


(X! — 1) = AKT, 
d'où 
a = (1/(4X?))|, , = 1/4, 8 = (1/(4X*))1.._. = i/4, 
y= (1/(aX3)|,. ss -1/4 Ze (/aX3))|, = -i/A. 


ZU) Solution des exercices 


On obtient là décomposition de F en éléments simples sur C 


1 1 1 —1 —] 
F=1+- + Hat) 
x Ai X+1 X+i 
En réduisant au meme denominateur les éléments simples relatifs aux deux 


pôles complexes conjugués i et =i, on en déduit la décomposition de F en 
éléments simples sur R 


pis en ы каны sa s 
u 4\X-1 X+1 XLII 


Solution de l'exercice 2 


1 - La décomposition en éléments simples de F sur R s'écrit sous la forme 


X ü b A 
(X - 1X — 2) (X-1^ X-1 X-2 
Le coefficient A s'obtient en multipliant par X — 2 puis en remplaçant X par 
2. On obtient А = 2. Le coefficient a s'obtient en multipliant par (X — 112 puis 
en remplaçant X par 1. On obtient a = —1. Enfin, le coefficient b s'obtient en 
multipliant par X et en faisant tendre X vers l'infini : 


= Ü = h + 2 

——————— T =— ns < ⁄=ÔJ- - ó a 
li x? li = À + bX + 2X 
1m — ш 11 ————— —— 

Xo (X — 1)*(X — 2) X-—4 V (X — 1) X-i Х—2 


d'ou b= —2. Ainsi 


X -] =Â 2 
KRK wog f Fc] Ke 
(K —1e( X —2) (Lil X-1 X=? 
En utilisant la parité de Fy = 4/(X2—1)2, sa décomposition en éléments simples 
sur À s'écrit sous la forme 


EUR SONNEN SERIA БИНЕ. u IE 
(KEE (XI X-1 (X+1} X+T 


Le coefficient a s'obtient en multipliant par (X — 1)* puis en remplaçant X 
par 1. On trouve a — 1. Om otient 


4 Е 1 + h + l de —bh 
(X? — 1) (X — 1)2 À — 1 (X +1)? Х+1Ї` 
Le coefficient b s'obtient en remplaçant A par 0. On trouve b = —1. Ainsi, 
4 1 l l 1 


= — — == >>> - - u, 
KEE KX Ee 
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2 - En effectuant la division euclidienne de X" +2 par X? + X + 1, on obtient 
X* 422 (X XX + X +1) + (=X +1). 


De méme, en effectuant la division euclidienne de X? — X?-- 1 par X? 4 X +1, 
on obtient 


X*-X"-1s(X-24X* X AIK +3). 
Ainsi, dans RI X), on a : 


ХУ +2 À = 1 X +3 -X +1 


zu 


(X?--X 41] X2+X+1 t (x2+ X + 1 (X2+ X + 1) 


Solution de l'exercice 3 


1 - On vérifie que P(1) = P'(1) = P"(1) = Ü et P'9(1) x 0. Ainsi 1 est une 
racine de P de multiplicité 3. Pour factoriser P sous forme d'un produit de po- 
lynômes irréductibles dans R[X], on peut utiliser les deux méthodes suivantes. 


Premiere methode : on effectue la division euclidienne de P par (X — EM le 
reste devant étre nul (d’apres la question précédente). On obtient 


P = (X — 1y'(X* +2), 


et il n'est alors pas utile de poursuivre car Х? + 2 est irréductible dans R[X |. 


Deuxième méthode : on cherche à faire apparaitre le polynóme (X — 1)?, soit 
l'expression X? — 3X? + 3X — 1, dans celle de P. On a 


X5—3X* HENS —TX* + 6X —2 
= X5-3X!43X?42X*- X? - 6X? -6X -2 
= X2(X3 — 3X2+3X — 1 + XX? - 3X7? +3X -1) 
= (X2+2 Xš 3X? HAK — 1) = (X? + 2)( X — 1). 
La factorisation irréductible de P sur E s'écrit 
P = (X - ULT + 2), 
La factorisation irréductible de P sur C s'écrit 


P=(X — VX —iv2)X + i2). 


2 - Pour décomposer en éléments simples sur R la fraction E. on calcule d'abord 
la somme partielle relative au pôle 1 (c'est un pôle triple). On pose X — 1 = Y, 
d'ou 
X* +3 SS Ү?+ЗУ +4 
(X—1)3MX242) YNY? +2Y +3) 
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Effectuons la division suivant les puissances croissantes à l'ordre 2 de 44-2Y AN? 
par 3 + 2Y + Y?, On obtient 


. #4 2 1 1 
AH БҮ? = (442 EVE — CY + =Y? узы ү). 
t (8+ ТЕ 9 Тот )*z oe $ 
Ainsl, 
Y?-2Y +4 _ š š SR i(4-Y) 
Y*(Y?42Y +3) ҮЗ Y? Y ` 3+2Y+YY 
On en déduit alors 


X* +3 


= oi RE: RM mo c9 
(X —1)3(X24 2) (X : 


12 X-I X7 +2 


| late 


Solution de l'exercice 4 


l - La division euclidienne de X? — X? +2X —3 par X*+ X +1 permet d'écrire 
X*—X*4-2X -3z(X* X +X - 2) + (3X = 10). 
On en déduit 


X5-X*42X-3 — X-2 _  3X-1 
(X3rX4-1] 0 Хї+Х+1 (Х1+Х+1}7` 


2-Ona P = 6X5 + 20X* + 32X7 + 30X2 + 16X +4 et on vérifie que 
P(-1) = Pr) = Det P"(—1) # 0. De méme, on vérifie que РО) = PG) = 0 
et Pri) x: Ü. П est inutile de faire de méme pour j puisque le polynóme P est 
à coefficients réels. On remarque que 


(X UK — = (X? + X + IS. 


Bilan, le polynôme P est factorisable par (X + 1)2 (polynöme de degré 2) et 
par (X + X +1)” (polynôme de degré 4). Puisque P est de degré 6 et puisque 
(X + 1)? et (X? + X + 1)? sont premiers entre eux, on obtient 


P-a(X-1YV(X^-X-41)? avec a € R. 

Puisque P est unitaire, œ = 1. Ce résultat se vérifie en développant le terme de 
droite. 

3 - D'après ce qui précède, on a F = (X? —3X —2)/(X — a)? C? avec a = —1 et 
C = X2+ X +1 On note F = A/B. On effectue le changement d'indéterminée 
suivant : 

Y = X +1. 

Le polynôme А = X? — 3X — 2 devient 2 — 5Y + Y? et le polynôme C = 
(X*+ X + 1 devient 1 — 2Y + ЗУ? — 2Y* + Y. En effectuant une division 


selon les puissances croissances à l'ordre 1, on obtient 


2-5Y -Y?z([1—2Y + IV —2Y? EY S0 — Y) TPS 4 ТҮ? — AY* y yt 
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Оп en déduit 


2—5Y +Y* De 2 e -7 + TY — 4Y2 + Y 
Y*(1— 2Y + SY? — 2Y? + Y) "Y Y? 1-2Y -3Y? -2Y3 + y4' 


En revenant à l'indéterminée X. on a 


NEA -1 2 A—X*412X-3 


(X +1И(Х?+Х+1}# Kal” (X +12 T (X2+X+1)2 ` 
En regroupant ce dernier résultat et celui de la premiere question, on en déduit 


X*—ax-2 M IRE EN X-2 ,  3X-1 
(X +1}(Х?+Х+1)# KAI (X1? Х?+Х+1  (X2+4+ X +1) 


Solution de Гехегсїсе 5 
1 - La décomposition en éléments simples de 1/X(X + 1)( X + 2) s'écrit 


1 1 l 1 
XX HK HD) 2X X41 ` UX+D 


On note S, = 3 EET On en déduit l'égalité 
zl 


1 TI 1 ГІ 1 1 n 1 
lu LEITI RET 
N Sa 


En effectuant le changement d'indice 


n | rt + 1 
]. &' = k + 1 dans la somme (+) : Kä Lil >: p 
kel к'=2 


n 1 m+ 
2. k" = k + 2 dans la somme (а) : ka EZ Lu"? 


$=] kir 


et compte tenu que les indices sont muets (on remplace H et k” par k), on 
obtient 


— 


E= 
1 1 SW 1 OM 1 l fi 1 1 
--[1+=+ ze = = = 
3 ( 2 CH Dh Site күз 


1523 E TELE NE 
ШЕ: 2 2 n+l 2 \n+1 п+2]/` 
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Finalement, 
zd 1 
"4 2(n+1)(n+2) 
g pea 2 б ine) оа dédain 
WX xx c'est immédiat), on dédui 
p p 
1 1 1 
R= — E ЖИЕ С 
= (п +k Yn k) -— nA n+k-1 
_ s: 1 Ao o 
(nk n+k-- 1 


En effectuant le changement d'indice H = k — 1 dans la dernière somme, puis 
en remplaçant l'indice muet k' par k, on obtient 


P | E Uv E | 
Z ереену Tal PEET: 
= 1 ï; 3 41 
(Sr) (HE) 
EN de 
п+р n n+k n + k n n+p 
= () 


Pour tous entiers n, p non nuls, on an +k — 1 < n + k. D'où 


(n + k — 1)(n + k) < (n + k), 


"ar 1 1 i 
et minsl in + sy] < ГРЕЕ. Finalement, 


- l š l l l 
d 
= (т +k}? = (n+k-l1lU)(n+k) m n+p 
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CHAPITRE Ë 


Les espaces vectoriels 


En accord avec la notation utilisée dans les chapitres précédents, K désigne un 
corps commutatif, muni de l'addition +; et de la multiplication x4. Ce corps 
peut être Q, R ou C. On note Det 1 les éléments neutres pour l'addition et pour 
la multiplication. Il nous arrivera parfois de les noter Ox et lg pour marquer 
leur appartenance au corps É. 


8.1 Structure d'espace vectoriel 


8.1.1 Définition d'un espace vectoriel 

(n considere un ensemble Æ muni d'une loi de composition interne +: 
[m yl G Ex E—— m+ y € Е, 

et muni d'une loi de composition externe - (sur le corps Ж) : 


[m m) EÉ x E— a: m € E. 


Définition 8.1 On di! que E est un espace vectoriel sur X si: 
I. (E, +) est un groupe commoutatif, 


2. la loi externe + possède les propriétés suivantes : 


YaeK vimy Ee E^ a-(e+yl=sa ste у, 


"а, 3) ЕК vre E (a+) m= cam H, 
Yia DER vreE o, (8-а) = (ex xg F) - ac, 
Vx € E lg - œ = m. 


Les éléments de E sont appelés vecteurs et les éléments de K sont appelés 
scalaires. 


Un espace vectoriel sur K est aussi appelé K-espace vectoriel ou encore K- 
a 
espace. 


Int Lorsqu'il n'y a aucune ambiguïté sur le corps K, on utilise l'expression d'espace vectoriel 
au lieu de K-espace vectoriel 
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C'est au mathématicien et logicien italien Giuseppe Peano que nous devons la 
premiere définition axiomatique d'un espace vectoriel sur le corps E. 


PEANO, Giuseppe (1858, Cuneo - 1932, Turin). 


Professeur de mathématiques à l'Université de Turin, il ensei- 
gna aussi à l'Académie Militaire. C'est en relisant les travaux 
abscons de Grassmann qu'il dégagea la notion d'espace vectoriel 
abstrait (sur R) et en donna le premier, en 1888, une définition 
axiomatique (et claire!). Nous lui devons aussi le définition for- 
melle d'une application linéaire. Profondément intéressé par la 
linguistique, il voulut imposer, sans succès, une langue artifi- 
cielle appelée Latino sine flerione, qui se voulait universelle et 
qui était basée sur le Latin et dont les mots étaient empruntés 
à l'Anglais, l'Allemand, le Frangais et le Latin. Il alla meme 
jusqu'à rédiger la dernière édition de son œuvre Formulario 
Mathematico dans cette langue. 


Remarques 


1. Afin de faciliter la distinction entre les scalaires et les vecteurs, nous avons 

convenu de noter en gras les vecteurs. Par exemple, les éléments 2, y, z, a, b, 
É | . n 

c désignent des vecteurs et o, 3, +, a, b, c des scalaires. 


2. On note Op le vecteur nul. C'est un vecteur de E, c'est-à-dire Og € E. Il 
ne faut pas le confondre avec le zéro du corps K. 


3. On vérifie que tout C-espace vectoriel est aussi un R-espace vectoriel, De 
méme, tout R-espace vectoriel est aussi un Q-espace vectoriel, 


8.1.2 Principaux exemples d'espaces vectoriels 

L'ensemble К" des n-uplets 

Soit n un entier non nul. On munit l'ensemble K” défini par 
К" = x... Xn) | z1 € K,..., zr, € K} 


des deux lois + et - définies pour tout (z;,.... T ) et pour tout (yi..... Un) 
appartenant à E" et pour tout œ € K par : 


À . déf. , ad 
(ën... Xn) + (W... a) = [Zi+kxW,--. Tn Fen), (lot interne) 
. def. ИР 
RE Ta) =Í (a Xg Ei, Din Xg I4). (loi externe) 


LELET А ` f. = = = 
Un vecteur se note parfois avec une flèche au dessus, par exemple Z, #, Z. 

{з} Е : MES MS 
Remarquons qu'un espace vectoriel n'est jamais vide puisqu'il y a une structure de groupe 
et qu'un groupe n'est jamais vide. Un espace vectoriel contient au moins l'élément neutre 
Dr pour l'addition. 
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Muni de ces deux lois, l'ensemble produit К" possède une structure de K-espace 
vectoriel. ЇЇ est qualifié d'espace produit. Un vecteur de E” est un n-uplet 
et on le note m = (r;,..., Fn). L'élément neutre pour l'addition est le vecteur 
Üg» = (is... (sl € К", que l'on note plus simplement 0 = (0..... 0). Le 
corps K est lui-même un espace vectoriel sur E. La loi interne est l'addition 
définie sur K et la loi externe est la multiplication définie sur IK. On ne peut 
pas, dans ce cas, faire la distinction entre les vecteurs (de l'espace IK) et les 
scalaires (du corps K). 


L'ensemble produit Куох... x E, 


Considérons les espaces Ei, ..., En sur le même corps commutatif K. Pour 
ï E€ [L...,n]onnote +4 et -p, les deux lois relatives à l'espace E; On peut 
alors enrichir l'ensemble produit Ау x ... x E, défini par 


def. 
E, X ... X ER, i Io, En) | mn € Ei, m. € En} 


d'une structure de K-espace vectoriel. I suffit de munir Ey x... x E, des deux 
lois + et - définies pour tout (221... . Eu) et pour tout (94... .. Yal appartenant 
à Ey x... x E, et pour tout œ appartenant à E par : 


def. a 
(Diu... Zn.) + et Misc En Fe, Un). (lot interne) 
def. | 
c (Ei, En) Si (е в Bis ng, En)- (loi externe) 


Le K-espace vectoriel ainsi défini est alors qualifié d'espace produit des K- 
espaces E1,..., En. En notant Og, l'élément neutre de E; pour l'addition +, 
pour i € {1,...,.n}, l'élément Op, x x g. de E, х... x E, défini par 


def. 


Ок, х X En = (Og,.....Üg.) 


est l'élément neutre de Ёл х... x E, pour l'addition +. 


L'ensemble | X] des polynümes sur KE 


L'ensemble K[X] des polynömes à coefficients dans K est un espace vectoriel 
sur E. La loi de composition interne sur K[X] est l'addition de polynómes et la 
loi de compostion externe est la multiplication d'un polynóme par un élément 
de IK. Les vecteurs de K[X] sont les polynômes et les scalaires sont les éléments 
de K. Le vecteur nul est le polynome 


def. 
Üx [x] Е (Ок, Oe, De... / E K[X]. 


L'ensemble des applications de Z vers E 


Soit Z un ensemble non vide. Considérons l'ensemble des applications de Z vers 
K, que l'on note A(Z. K), muni des deux lois + et +. 
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La premiere loi + est une loi de composition interne. À partir des appli- 
cations f : Z — Ket g: Z — K. on définit une nouvelle application 
f+9:7 — K de la manière suivante 
déf. 
Vx E Z (f+a)(x) = f(z) +s (т). 

- La deuxième loi - est une loi de composition externe sur K. À partir d'une 
application f : Z — K et d'un scalaire a € K, on définit la nouvelle 

application œ + f : Z — K comme suit 


Чт ЄТ (a: f)(z) au: ty Xy fir). 


L'ensemble AUT, K) muni de ces deux lois est un espace vectoriel sur E. (s'en 
convaincre). Les vecteurs de A(T, K) sont ici les applications de Z vers K et les 
scalaires sont les éléments du corps K. Il ne faut pas confondre une application 
f : Z — K (c'est un vecteur de A(T, K)) avec sa valeur f(x) en un élément 
т de Т, qui est un scalaire. Le vecteur nul est l'application qui à tout z € T 
associe Ок. On l'appelle l'application nulle. 

Plus généralement, considérons un K-espace vectoriel E muni des lois +, (loi 
interne) et +ç (loi externe). L'ensemble A(T, E) des applications de T vers E 
muni des deux opérations + et - définies pour tous f, g € A(T, E) et pour tout 
a € É par 


Үт £ Т CEDIS dd. fir)+-gir) et (a fiir) ee s f=) ) 


possède une structure d'espace vectoriel sur Ж. Le vecteur nul est l'application 


L'ensemble des suites à valeurs dans K 


L'ensemble A(N, K) avec K = R ou K = C représente l'ensemble des suites à 
valeurs réelles (si K = R) ou à valeurs complexes (si Ж = C). On rappelle que 
l'addition des suites (tt), et len) nen est la suite (uj), cy + (ie Jeng définie 
par 


| | def. 
(un )nen + {ta ьм s (tin tx Un hoen L 


et la multiplication de la suite (unl pey par le scalaire œ € К est la suite 
tt (Un nen définie par 


Or (ttn), en E CET Ча) ем ° 


Muni de ces deux lois, l'ensemble A(N, E) possède une structure de K-espace 
vectoriel. Un vecteur est ici une suite (Un ) ем: On écrit (u, нєн € A(N, K). 
Le vecteur nul est la suite de terme general nul. 
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Pourquoi parlons-nous d'espaces vectoriels et de vecteurs ? 


Les vecteurs de l'espace réel à trois dimensions de la géométrie classique pos- 
sedent une structure d'espace vectoriel sur Е. On note R? cet ensemble. De 
méme, l'ensemble des vecteurs du plan réel de la géométrie classique est un 
espace vectoriel sur R. On le note R7. Ce sont là les origines de la terminologie 
employée [x espaces vectoriels » et « vecteurs s). Les deux opérations (addition 
de deux vecteurs et multiplication d'un vecteur par un scalaire) sont familieres. 
Elles sont illustrées sur la figure 1. 


V 


x к d Ae 


Fig. 1 Wlustration de l'addition de deux vecteurs de В? (dessin 
de gauche) et de la multiplication d'un vecteur de R^ par un 
scalaire (dessin de droite). 


On rappelle que deux vecteurs sont égaux s'ils ont méme direction, méme sens 
et méme longueur. Ainsi deux vecteurs sont égaux si on peut passer de l'un à 
l'autre par une simple translation, Bien que l'ouvrage se veuille d'une portée 
plus générale, nous utiliserons des illustrations graphiques dans R? et dans R?. 


Il ne faut pas confondre les points constituant le plan réel (respectivement 
l'espace réel) de la géométrie classique (on parle d'espaces affines et on les note 
respectivement £+ et £4) avec les vecteurs constituant l'espace vectoriel R (resp. 
В?) qui lui est associé. Ce sont deux entités mathématiques distinctes. L'espace 
affine £, (resp. £4) est un ensemble de points tandis que l'espace vectoriel R* 
(resp. R?) est un ensemble de vecteurs, Il y а en revanche un lien étroit entre 
ces deux notions puisque le choix d'un repère d'origine Ô permet d'identifier 
les points aux vecteurs d'origine О. Par exemple, en rapportant l'espace affine 
Ea à un repere R = (0; ОЈ, ОЈ, OK), on peut associer à tout point M € £4 
l'unique vecteur OM € Е? défini раг: 


OM = z.0l An OJ » z- OK 


oü les scalaires т, y et z appartenant à E sont appelés coordonnées du point 
M dans le repère R. 


= Rappelons que dans les espaces affines £4 et £3, deux points À et B définissent un vecteur 


AB et que deux vecteurs AB et OD sont égaux ві les points А, E, D et C sont les quatre 
sommets consécutifs d'un parallélogramme, 
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8.1.3 Propriétés élémentaires 


Proposition 8.1 Soit E un K-espace vectoriel. On a: 
AYzEE 0к-=2 = 06; 
Ava EÉ о Og =Ü; 
Avo EM, VeeE (-a)-x=-(a xœ)]=a-(-zx); 
iXvVa EK Ye cE (o. ze Op => (о = Ок ou х= ОЕ) ). 


Demonstration La démonstration est aisée. On s'attachera à bien comprendre 
le sens des opérations et notations employées. 


> Soit ze E. Montrons que Üx - x = Og. Pour tout À € K, опа: À + œ = 
(О + Â) mom Üg - ë + À c'est-à-dire À - @ = Üx - œ + A- ж. П suffit alors 
d'additionner à droite et à gauche dans cette égalité le vecteur -(À - œ). On 
obtient 


А-ж+(—(А-т)) =0бк-ж+А-ж+(—(А-ж)), d'où Og =бк-. 
“ч ə ë V 0 — — = FK @_k 
= Üg = Üg 
> Soit œ € K. Montrons que Og = œ - Opg. Pour tout z € E, опа: a: g = 
a (z + Og) = a-r + a Ор, c'est-à-dire 
a m= r Ea: lp. 


En additionnant —(a ze) à droite et à gauche dans cette dernière égalité, on 
obtient Ок = a: Ug. 


> Soient œ € K et z € E. Commençons par montrer l'égalité (—a]-z = la). 
D'après la premiere propriété on a 


a- œ + (a). œ = (œ +Ç la) z = Òg > z = бк, 


c'est-à-dire or + la) 2 = Og. Puisque le vecteur a-x admet pour symétrique 
le vecteur —(a- œ), on a aussi 


œ + æ + (-(œ - zl = бк. 


On en déduit alors, par unicité du symétrique, que : (=œ) 5 œ = -(œ + œ). 
Montrons maintenant l'égalité a-(—ax) = -(a-œ). D'après la seconde propriété, 


ü + LŒ + Œ + (-x) = œ - (z + [—z)) = à: Ок = Og, 


c'est-à-dire 
ёт, E Cy: (—æ) = Üx. 


Par unicité du symétrique, on en déduit que œ < (Â x) = - (œ - x). 
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[> La réciproque découle directement des deux premieres propriétés. Montrons 
l'implication. Supposons que l'on ait l'égalité œ- z = Ор et considérons dans 
un premier temps le cas où œ # Пк. Multiplions chacun des membres de cette 
égalité par a^! (qui existe car K est un corps). On a d'une part 


а. (аж) = (a хуа): x = lg r= D, 


et d'autre part œ”! -0p = бк. Ainsi, de la multiplication de l'égalité œ x = Op 
par a^! on déduit que z = Op. Supposons maintenant que z É Op. On а 
nécessairement œ = Üp car sinon on pourrait (comme ci-dessus) multiplier 
l'égalité œ - x = Op par a^, ce qui impliquerait que 2 = Og, et serait contraire 
à notre hypothèse, Г] 


Afin d’allöger les écritures, nous convenons de l'abus suivant : pour tout scalaire 
a de É et pour tout vecteur z de E. on note az le vecteur œ - z de E. 


8.1.4 Combinaison linéaire 


Commencons par définir la notion de famille de vecteurs d'un espace vectoriel. 


Définition 8.2 Soient I un ensemble et E un K-espace vectoriel. 
X On appelle famille de vecteurs indexée par Ï toute application 


i E Ï =+"; E E. 


On la note (viher. L'ensemble de départ Ï est appelé ensemble des indices 
de la famille. 


X Lorsque Ï est un ensemble fini (respectivement infini) on dit que (viljer est 
une famille finie (resp. infinie). 


X Soit J un sous-ensemble de Ï. La famille (vj);z; est appelée une sous- 
famille de (vilier. Réciproquement, la famille (o, ler est appelée une sur- 
famille de iv; lier, 


Remarquons que l'ensemble des indices d'une famille est un ensemble quel- 
conque. П peut être fini (par exemple, I = (1,...,n] avec n € N°). Il peut 
aussi être infini (par exemple I = N ou encore I = R). En particulier, lorsque 
I = {1,...,n} on note parfois la famille (v;);z; sous la forme (vilisisn et on 
la confond avec le n-uplet (1;,...,1,) de l'espace produit E" (voir la défini- 
tion p. 299). La notion de famille généralise ainsi les notions de n-uplet (cas oü 
I = (1,...,n]) et de suites (cas où J = N). 


П ne faut pas confondre une famille de vecteurs de E et un ensemble de vec- 
teurs de E. Insistons sur les différences fondamentales entre « famille » et < en- 
semble ». Pour une famille, l'ordre des éléments est pris en compte alors qu'il 
n'a aucune importance pour un ensemble. Par exemple, pour v4, vs, Uy trois 
vecteurs d'un espace vectoriel E, 


(t1, vo, val É (Uo, U3, pl et {01 a ny) = {wa ma, vi}. 
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De plus, dans une famille, deux éléments peuvent étre égaux. Dans un ensemble, 
tous les éléments sont distincts. Par exemple 


(vient) levi Ce) et {ау ву, ту = ei vi} = (oh, 


Combinaison linéaire d'une famille finie 


= 


Définition 8.3 Soient E un K-espace vectoriel et oi, gz... Dn des vecteurs 
de E. On dit qu'un vecteur z € E est combinaison linéaire de la famille 


(а) гер si 


Р 
Zon, oz... nl КР m= › OU; = OU; + Cotta +... + D I 
к=] 
Les scalaires Oy, aa... ap de K se nomment coefficients de la combinaison 


linéaire. 


Exemples 


1. Tout vecteur x = Ip. pa, fal de K? est combinaison linéaire de la famille 
finie F = (е). сєз où е = (1,0, 0), es = (0, 1,0) et es = (0,0, 1), саг 


x 


(71, 3. Tal = ET А RO = (0, ra, 0) + (0,0, Z3) 


X (1, 0, 0) + r2(0, 1,0) + 400,0, 1) = mer + Toto + raea. 


Les coefficients de la combinaison linéaire sont ri. rs et T4. 
1, #2 3 


2. Tout polynôme P de ЕХ] et de degré inférieur ou égal à n est combinaison 
linéaire de la famille finie F = (А) En effet 


Р = (an. ar. Ga, 64,0, ...) 
se décompose sous la forme (voir p. 223) 
P = Ao lux] + ay X + 45 X? Каз} Ag X, 


Les coefficients de la combinaison linéaire sont anp. 03.6903,... Én, 


Combinaison linéaire d'une famille infinie 


La définition d'une combinaison linéaire n'à été donnée que dans le cas parti- 
culier d'une famille finie de vecteurs de E. Néanmoins, elle se généralise au cas 
d'une famille (в), de vecteurs de E, indexée par un ensemble infini f. 
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Définition 8.4 Soient E un K-espace vectoriel et (wi)... une famille infinie 
de vecteurs de E. On dil qu'un vecteur m de E est combinaison linéaire de 
(vi); SU eriste un ensemble fini J inclus dans I (autrement dit, vérifiant 
J C I el card(J) < +оо tel que 


Xie; EK! œ = Y ais,. 


IE 


; ; A nds 18) 
Les scalaires сү, ï € J, se nomment coefficients de la combinaison linéaire. 


Exemple Tout polynôme de K[X] est combinaison linéaire de la famille ( X*). EN 
Cette famille est infinie (ici I = N). En effet, pour tout polynôme Р apparte- 
nant à K[X], il existe J C N tel que card(J) < +00 et il existe (lies € K? 


pour lesquels on a 
Pe A oi 
iel 

où J désigne l'ensemble des entiers j pour lesquel le coefficient de rang j du 
polynôme P est non nul. Le sous-ensemble fini J et les coefficients aj, š € d, 
dépendent du polynome P. Pour s'en convaincre, prenons les deux polynômes 
de R[X| : P = -X + 12X" et Q = V3 + X3. Pour P, on peut prendre 
J = (1,17) et œj = —1, ат = 12 puisque 


P= Y aX = aX tank = -X +12X1. 
ie {1,17} 


Pour Q, on peut prendre J^ = (0,3) et oi = 4/3, of, = 1 puisque 


Q= Kä aX! 2 o4 + œ4 X? = /3 + ХЗ. 
ic (0,3) 


Remarques 


1. Qu'une famille soit finie on infinie, une combinaison linéaire de cette famille 
est, par définition, toujours une somme finie de vecteurs. 


2. Tout vecteur extrait d'une famille est lui-même combinaison linéaire de 
cette famille. Par exemple, étant donnée la famille finie (vi)igigp. pour tout 
fe {1,...,p}, le vecteur v, peut s'écrire comme une combinaison linéaire de 
V1..... Up puisque l'on а 


P 
oe = Ï 
v, =Y om, AVEC | vi € [1,..., pH In a; = 0) 


iml 


3. Remarquons que le vecteur Op peut s'écrire comme une combinaison linéaire 
de n'importe quelle famille de vecteurs (v,),-, avec I un ensemble fini ou infini. 
Il suffit de prendre tous les coefficients de la combinaison linéaire égaux А бк. 


Les coefficients d'une combinaison linéaire sont en nombre fini car card( J) < +00. 
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8.2 Structure de sous-espace vectoriel 


8.2.1 Définition d'un sous-espace vectoriel 


En pratique, les espaces vectoriels donnés en exemple au paragraphe 8.1.2 sont 
peu utilisés car trop généraux. Par exemple, l'espace K|X] des polynómes de 
degré quelconque ou encore l'espace des suites à valeurs dans C sont des espaces 
bien trop vastes. Dans la pratique, on est amené à effectuer les calculs en ne 
manipulant que certains vecteurs de l'espace vectoriel considéré (bien que les 
calculs soient autorisés pour tous les éléments de l'espace). 
C'est le cas lorsqu'on décide de ne travailler qu'avec les polynömes de degré au 
plus égal à m, c'est-à-dire avec l'ensemble 
— def. 

K,[X] = (P= K[X], dg(P) n) n eN. 
Remarquons que l'ensemble Ж, [X] ainsi défini contient le polynôme nul puis- 
qu'il a été convenu que deg(Üg;xj) = —x. On constate que si P et Q sont 
deux éléments du sous-ensemble K, [X] alors P + Q est un élément de ce méme 
sous-ensemble K, [X] et si œ € K alors aF est encore un élément de K, [X]. De 
manière plus générale, on constate que toute combinaison linéaire d'éléments 
de K,[X] est encore un élément de K, [X]. Ainsi, bien que les calculs (loi in- 
terne et loi externe) soient définis initialement sur l'espace K[X] englobant le 
sous-ensemble K. [X], le résultat d'un calcul portant sur n'importe quel vecteur 
du sous-ensemble K. [X] reste dans K, [X]. En ce sens, on dit que K, [X] est 
un sous-espace vectoriel du K-espace K|X]. 
C'est encore le eas lorsque lon s'intéresse à l'ensemble des suites à valeurs 
complexes (tt. nen € A(N, C) satisfaisant à la relation de récurrence (on parle 
de suites de Fibonacci) : 


Yn EN Unde + Pin + dün = Ü avec (p.q) ET x C. 


Remarquons que l'ensemble des suites de Fibonacci n'est pas vide puisqu'il 
contient la suite nulle. Si les deux suites (ttn)„nem et (tien satisfont à la 
relation de double récurrence, il en est de méme pour toute suite de la forme 
(dits + DUn nen avec œ et OG dans C puisque 


Vn CN [uuna + duna) + plou... + Bun) + q (aug + Bu) 
= tk (unti + Ptta+1 + qus ) + Ï (Un+2 + Pra+ı + qua) = Ü. 
Pour ces mêmes raisons, on dit que les suites de Fibonacci forment un sous- 
espace vectoriel du C-espace A(N, C). 


La notion de sous-espace vectoriel se généralise au cas d'un espace vectoriel 
quelconque. 


Définition 8.5 Soient E un K-espace vectoriel et F une partie de E. On dit 
que F est un sous-espace vectoriel" de E si F est non vide et si 


vin J) ЕК week Vy&F mnm+ ñw E F. 
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On vérifie facilement les points suivants. 


1. Si un ensemble est un sous-espace vectoriel de E alors il contient nécessai- 
rement le vecteur Or. 


2. Les deux ensembles [Og] et E constituent deux sous-espaces vectoriels de 
E. appelés sous-espaces triviaux. 


3. 5i G est un sous-espace de F et F un sous-espace de E alors G est aussi un 
sous-espace de E. 


4. Si F est un sous-espace de E alors le complémentaire de F dans E n'est pas 
un sous-espace de E. Il suffit de remarquer que 


Dr £g (F). 


Héritage de la structure de K-espace vectoriel 


Dire que F est un sous-espace vectoriel de E signifie que F est lui-même un 
K-espace vectoriel. La loi interne sur F est la restriction à F x F de la loi 
interne + et la loi externe est la restriction à K x F de la loi externe +. On dit 
alors que F hérite de la structure de K-espace vectoriel de E. 


Exemples 


1. Soient E un K-espace different de {Op} et u un vecteur de E. L'ensemble 
Ku défini par 


def. 
Ku 3 {тє FE|3n € K z nu) = (nu |a € K] 


est un sous-espace vectoriel de F. 
Si u = De alors le sous-espace Ku est le sous-espace trivial {Op }. 


- Bi u É Op alors le sous-espace Ku est appelé droite vectorielle engen- 


drée par le vecteur и. 
2. Soit E = R et F =|0, 1[. Il est facile de vérifier que F n'est pas un sous-espace 
de E. Par exemple pour les éléments x = 1/2€ F et y = 3⁄4 & F. ona: 
1/2 4- 3/4 — 5/4 g F. 

Plus généralement, on peut vérifier que les seuls sous-espaces du K-espace vec- 
toriel K sont 10] et К. 
3. Les trois parties Fi. Fo, Fa définies ci-dessous sont des sous-espaces vecto- 
riels de l'espace K? : 

fi = {0} x Е x FE = LO, za, za) E x | T3 £ KR. r4 € K]. 

F5 = K x {0} х K = La, 0, za) c K? | Tj € K. za {= К}, 

Fs =K x K x {0} = ((31.x2.0) € K? | z1 € K, zz € К}. 
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T] 


Fig. 2 Représentation de trois sous-espaces де RY - F, = {0} x 
R x R (à gauche), Ру = R x {0} x R (au centre), Ёз = R x R x {0} 
(à droite). 


Exercice 1 І - Montrer que le sous-ensemble F de R? défini par 
F = {(ri,za £3) € R? | — z, — zz + za = 0] 


est un sous-espace vectoriel de R$. 
2 - Montrer que le sous-ensemble G de R* défini par 


С = [(ri, zer + 22,21 + r2) ER" | z, € R.zrs ER] 


est un sous-espace vectoriel de IR*. 


8.2.2 Intersection d'une famille de sous-espaces vectoriels 
On appelle famille de sous-ensembles de E toute application 
ie I— F, £ P(E). 


Elle se note (Fier. 


Proposition 8.2 Soient E un K-espace vectoriel et LE le une famille (finie 


ou infinie) de sous-espaces vectoriels de E. L'ensemble Ne, Fi est un sous- 
espace vectoriel de E. 


п Au lieu de sous-espace vectoriel, on dit parfois plus simplement sous-espace. 


(7) Ainsi pour montrer qu'un ensemble est un K-espace vectoriel, il est souvent plus rapide de 
vérifier que l'ensemble en question est un sous-espace vectoriel d'un K-espace l'englobant. 


I Ces trois sous-espaces sont appelés plans vectoriels triviaux de K, 
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Démonstration Puisque Oz appartient à chacun des sous-espaces vectoriels 
Fi, + € I, il appartient aussi à leur intersection, ce qui prouve que l'ensemble 
Nies Fi est non vide. Si m et y sont deux vecteurs de [Гу F, alors pour tout 
i € Т. et y appartiennent à F; et, pour tous œ, Fe К, le vecteur az + dy 
appartient aussi À P; (puisque Fy est un sous-espace de E). Le vecteur az + dy 
appartient donc à Mer Fi. Г] 


Remarguons que deux sous-espaces vectoriels F et G d’un шёше K-espace E 
ne sont jamais disjoints car Og € FAG. 


Exemples 


1. Soient F = {0} x Rx R et Fy = R x R x {0} deux sous-espaces de BI. Soit 
x = (31,32, F3) un vecteur de R?. Supposons que z € Fi ri Fa. Dez € F il 
vient rj = Ü et de z € Fa il vient та = 0, d'où ж = (0, 73,0). Ainsi 


F. N PS = {(0, 22,0) € R? | z; € R) = {0} x R x {0} 
ou encore, puisque (0, 22.0) = z3(0, 1,0), 
Fi n ЁЗ = Res avec ез = (0, 1.0). 
2. Soient F et G les sous-ensembles du R-espace vectoriel AIR, Е), constitués 
des applications respectivement paires et impaires : 
F = (f € A(R,R) | Vr € R f(x) = f(—z)}, 
(у = {/ E A(R, R) | vr € R f(-x) = -f(=)). 


On vérifie facilement que F et G sont deux sous-espaces de A[R,R). Soit 
JE FNG. D'une part, puisque f £ F. fir) = f(—r) pour tout r € R. D'autre 
part, puisque f € G, fir) = —f(—r) pour tout r € E. On en déduit 


Yr ER f(x) + fir) = fi-r) - f(=r), 
d'où f(x) = 0 pour tout x € R, f est l'application nulle. On a donc 


FNG={zreR-—t0eR). 


ATTENTION Contrairement à l'intersection, l'union d'une famille (fi- 
nie ou infinie) de sous-espaces vectoriela de E n'est pas nécessaire- 
ment un sous-espace vectoriel de E. Par exemple, considérons les 
deux sous-espaces Fy et Fs de l'espace produit Е? définis par : 


Е! R x {0} = ((zi,0) € R? | z € R}, 
Fa = 40) x R =((0,x2) € R? | z; B). 


L'ensemble F\ U Fo n'est pas un sous-espace de R^ puisque (1,0) € Fi et 
(0,1) € Р» et (1,0) + (0,1) = (1,1) FUF. 
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8.2.4 Sous-espace engendré par une famille finie 


Définissons à présent la notion de sous-espace engendré par une famille de vec- 
teurs. Limitons-nous dans un premier temps au cas d'une famille finie (t), ejem 
de vecteurs d'un espace E. Remarquons que si œ et y, deux vecteurs de E, sont 
combinaisons linéaires de (о) 2.2, alors tout vecteur de la forme az + Зу 
avec a et G appartenant à E. est aussi combinaison linéaire de (v;) En 
effet, si œ est combinaison linéaire de (15) 


Leem" 
Leg ms 
In жатат м.) E Km T = “ti + ... T Om Vira + 


et si y est combinaison linéaire de (1), siem 
200... ЕК" ehrt t... ñ. Um. 
On obtient alors 


ат + бу = alarm +... oua) + 030 +... + ntm) 
= doe, + ur +... (oca + 4 lm 


avec on; + 33; € K, 1 < í < m. Le vecteur az + Sy s'écrit bien comme une 
combinaison linéaire de la famille БР Rappelons que le vecteur mul est 
combinaison linéaire de n'importe quelle famille de vecteurs. Ainsi. l'ensemble 
des combinaisons linéaires de la famille (21), егет est non vide (il contient le 
vecteur nul) et il possede une structure de sous-espace vectoriel de l'espace E. 
La définition suivante a alors un seris. 


Définition 8.6 Soient E un K-espace vectoriel et F = (wilveigm une famille 
finie de vecteurs de E. On appelle sous-espace engendré par la famille 
F et on note Vect (F) ou Vect (а...) l'ensemble des combinaisons li- 
néaires des vecteurs Vq, .... Un. Autrement dit : 


Vect (t 


Inversement, la famille (v,), siem Ё dite génératrice du sous-espuce vec- 
toriel Vect (t1... Um] de E. 


Le sous-espace Vect(uv,..., Un) est donc constitué par les vecteurs de l'es- 
расе E qui se décomposent suivant les vecteurs $1...., Uya Autrement dit, a 
appartient à Vect (a... v,4) signifie que 

deu... Gm) E ET Ez arti +... + Gm Um: 


" aus 3 1 n Р eui 
Remarquons que cette décomposition n'est pas forcément шае et que 


; PS аа š i10 
Vect (us... fon l est un sous-espace a priori distinct de l'espace E. 
BF palla le sera lorsque les vecteurs ti, ê... Um seront linéairement indépendants. La før 
mille F = (vilicic sera alors qualifiée de base du sous-espace Vect (t, .. ., Un). Nous 


revièndrons longuement sur ce point au paragraphe 8.3.2. 

за = t ` ` : 8 à А 
Comme nous le verrons par la suite, le cas oi la famille Z = (pue ue est génératrice 
de l'espace E tout entier est particulièrement intéressant puisque cela autorise l'écriture 
de tout vecteur de l'espace E comme une combinaison linéaire des vecteurs t. .... Bra. 
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Exemples 
1. On a: Vect (бк) = {бк}. 
2. Si u est un vecteur d'un K-espace vectoriel E alors 


Vect (u) = (ou |a € K) = Ku. 


On retrouve que Vect (0g) = {0g} (cas oü u = Og) et si u # Ок alors Vect (u) 
est la droite vectorielle engendrée par u. Nous en donnons quelques illustrations 
dans l'espace R? sur la figure 3. 


3. Considérons à présent deux vecteurs u, v de l'espace E. On a 
Vect (u, v) = {ou + Bu | a £ K, 3 € K). 


En particulier, si les deux vecteurs u et v sont tels que ы É yv ou v É yu 
pour tout у € K alors Vect (u, v) est appelé plan vectoriel (voir la fig. 3 pour 
quelques illustrations dans l'espace R$). 


Ij X3 


А. 


Fig. 3 Sur les trois dessins supérieurs sont représentés par des 
droites en gras des sous-espaces Vect (ш) de R”. Les dessins in- 
férieurs représentent (en grisé) des sous-espaces Vect (u, v) de 
R*. 


Remarques 
1. Les vecteurs générateurs d'un sous-espace sont eux-mêmes des éléments de 
ce sous-espace. Par conséquent, si parmi les vecteurs v,...,v,,, un vecteur est 
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non nul alors Vect (v,,..., Wa] est nécessairement non réduit au vecteur nul. 
Insistons sur le point suivant. Le corps K étant égal à B ou C, il v a une infinité 
d'éléments dans K. Par conséquent, tout sous-espace vectoriel d'un K-espace 
non réduit au vecteur nul possede une infinité de vecteurs. En particulier, le 
sous-espace Vect[vr1...., 0,4) ne déroge pas à la regle. Il possède une infinité 
de vecteurs (à la condition, bien sûr, qu'au moins un des vecteurs ?4,..., Um 
soit non nul), et ce bien que la famille génératrice F = (v;)ic;c,, ne possède 
qu'un nombre fini de vecteurs, 


2. Soient ty, ..., Um des vecteurs d'un K-espace vectoriel E. On a 
Vw € E WVect(tuj,..., Gel C Vect(t..... Va. tD) 
puisque 
g = niti... gU. => m= mD + ...+ mtm + ш, 


De plus, pour tout w € E, le sous-espace Vect (11... ., Un} constitue lui-même 
un sous-espace vectoriel de Vect (e... vu, tD). 


3. Soient ы et v deux vecteurs d'un K-espace E. Pour tout (A,u) € Ki, 
Vect {Au + per) constitue un sous-espace de Vect (u, v). En particulier, en pre- 
nant À = Ï et и = Ü (respectivement À = Det и = 1) le sous-espace Vect (u) 
(resp. le sous-espace Vect ivj) constitue un sous-espace de Vect (u, v). 


8.24 Propriétés 


Les propriétés que nous énongons dans cette partie seront à l'origine de la 
méthode des « zéros échelonnés » présentée au paragraphe 8.4.4 en page 333. 


Proposition 8.3 Soient E un K-capace vectoriel et v, ..., Um des vecteurs 
de E. Pour tout permutation œ de l'ensemble (1,2,.... m], 


Vect (o ERR Un] = Vect (wein; ade Usim)) 8 


Autrement dit, le sous-espace engendré par une famille de vecteurs est in- 


Р | рк. кону , (11) 
changé lorsqu'on modifie l'ordre des vecteurs de la famille. 


Démonstration Cette propriété se déduit du fait que l'ordre des termes est 
sans influence dans une combinaison linéaire (l'addition des vecteurs est asso- 
ciative et commutative |. LJ 


Remarque Puisque le sous-espace engendré par une famille (vi); саст de vec- 
teurs est inchangé lorsqu'on modifie l'ordre des vecteurs de la famille, on dit 
aussi que les vecteurs tj, Üm (sans nécessairement en préciser l'ordre) sont 
générateurs de Vect (vj....,v,,) ou que la partie [1;,....v,,] est géné- 
ratrice de Vect (t1... . Umh 


{11} + т Р = š 
Par exemple, Vect (ta, t3, val = Vect (ta, 01, va) = Vect (wa, v1, va} 
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Proposition 8.4 Soient E un K-espace vectoriel et v; Vins Uma] des VEC- 
leurs de E. 


À Si Uma est combinaison linéaire des m autres vecteurs vj,..., vy, alors 


Autrement dit, l'espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs est 
inchangé lorsqu'on augmente cette famille d'une combinaison linéaire de ses 
verteurs. 


X En particulier, 


Vect (os... Vm; O) = Vect (ti... Um). 


Démonstration  Montrons dans un premier temps l'égalité (ensembliste) 
suivante : Vect (np... Vm. Umar) = Vect (t4,...., Um). Dl est clair que l'inclu- 
sion 


Vect (ti. su: Um) C Vect (vi PR | Vins Vm+1 ) 
est vérifiée. Inversement, considérons que z € Vect (vj,..., Vans Veni} et mon- 
trons que z € Vect (t,..., Un]: H existe Lo), ,, Œr: Пл} Е Ж" ! tel que 


T = CU F... T URS Ug T Eg mel: 
Puisque t,,,, est combinaison linéaire de ©)... Um: 
A... om) € RT жы, = gp +... + Ba Uya. 
On en déduit que 
E = (d + midi +... + (ons F Cen tus 


AVEC Œ + Ami; € К pour tout i € {1,...,m}, ce qui démontre l'existence de 
Lon, Ym) € E" (on a 5; = a; + амъ; pour tout ë € (1,..., m}) tel que 


ж = тин +... + mm: 
c'est-à-dire ж € Vect (0i,.... Um] On a done montré l'inclusion 
Vect (tr... Um mai) C Veet[ui,.... Ug). 
Finalement, on a Vect (v1,..., Ums Veni} = Vect (15,..., D). 
[> La deuxième propriété est un cas particulier de la premiere. Elle se déduit 


du fait que le vecteur nul peut s'écrire comme une combinaison linéaire de 
n'importe quelle famille de vecteurs (voir p. 305). = 
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Corollaire 8.1 Soent E un K-espace vectoriel ei Vi. .... Um des vecteurs 
de E, 


X Pour tout i € (1,2...., Tn] et pour tout scalaire œ € K non nul on a 


Autrement dif, on ne modifie pas l'espace engendré par une famille de vecteurs 
lorsqu'on multiplie un des vecteurs par un scalaire non nul. 


X Pour tout i € (1,2 m) et pour tous scolaires dj, j € (1,2,..., m], 
j = i, ma 


ЕГІ 
Vect (t5 v; + by Gap: Um) = Veet (ei. vj... Um). 
jml ji 


Autrement dit, on ne modifie pas l'espace engendré par une famille de vecteurs 
lorsqu'on additionne à un des vecteurs une combinaison linéaire des autres 
(et uniquement des autres) vecteurs. 


Démonstration La démonstration de la premiere propriété est aisée. Sa ré- 
daction est laissée en exercice, Montrons la deuxième propriété, Notons v; le 


vecteur défini par 
FH 


vi = wí + Y fiv; (1) 
jel,jgi 
Soit m € Vect(t;...., U;,... Fm] : le vecteur g est combinaison linéaire des 
vecteurs Ui, ..., Vi, ..., Un et donc de t, ..., vj, ..., Vm puisque d'après 
(1), le vecteur vi est lui-même combinaison linéaire de v. .... tj, ..., Um On 
а ainsi montré l'inclusion 


Vect (pi... A, Um) C Vect (t,,..., Ui... Din). 


Considérons à présent un vecteur z dans Vect (ej... Oh... Vm) ` d est com- 


binaison linéaire des vecteurs а, ..., vj. ..., Ben, Or, de (1) il vient 
EEL 
D 
ш = w – Y буз, 
j=l jJi 
Le vecteur u; est donc combinaison linéaire de ti, .... Uh ..., Um: On en 


déduit que x est aussi combinaison linéaire de v, ..., Uh ..., Den. On a donc 


š 
montré l'inclusion 
Vect(t;,..., T,,..., Um) C Vect (t... Ui Um), 


ce qui termine la démonstration. G 
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Exemple Considérons dans R les trois vecteurs 
v =(1,1,0,-1), v=(121.0) et әз = (3,5,2,-1). 


Om а va = v; + 282. Le vecteur v4 est ainsi combinaison linéaire des deux 
vecteurs v, et vs. En utilisant la premiere propriété de la proposition 8.4, on 
en déduit que 

Vect(11, Yr, pa) = Vect{ vi, va). 


De manière équivalente, on écrit 


Vect(r;.v5,v4) = Меса, to. Ds — (v; + 205]) d'aprés le corollaire 8.1 


fi 


Месе, Us, Ogi) car ъз = t + 2v; 


=  Vect(v,, v3) d'aprés la proposition 8.4. 


Remarque L'opération qui consiste à additionner à un vecteur une combinai- 
son linéaire des autres vecteurs doit etre manipulée avec précaution. Considé- 
rons par exemple deux vecteurs non nuls v; et va d'un K-espace vectoriel E et. 
supposons que v; x үз» pour tout + € к. D'aprës le corollaire 8.1, on ne 
modifie pas l'espace engendré par ces deux vecteurs lorsqu'on retranche le pre- 
mier vecteur au second (premier cas) ou lorsqu'on retranche le second vecteur 
au premier (deuxiéme cns). Autrement dit, 


Vect(v;,v4) =  Vect(vi,vo — vi), (premier cas) 


Vect(v,,U9) = Меса — v2, v2). (deuxieme cas) 


En revanche, ces deux opérations ne peuvent pas s'effectuer simultanément 
puisque, de toute évidence, on a 


Vect(t, va) Ё Уес а = £3, Ua = t1). 


En effet, d'une part, on a l'égalité Vect(vi — va, va — vi) = K(va — v1) (d'après 
la proposition 8.4), et d'autre part, l'inclusion de Ria: — ui) dans Vect(v;, wa) 
est stricte puisque ni v, ni vg n'appartiennent à Kino: — v). 


Effectuer plusieurs opérations simultanément n'est cependant pas interdit, à la 
condition que l'on ait pris soin de vérifier qu'elles pouvaient etre réalisées les 
unes après les autres. Le meilleur moyen d'éviter d'aboutir à un résultat faux 
est de laisser un vecteur inchangé et de n'utiliser que celui-ci dans les autres 
combinaisons linéaires. Considérons par exemple trois vecteurs non nuls vj, t2 
et v4 d'un K-espace vectoriel E. En laissant le premier vecteur v, inchangé, on 
a pour tous œ, 8 € E, 


Месія, va, v4) = Vect(v;, va + ai, vs + Dv). 


[12] Á 2 5 2 
On verra plus loin que cela revient à supposer les deux vecteurs wj et wg non colinéaires. 
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On peut alors réitérer l'opération en laissant cette fois-ci le second vecteur 
t + otv, inchangé. On a pour tout y € K, 


Vect(v;, vs + avi, va + Ju.) = Vect (1, Ug + at; Us + Pv; + (va + œv: )). 


Cette manière de procéder sera reprise de facon systématique dans la méthode 
des zéros échelonnés (voir p. 333). 


8.2.5 Sous-espace engendré par une famille infinie 


Donnons à présent la définition d'un sous-espace engendré par une famille 
(viher de vecteurs de E, indexée par un ensemble infini 7. Motivons cette 
définition comme nous l'avons fait dans le cas d'une famille finie (voir p. 310). 
Considérons deux vecteurs z et y de E. Supposons que z et y soient des com- 
binaisons linéaires de la famille (ol. П existe J; C I tel que сага(.Л) < +оо 
et il existe (aihen € K” tel que 


E = > Cils. 


ЄЛ 


De méme, il existe Jy C I tel que card(J,) < +оо et il existe (Alien, € Kin 


tel que 
y = У Bes 
iE Ja 
Définissons l'ensemble J comme l'union des deux ensembles finis J et Jo. 
Posons a; = 0 pour tout i € J \ Jj et ñ; = Ü pour tout i € J\ Ja. Cela permet 


d'écrire 
x = A op et у= 5 Am. 
ied LE J 
On obtient alors pour tout (œ, 3) € K* 


ax + gy = Y (оа, + 83; үө; 
ie J 
avec ac; 35; € K pour tout i € J. Le vecteur aa + dy s'écrit donc bien comme 
une combinaison linéaire de la famille (v;),.;. L'ensemble des combinaisons 
linéaires de la famille (v;);er (qui est non vide puisqu'il contient le vecteur nul) 
possède ainsi une structure de sous-espace vectoriel de l'espace E. Cela donne 
un sens à la définition suivante. 


Définition 8.7 Soient E un K-espace vectoriel et (viljer une famille infinie 
de vecteurs de E. On appelle sous-espace engendré par la famille (v;);er 
le sous-espace de E constitué des combinaisons linéaires de (o, ser. Autrement 
dit, 


Vect ((vi)ser) df IS an | J C I, card(J) < +00, (aie; € к”). 
LE J 


La famille (vi),-, est dite génératrice de Vect (ам), =): 
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Remarque Considérons un ensemble A constitué de vecteurs de E, dépourvu 
a priori de toute structure algébrique.” ” Il est possible de construire à partir 
de А un sous-espace vectoriel de E contenant A. П suffit pour cela de considérer 
tous les sous-espaces vectoriels de E contenant le sous-ensemble A. Hemarquons 
qu'il en existe au moins un (à savoir l'espace E lui-même) et que l'intersection de 
tous les sous-espaces de E contenant A constitue un sous-espace de E (d'après 
la proposition 8.2). Par conséquent, on définit le sous-espace engendré par 
l'ensemble A et on note Vect (A), l'intersection de tous les sous-espaces de E 
contenant А. Le sous-espace Vect ( A) est ainsi défini comme le plus petit (au 
sens de l'inclusion) des sous-espaces de E contenant À, En particulier, 


Vect. (d) = {05} et Vect ( E) = E, 
On vérifie que si A, et Ao sont deux sous-ensembles d'un K-espace E alors 
AC 4А => Vect(A1) C Vect (Aa). 


Bien sür, si A est un sous-espace de E alors le plus petit sous-espace de E 
contenant А est le sous-espace А lui-même et Vect( А) = А. 


8.3 Indépendance linéaire 


8.3.1 Famille liée et famille libre 


Commencons par donner la définition d'une famille liée et celle d'une famille 
libre dans le cas où la famille est finie. Le cas d'une famille infinie sera traité 
dans un deuxième temps. 


Définition 8.8 Soit F = (Wijigigp une famille finie de vecteurs d'un K- 
espace vectoriel E. 


X La famille F est dite liée si l'on peut trouver des scalaires cij, Og... Or 


appartenant à K. dont un au moins est non nul tels que : 


Qi U; + vo +... + Oy = Üg. 


On dit également que les vecteurs vj, t3,..., Up sont linéairement dépendants. 


X 5i la famille n'est pas liée, on dit qu'elle est libre (ou que les vecteurs sont 
linéairement indépendants). 


En d'autres termes, on dit qu'une famille finie F = (v;)ı<i<p est libre si la seule 
possibilité pour que la combinaison linéaire av; +... + apt, soit nulle, est 
que les coefficients aj, ..., ag soient tous nuls. En pratique, pour montrer que 
9 En particulier, l'ensemble A n'est a priori pas un sous-espace vectoriel de F. 


U On dit non tous nuls et on écrit (o1,03,... œp] # (0,0,..., 0). 
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la famille F = (а). ссср est libre, on montre que la relation (appelée relation 
de liaison) 

QU; + Goto +... Og = Og 
entraine que 


1 = 04 =... = Oy = y. 


Exemples 


1. Dans С“, les vecteurs v, = (1,0, 1, 1), us = (0, 2, 21,6) et wa = (1, i,0, 1 + 3i) 
où 12 = —1, sont liés puisque 


1 
ti + 5°? — Us = Оса. 


2. Dans R, les trois vecteurs v; = (1,0,0,0), pa = (0,2,0,0) et va = (0,0,0,0) 
sont liés puisque Qu. + 0wa + ua = Daa. 


3. Soit n un entier non nul. Dans K[X], la famille Fa = User, X, X2.... X?) 
est libre puisque la relation 


oolste + X + о2Х +... + а„Х" = Ох) 


implique que on = «à = ар =... =. = Ü, 
4. Dans K4, la famille F = (v, v3, v3) où v; = (1,0,0,0), va = (0,1,0,0) et 
v3 = (0,0, 1, 0) est libre puisque la relation 
ai (1,0, 0, 0) + es (0, 1, 0, 0) + a (0.0, 1,0) = (0,0, 0,0) 
est équivalente à 
(arj, ra, oa, 0) = (0,0, 0,0), 


d'où (par identification) œ = у = og = 0. 


Vecteurs faisant apparaitre un systeme échelonné de zéros 


Considérons les quatre vecteurs а, b, c, d de KË que nous placons en lignes 
superposées : 


0j, 12, йз, 04,05) avec aj #0 
Ü, bz, ba, by, bs ) ауес b. É Ü 
Ü, Ü, ca, ca, €5 ) avec ca É 0 
0, 0, 0, da, ds) avec di #0 


aa œ kb 
| 
‚=ч umm, ы umm 


où seuls les scalaires пу, bz, c3 et du sont supposés non nuls, les autres scalaires 
pouvant être nuls ou non nuls. La relation de liaison (c'est une égalité dans K") 


aa + sb + азс + aud = Ops 
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s'écrit sous la forme d'un système de 5 équations 


011 = Ü 
Ajas + cra ha = Mu 
O3603 + Craba + gta = Ü 
£314 T Cra Òq + CE (4 + rada = Ü 
dds + abs + баба + (r4 ds, ü 


On déduit de la première équation que a; = Ü puisque ау # 0, puis, fort de ce 
résultat, on déduit de la deuxième équation que a = 0 puisque bs Æ 0, et ainsi 
de suite. Finalement, on obtient (en cascade) que 


Œ = (ys = (r3 = (Ta = (I. 


La famille F = (а, Б, c. d) est donc libre. `` Plus généralement, considérons 
p vecteurs v;,U5,..., u, de K" avec p € n et plaçons ces vecteurs en lignes 
superposées. On obtient ainsi un tableau de p lignes et de n colonnes. Si cette 
disposition fait apparaitre un système échelonné de zéros, c'est-à-dire un tri- 
angle formé de p — 1 zéros dans la premiere colonne, de p — 2 zéros dans la 
deuxième colonne, ..., de 1 zéro dans la (p — 1)-iéme colonne, et si les éléments 
appartenant à la diagonale placée directement au-dessus de ce triangle de zéros 
sont tous non nuls alors les vecteurs v, vs. ..., Up forment une famille libre 
dans K". On résume cela dans la proposition suivante. 


Proposition 8.5 Soient vi, va Up des vecteurs de K" tels que 


vi ( 811, 212. 013. 044. .... lm ) 
tia ( О. Gas, dan, 024. -... don ) 


Up { (k. —— Ü, Gp: ---: (La. | 


Si аң Æ Ü pour tout i € [1,2...,p} alors ces vecteurs forment une famille 
libre dans IK". 


Les définitions de familles libres et liées données ci-avant pour des familles finies 
se généralisent au cas de familles infinies. 


Définition 8.9 X Une famille infinie est libre si toutes ses sous-familles fi- 
nies sont libres. 


K Une famille infinie est liée si elle n'est pas libre. Autrement dit, une famille 
infinie est liée sl existe une sous-famille finie qui est liée. 


Exemple La famille infinie (1, X, X?,..., X?,...) est libre dans K[X]. En re- 
vanche la famille infinie (1, X, 1 — X?, X?,..., X"... ler liée dans K[X]. 
(18) 


Remarquons que la dernière équation n'a pas été utilisée. 
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La proposition suivante donne une caractérisation d'une famille liée. 


Proposition 8.6 Une famille est liée si, et seulement si, un de ses éléments 
peut s'écrire comme une combinaison linéaire des autres éléments de la fa- 
mille. Ainsi, la famille finie (а) аср est liée si et seulement si 


P 
ЧЁ є {1,2,... p} „= Kä Lv; 


REH 


avec 3, appartenant à K pour tout i € {1,2,... p} X {Eb 


Démonstration Effectuons la démonstration pour une famille finie. Le cas 
d'une famille infinie se démontre suivant le méme modèle. La rédaction est 
laissée en exercice. S'il existe un entier f appartenant à {1,2,...,p} tel que 


p 
u= A. баң 


i=l ikt 


alors il est clair que la famille (v;)igigp est liée puisque l'on peut trouver p 
scalaires aj, Go, .... Œp. dont un au moins est non nul, tels que 


P 
Yan; = Ок. 
ï= Ï 


Il suffit pour cela de prendre œp = 1 et œ; = D pour tout i € {1,2,...,p} tel 
que ï x Ë, et parmi les scalaires à, &, ..., Œp, il en existe bien un, à savoir 
œ; = l, qui est non nul. Réciproquement, supposons que la famille (vi)izizp 
soit liée. H existe p scalaires aj, Og, ..., Gp dont un au moins est non nul 
(notons-le o; avec fe {1,2,...,p}) tels que 


D 


Da, = Üg. 


i=1 


Il convient alors d'isoler le vecteur vg comme suit (ор É 0) 


p p 
О; 
isl,igé i1, 
avec 8; = oies pour tout i € (1,2,..., p) X {4}. D 


Exemple Dans В“ les trois vecteurs 
ту ={11,0,—1), va=(1,2,1,0) et ws —(3,5,2,—1) 


sont liés puisque l'un des vecteurs (à savoir le vecteur va) s'exprime comme 
une combinaison linéaire des deux autres vecteurs. On a en effet 


va = Vj + 2095. 
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La méthode qui nous a permis de trouver cette relation sera explicitée ulterieu- 
rement (voir la méthode dite « des zéros échelonnés », p. 333). 


Remarques 


l. Pour qu'une famille à un seul élément v € E soit liée, il faut et il suffit que 
v = Op. Une famille réduite à un seul élément non nul est libre. 


2. Toute famille contenant le vecteur Op est liée. 


3. Pour tout vecteur v de E, la famille F = (а, v) est liée. Il en résulte que les 
vecteurs d'une famille libre sont nécessairement tous distincts. 


4. Le fait qu'une famille de vecteurs soit libre ou liée est inchangé si l'on réor- 
donne ses éléments. Autrement dit, si F = (vider, est une famille libre et si 
т désigne une permutation de [1,2,...,p] alors la nouvelle famille 


Fa (ts hisip 


est toujours libre. Par exemple si la famille (v, , vo, v4) est libre alors (t3, 01, o] 
est encore libre. Cette remarque donne un sens à la définition d'une partie libre 
comme étant une famille libre dans E puisque l'ordre des vecteurs, propre à la 
notion de famille, n'influe pas sur le fait qu'une famille soit libre ou liée. 


Proposition 8.7 Soient E un K-espace vectoriel et F une famille d'éléments 
de E. 


1. Si F est libre alors toute sous-famille de F est libre. 


2. Si est liée alors toute sur-farnille de F est liée, 


Démonstration Montrons la deuxième propriété dans le cas d'une famille finie. 
Considérons une famille F = (wihigie, et supposons qu'elle soit liée. Cela 
signifie qu'il existe (01,03...., ap) € KP tel que (ai, oz... ap) Æ (0,0,..., 0) 
et 


QU; + ast +... + app = Üg. (2) 
Étant donné un vecteur Dain de E, on considère la famille 
EI = fu, vs... ‚Up: Upa.1 )- 
C'est une sur-famille de F. Puisque 04,44 = Op, on déduit de l'égalité (2) que 
(1 U1 + 395 +... + apos + Ора = Og 
avec (an, az, Œp. 0) € KPH et fe, oa... Gs Di x (0,0,...,0,0), ce qui 


montre que la sur-famille F est liée. Le cas d'une famille infinie est admis. La 
premiere propriété se démontre sur le méme modèle, О 
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Exercice 2 Soit C^" (IR) l'ensemble des applications de R vers R indéfiniment 
dérivables sur R. 

I - Soient (opleen une suite de réels strictement croissante et Fo la famille 
définie par 


Fx ={(к)һєң avec fk: g € Rc ехр(акт) € R. 


Montrer que J est libre dans C^ (R). 
2 - Montrer que Lo = [z € R — sin(axr) € R) sen €t libre dans C™(R). 


Définition 8.10 Lorsque deur vecteurs (respectivement trois vecteurs) non 


nuls d'un K-espace vectoriel sont liés, on dit qu'ils sont colinéaires (resp. 
coplanaires J. 


Lien entre cardinal d'une famille génératrice et indépendance linéaire 


Soient V1, Va, 03 trois vecteurs quelconques appartenant à un K-espace E et 
mi, Ta, T3 et ma quatre vecteurs qui s'écrivent tous comme des combinaisons 
linéaires des trois vecteurs а, v3, 03. Par exemple 


тү = dui + Uy + Ua 
Lg = vu — 2v, + va 
T; = =Vj — dus + vj 
T4 = Vj — то + Va 


Nous allons vérifier que ces quatre vecteurs forment une famille liée. Pour obte- 
nir la relation liant les quatre vecteurs mi, Жо, Ta, F4, nous procédons en trois 
étapes. 

Étape l : on isole le vecteur v4 à partir de la quatrième relation, c'est-à-dire 


Ua = Z4 — Ui + va, et on l'injecte dans les trois autres. On obtient alors les 
trois nouvelles relations 


X = Zui + dus + zu 
у = = б» + ТА 
ma = An — ty + ац 


Étape 2 : on isole maintenant le vecteur va à partir de la troisième et dernière 


relation, c'est-à-dire v, = —2v, — та + z4, on l'injecte dans les deux autres et 
on obtient les deux nouvelles relations 

Фур = li - I + I 

Фо = 20; + Фа 


Étape 3 : enfin, on isole le vecteur v; à partir de la deuxième des deux der- 


nières relations, c'est-à-dire v, = ir, _ im; et on l'injecte dans la premiere. 
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Finalement on obtient la relation de liaison recherchée 
Ei + Es + Ta — dta = Dr 


que l'on peut vérifier directement à partir des relations donnant les vecteurs 
T1, ma, Za, r4 en fonction des vecteurs t, Ug, Da. 


On vient donc de vérifier que les quatre vecteurs æ1, a, ma et m, appartenant 
tous au sous-espace Vect (t, 91,03) forment une famille liée. Ce résultat se 
généralise au cas de m vecteurs v1, v5,..., Um et en prenant au moins тп + 1 
vecteurs Ei. 2a, Em: Eml 8 'écrivant tous comme des combinaisons linéaires 
des vecteurs ату, Us, Den, 


Proposition 8.8 Soit E un K-espace vectoriel et tj, v3,..., Um des vecteurs 


de E. Toute famille constituée d'au meins m + 1 vecteurs appartenant à 
Vect (1, pa... Um) est liée. 


Démonstration Comme dans l'exemple précédent, la démonstration est basée 
sur un procédé d'élimination. Elle s'effectue par récurrence sur l'entier naturel 
m. On l'admet. Г] 


On déduit de la proposition 8.8 le corollaire suivant. 


Corollaire 8.2 Si un espace vectoriel E est engendré par m vecteurs alors 


toute famille constituée d'au moins m + 1 vecteurs appartenant à l'espace E 
est liée. 


8.3.2 Base algébrique d'un espace vectoriel 


Commençons par quelques remarques. Soit (VW uz ga une famille génératrice 
de l'espace E. 


[> D'après ce qui est mentionné au paragraphe 8.2.3, dire que la famille (vj)1z;z5 
est génératrice de E signifie que 


Уге Е J(oj054...,*,)€ K" z-—u vU + ous +... + Os. 


Pour tout vecteur de l'espace E, on est donc assuré de l'existence d'une décom- 
position par rapport aux vecteurs U;,U5,...,U4, mais, a priori, rien ne nous 
assure l'unicité d'une telle décomposition. 


> Cherchons à quelle condition l'unicité est assurée. Supposons qu'à un vec- 
teur m de E correspondent deux ensembles de scalaires, [03,09,....04] et 


151, 82,...,. Дь}, tels que 
т = it + боо +... kein = [үшү + bus +... + Don, 
c'est-à-dire tels que 


(ai — m + (е, — lea +... + (an — д.) = Og. 
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Si tj, ve, ..., Un forment une famille libre dans E alors on en déduit 
cr = Ву = 0, Cra — Da = Ú, Ne ün Dn = 0, 


c'est-à-dire a; = A, аз = o, ..., on = Ön. Le fait que la famille (viigiga 
soit libre nous assure ainsi l'unicité de la décomposition. Réciproquement, de 
l'égalité 

At + Ао +... + Anta = Ор, 
on déduit par unicité de la décomposition du vecteur nul par rapport aux 
vecteurs tj, Da, -= -Un que 


A = An => Ó. = Ал = Ü. 


Une famille à la fois génératrice de E et libre est appelée une base algébrique 
de E. 


Définition 8.11 Soient E un K-espace vectoriel et B une famille d'éléments 


de E. On dit que B est une base algébrique (ou plus simplement une base) 
de E si B est à la fois une farnille libre et une famille génératrice de E. 


On a le résultat suivant. 


Proposition 8.9 Soit E un K-espace vectoriel. 
X La famille finie B = (e:,...,e,) est une base de E si, et seulement si, 


Vx E Е 3'im,....ca)€K" £= me +... + aen. 


X La famille infinie B = (eler où Ï est un ensemble infini, est une base de 
E si, et seulement si, 


VreE 3JCI card(J)<+oo Haes CK! zz hase, 
ïE J 


X Les éléments o1,...,0, (cas d'une base finie) ou (б цел (cas d'une base 
infinie) de K sont appelés coordonnées de x par rapport à la base B. 


Démonstration Considérons dans un premier temps le cas d'une famille finie 
B = (&j,..., ex). D'une part, l'existence de (0,...,04,) € K" pour tout vec- 
teur z de E est équivalente au fait que la famille Lex... Gol soit génératrice 
de E. D'autre part, l'unicité de (ox... pel € К" est équivalente au fait que la 
famille (ei, ..., €n} soit libre de E. Le cas d'une famille infinie B = (e, ler s'ob- 
tient en suivant un raisonnement analogue (la rédaction est laissée en exercice). 
О 


Comme le montrent les exemples suivants, une base algébrique peut etre finie 
ou infinie. En revanche, les coordonnées d'un vecteur par rapport à une base 
algébrique sont toujours en nombre fini, méme si la base considérée est infinie. 
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Exemples 


1. La famille В = ((1,0), (0, 1)) est génératrice de К? puisque tout vecteur 
(ri,r3) € K? s'écrit : 


(z1,73) = rıll,0) + z4(0, 1). 


De plus on vérifie aisément que B est libre. C'est donc une base de KI. 
2. Tout polynôme P de K, [X] s'écrit sous la forme 

P = а01кухр + ai X Lap X? +... ü X” 
et cette décomposition est unique. Par conséquent, la famille finie 

- _ | 2 

B= [IS aa oem agio es X) 
est une base de K,, XT. On l'appelle base canonique de K. [X]. Les éléments ag, 
1, 02, ..-, An de IK sont les coordonnées de P par rapport à la base canonique. 


Remarquons que tout polynôme Р de K, [X] s'écrit aussi sous la forme `” 


- p Pla) 
I^ Р(а)1кх] + un — à} + (a) 


(X - at + + 2512 (x ар 


où, pour tout entier k compris entre О et п, Pik) désigne la fonction polynomiale 
associée au polynôme PF) et oü a désigne un élément quelconque de K, et cette 
décomposition est unique (pour tout a fixé). Ainsi. pour tout a € K, la famille 
finie 


Bie) = (CX ЕЕ a)') = (Ikpx]; X — ú, (X га X — a") 


Dx. in 


est une base de K. [X]. Les éléments Р(а), P'(a)/1, P" (a)/21, T Pin) (a) /n! 
de K sont les coordonnées de P par rapport à pin 


3. La famille infinie S4, = (X jm est une base de K[X]. On l'appelle base 
canonique de ELX]. 


4. Tout vecteur m = (fj, To- En) de l'espace produit K” s'écrit 
Ei Ta.. Eal = рер + TE +... + ге 
ой on a note 
ei = {1,0,...,01, е = (0,1,...,0), ..., en =(0,0,..., 1). 


Cette décomposition étant unique, la famille B = (еу, e5,..., 6n] est une base 
de Kn On l'appelle base canonique de K”. Par conséquent, les scalaires 
Z1,22,...,Z£Q4, € E sont les coordonnées du vecteur (zi, z2,..., En) de К" par 
rapport à la base canonique. 


GO Cest la formule de Taylor pour les polynömes (voir le théroëme 6.3, p. 237). 


ай Indépendance linéaire 


ATTENTION Il ne faut pas oublier qu'une base est avant tout une 
famille. L'ordre des éléments y a donc par conséquent une importance 
puisque changer l'ordre des éléments d'une base revient à changer de 
base. Par exemple, si 


B = (a,b, c, d) 
est une base d'un K-espace E alors 
B'—(a,bd,c) et В" = (Ба, с, @) 


sont aussi des bases de F. 


Exercice 3 Dans R? muni de sa structure de R-espace vectoriel, on considére 
les trois vecteurs 


ш = (1,1,2), us —(1,-1,0), ug = (0,0, —1) 


et le vecteur m = (1,1,1). 

1 - Quelles sont les coordonnées de æ dans la base canonique de B3 ? 
2 - Montrer que les vecteurs ui, ug et us forment une base de R°. 

3 - Déterminer les coordonnées du vecteur x dans cette nouvelle base. 


Tout espace vectoriel non réduit au vecteur nul possede-t-il une base algé- 
brique ? 


Pour répondre à cette question, commençons par énoncer un résultat que nous 
admettrons. 


Lemme 8.1 Soit E un K-espace vectoriel. Si G est une partie génératrice de 
E et si Ë est une partie libre dans E telles que £ C G alors il existe (au 


moins) une base algébrique B de E telle que 


L C P C Ç. 


Un premier corollaire de ce résultat est que tout espace vectoriel non réduit 
à (Op) possede (au moins) une base algébrique. En effet, puisque l'espace E 
n'est pas réduit à {бк}. il possede un vecteur œ autre que le vecteur nul. Il 
suffit alors d'appliquer le lemme 8.1 en prenant la partie libre £ = {æ} et la 
partie génératrice G = E. 

Un commentaire s'impose. D'un point de vue théorique, ce résultat est inté- 
ressant puisqu'il nous assure l'existence d'(au moins) une base algébrique pour 
tout espace vectoriel non nul. En revanche, il ne nous donne aucune stratégie 
de calcul pour trouver les vecteurs de cette base. Sa démonstration ^ est alors 


(171... š š "ES SES = ` 
Elle est basée aur une version équivalente de l'axiome du choix. On l'admet. 
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qualifiée de non constructive et, en ce sens, ce résultat d'existence est décevant 
d'un point de vue pratique. 


Un second corollaire du lemme 8.1 est le théoréme suivant, dit de la base in- 
compléte, dont la justification est immédiate en considérant G = E dans le 
lemme 8.1. 


Théorème 8.1 (Théorème de la base incomplète) Si С est une partie 
libre dans un espace vectoriel E alors il existe au moins une base algébrique 


B de E telle que 
L c B. 


8.4 Espace vectoriel de dimension finie 
8.4.1 Définition d’un espace vectoriel de dimension finie 


Définition 8.12 On dit qu'un espace vectoriel E est de dimension finie s'il 
eriste une famille génératrice finie de vecteurs de E. Dans le cas contraire, 


on dit que l'espace est de dimension infinie. 


Exemples 


1. Tout espace vectoriel possédant une base finie est nécessairement de dimen- 
sion finie. Par exemple, Ж" et К, Х| sont des K-espaces vectoriels de dimension 
finie. 

2. Le K-espace vectoriel K[X] n'est pas de dimension finie puisqu'il n'existe 
pas de famille génératrice finie dans K[X]. Le K-espace vectoriel K[X] est de 
dimension infinie. 

3. Soit E un K-espace vectoriel non nécessairement de dimension finie et soient 
Ui Um des vecteurs de E. Le sous-espace Vect (uy, Um | est, par construc- 
tion, de dimension finie. 


La proposition suivante exprime que si E est de dimension finie alors de toute 
famille génératrice de E, on peut extraire une sous-famille qui est d'une part 
libre (dans E), et d'autre part encore génératrice de E, Elle exprime aussi que 
toutes les bases d'un méme K-espace ont méme cardinal. Cela nous sera utile 
par la suite pour définir la dimension d'un espace vectoriel (voir le 5 8.4.2). 


Proposition 8.10 Un K-espace de dimension finie posséde au moins une base 


finie el toules les hases d'un méme espace de dimension finie ont méme car- 
dina. 


Démonstration Commençons par montrer qu'un K-espace E de dimen- 
sion finie possede au moins une base finie. Supposer que E est de dimen- 
sion finie signifie qu'il existe une famille finie génératrice de E que l'on note 
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Gm = (vj, Va, Vm). Remarquons que cette famille ne définit pas obliga- 
toirement une base de E car elle n'est pas nécessairement libre dans E. Par 
conséquent, il faut considérer les deux cas suivants. 


1.51 G est une famille libre alors le résultat est démontré. 


2. Bi la famille Gm est liée alors il existe un vecteur de Gm qui est combinaison 
linéaire des autres vecteurs de G,,. Supposons (sans perte de généralité) 
que ce vecteur soit le vecteur Vm. D'après la proposition 8.4, la sous-famille 
Gm-ı = [Up V2,....,9Vm-1) est elle-même génératrice de l'espace E. 


On répète alors le méme raisonnement sur la famille Ga ;, puis sur la famille 
Unos 81 Gi n'est pas libre, ..., et ainsi de suite jusqu'à l'obtention à un rang 
n € m d'une famille б, génératrice et libre dans E. 


Œ> Montrons maintenant que toutes les bases d'un même espace E de dimension 
finie ont méme cardinal. Considérons pour cela 


б =(|€1.€62.....€n) et C = (tti pg, Up) 
deux bases distinctes de E ой on a noté 
card(B) =m et card(C) = p. 


- Оп ne peut pas avoir p > n. En effet, si on avait p > n, alors les vecteurs t, 
Us. ..., Up constitueraient une famille de p vecteurs dans un espace engendré 
par n vecteurs avec n strictement inférieur à p. D’aprös le corollaire 8.2, ils 
seraient alors nécessairement liés, ce qui est impossible puisque C est libre 
(c'est une base de E). 

- De meme, on ne peut pas avoir n > p. Pour s'en convaincre, il suffit d'utiliser 
le méme raisonnement mais en inversant les róles joués par les bases B et C. 
Ainsi. n > p signifie que ev, Єз, ..., En forment une famille de n vecteurs 
dans un espace engendré par p vecteurs avec p strictement inférieur à n. Ils 
sont alors nécessairement liés (cela toujours d'apres le corollaire 8.2). C'est 
bien sür impossible puisque la famille B est libre (c'est une base de E). 


Par conséquent, la seule possibilité est que n = p, c'est-à-dire 
Card B) = сагаіс ). 
La démonstration est terminée. L] 
Exemple La famille G = (vi, v2, 03) où vi (1,1), va = (—1, 1) et v = (—2,8) 
engendre R?. Elle est liée puisque 
Ua = Ap + As, 
Ce n'est donc pas une base de R?. En revanche la sous-famille G^ de G définie 


par G' = (t, v3) est d'une part encore génératrice de R?, et d'autre part libre 
dans R?. C'est done une base de RŽ. 
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8.4.2 Dimension d'un espace vectoriel 


Puisque toutes les bases d'un espace vectoriel de dimension finie ont même 
cardinal, la définition suivante a un sens. 


Définition 8.13 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K. On 
appelle dimension de E et on note dimg(E), le cardinal d'une base de E, 
c'est-à-dire : 


dimg( E) = сагі (В) où B est une base de E. 


On convient que 


déf. 


dimp OAI 0. 


Exemples 


1. Pour tout corps commutatif K, on a : dimg (K) = 1. En particulier, 


dimọ (Q) = 1, ding(R)—1 et dimc(C) — 1. 


2. Pour tout z € C, = Reiz) x 1 + Im(z) x i avec Refr) € R et Im(z) € R. 
Cette décomposition étant unique, on en déduit que la famille B — (1,i) est 
une base du R-espace vectoriel C, d'où 


dima (C) = 2. 


3. dimg (K, [X]] =n +1, 
4. dimy (IK") = n. 


Lien entre cardinal d'une famille génératrice ou libre et celui d'une base 


Dans un espace de dimension finie, le cardinal de toute famille génératrice 
(respectivement libre) est minoré (respectivement majoré) par celui d'une base. 
Cela se vérifie très simplement de la manière suivante. 


[> D'après la proposition 8.10, on sait que de toute famille génératrice G d'un 
K-espace E de dimension finie n, on peut extraire une base B de E et on a 
card (G) > card (B). Toujours d'après cette proposition, toutes les bases de E 
ont même cardinal. On a donc n = card (B) et on en déduit 


card (G) >п. 


En particulier, si card (9) = n alors G est une base de E puisque de l'inclusion 
ensembliste B C G et de l'égalité des cardinaux card (B) — card (G), on déduit 
l'égalité ensembliste B = С. 


[> Par ailleurs, d'après le corollaire 8.2, on sait que toute famille constituée d'au 
moins n+l vecteurs dans un K-espace E de dimension finie n est nécessairement 
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liée. Par contraposition, on peut écrire qu'une famille libre £ d'un espace E de 
dimension finie n est constituée d'au plus n vecteurs. On a donc 


card (£) < п. 


En particulier, si card (£) = n alors £ est une base de E. En effet, si £ n'était 
pas une base de E alors, d'après le théoréme 8.1 de la base incomplète, on 
pourrait compléter cette famille en une base dont le cardinal serait strictement 
supérieur à n, ce qui est bien sür impossible puisque toutes les bases ont le 
meme nombre d'éléments, ici n. 


On résume ces résultats dans la proposition suivante. 


Proposition 8.11 Soit E un K-espace de dimension finie n. 
1. Toute famille G génératrice de E vérifie card (G) > n. En particulier, toute 


famille génératrice constituée de т vecteurs eat une base de E. 


2. Toute famille С libre dans E vérifie nécessairement : card (£C) < n. En 
particulier, toute famille libre constituée de n vecteurs est une base de E. 


Remarque Pour toute famille £ libre et finie d'un espace E de dimension 
finie et non réduit à {Op}, il existe une base finie B de E telle que £ c B. 
C'est le théorème 8.1 de la base incomplète. Dans le cas particulier oü E est de 
dimension n, cela signifie que si £ = (u;,u3,..., Up) est une famille libre dans 
E avec p < n, alors on peut trouver n — p vecteurs vj, Us,... Dunn de E tels 
que la famille 

B= (ui,tuo,. su Up Dis Us: Dip) 


solt une base de E. 


Intéressong-nous maintenant à la dimension d'un sous-espace vectoriel d'un 
espace de dimension finie. 


Proposition 8.12 Tout sous-espace vectoriel F d'un K-espace vectoriel E de 
dimension finie est lui-même de dimension finie et 


dimg(F) < dimg(E). 


En particulier, si dimg(F) = dimky( E) alors F = E. 


Démonstration G Soit n = dimg( E). Supposons F x {0g} (le cas F = [0g] 
est trivial). Il est clair que toute famille £ libre dans F est nécessairement libre 
dans E (puisque F est un sous-espace de E), d'où card(£) < n (d'après la 
proposition 8.11). Parmi toutes les familles libres de F, choisissons une famille 
ayant le nombre maximal d'éléments possibles. Notons mas une telle famille 
libre maximale. On a 


card( пах] < n. 
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Soit р = card{ Lmax). Cela signifie qu'une famille constituée de plus de р vec- 
teurs de F est nécessairement liée. Tout vecteur œ de F est alors combinaison 
linéaire de la famille Lx car s'il ne l'était pas, la sur-famille Lmax! (2) serait 
libre, ce qui contredirait la propriété de maximalité de Lmax- La famille libre 
Lmax est donc génératrice de F. C'est une base de F. Оп a ainsi montré que F 
était de dimension finie et que sa dimension était inférieure ou égale à celle de 
E. 


> Supposons maintenant que dimg(F) = dimg(E). Soit B une base de F. 
La famille B est libre dans F donc dans E, et elle engendre le sous-espace F. 
C'est aussi une base de E puisque par hypothèse, le nombre de vecteurs qu'elle 
contient est égal à dimg( E). Par conséquent, elle engendre aussi l'espace E. On 
a donc montré que F = Vect(B) = E, c'est-à-dire que F et E étaient égaux. O 


Remarque Soit E un K-espace et F, G deux sous-espaces de E tels que F C G. 
Alors F est aussi un sous-espace du K-espace G. En particulier, 


si G est de dimension finie alors tous ses sous-espaces sont aussi de dimension 
finie et dimk(F) € dimg(G); 

— si, de plus, les deux sous-espaces F et G sont de méme dimension alors cela 
signifie nécessairement que ces deux sous-espaces sont identiques. 


Droite vectorielle, plan vectoriel et hyperplan 


Définition 8.14 Soient E un K-espace vectoriel (de dimension non nécessai- 
rement finie) et F un sous-espace de E. 


X Le sous-espace F est appelé droite vectorielle si dimgi F) = 1. 


X Le sous-espace F est appelé plan vectoriel si dimg( F) = 2. 


X En particulier, lorsque E est de dimension n z 1, le sous-espace F est appelé 
hyperplan vectoriel si dimg(F) = n — 1. 


Exemples 
1. Soit F le sous-espace de R? défini par 


(18) 


F = ((zi,z2.23) € R^ | — zi — 29 + za = 0]. 


La représentation de F est dite cartésienne, Soit æ = (zi ma, ma) € F. De 
=y = £ + ta = Ü, il vient zs = xj + r$. On en déduit 


ж = (zi,Tu, T3) = (ri, zo, 71 + za) = 24 (1,0, 1) + xe (Ò, 1, 1). 


Tout vecteur de F s'écrit comme une combinaison linéaire des deux vecteurs 
v; = (1,0,1) et va = (0,1,1), c'est-à-dire F = Vect (ui, v), et les deux vec- 
teurs v; et vo forment une famille libre. Ainsi, dimg( F) = 2. Le sous-espace F 
est donc un plan vectoriel de ЕЗ. C'est aussi un hyperplan vectoriel de RS, 


SR Voir l'exercice 1 en page 308, 
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2. Soit G le sous-espace de R* défini par 
G = {2,129,201 + £2, ir + Ta) où zi € R. 39 € R}. 
La représentation de G est dite paramétrique. Soit z € G. Òn а 
z = (21,12,21 + Ез, 221 + 22) = sıll,0,1,2)+ r3(0, 1, 1, 1). 


Ainsi G = Vect (u, uz) avec шу = (1,0,1,2) et м» = (0,1, 1, 1), et les deux 
vecteurs u; et шо forment une famille libre. Ainsi, ding (G) = 2. Le sous-espace 
G est donc un plan vectoriel de Ё“, mais ce n'est pas un hyperplan vectoriel de 
(CA 


8.4.3 Rang d'une famille finie de vecteurs 


Définition 8.15 Soient E un espace vectoriel sur K et F une famille finie 
constituée de p vecteurs tj, Ug... Dn de E. On appelle rang de F, et l'on 
note rg(.F), la dimension du sous-espace de E engendré par F. En d'autres 
termes : 


rg (F) RE dimy (Vect (v1, 02,...,0p)). 


La définition du rang d'une famille n'a de sens que pour une famille finie de 
vecteurs. Comme l'illustre l'exemple donné ci-après, déterminer le rang d'une 
famille finie F revient à extraire de F la plus grande (au sens de l'inclusion) 
sous-famille libre dans E. Le rang de F est alors le cardinal de cette sous-famille 
libre maximale. Remarquons que la famille F n'est elle-même pas nécessaire- 
ment libre. Par conséquent. 


rg (F) < card (F). 


En particulier, si l'espace E est de dimension finie alors tout sous-espace vec- 
toriel de E (a fortiori le sous-espace engendré par F) est nécessairement de 
dimension inférieure ou égale à dimg( E). Ainsi, 


rg (F) £ min[dimg(E), card (F}}. 


On résume ces résultats dans la proposition suivante. 


Proposition 8.13 Soit E un K-espace vectoriel. St vi, v3, ..., Up désignent 
des vecteurs de E alors 


1 


rg (Ui, U3, ..., Up) & p. 


De plus, si E est de dimension finie avec dimg( E) — n, alors 


rg (91, U2,..., Up) € mini mn, pl. 
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Exemple Dans Rt, la famille F = (t7.02,. 854) où v4 = (1,1,0,=1), ту = 
(1,2,1,0) et va = (3,5,2, — 1) est liée puisque ыл = v. + 282. D'après la pro- 
position 8.4, on à 

Vect(v;, v2, 03) = Vect(oi, v2). 


П est facile de vérifier que la sous-famille F = (v, v2) est libre. C'est donc 
une base du sous-espace Vect (v1, v9, v3). Ainsi 


rg (F) = card (£7) = 2. 


8.44 La méthode des zéros échelonnés 


Cette méthode est utilisée pour connaitre le rang d'une famille F constituée 
de vecteurs appartenant à un K-espace E de dimension finie. Commengons 
par énoncer le résultat suivant qui est une généralisation du résultat de la 
proposition 8.5 (sa démonstration est laissée en exercice). 


Proposition 8.14 Soient E un K-espace de dimension n muni d'une base 
B = (е, €2,..., En) ét Ui, ug, ..., Ur des vecteurs de E, oü r © n, tels que 


= аё + 01265 + 1363 + ... + ае +... + Ann 
алое + d53€3 +... + Og" EL + ... + Amen 
аззез + ++. + AgrEr +... + danEn 


= ÜrrEr + ... + Ür En 


Si au #0, aan Æ Ü, ..., arr #0, alors les vecteurs Ui, us, ..., Ur forment 
une famille libre dans E et 


rg(u1,t2,... ur) = r. 


La méthode des « zéros échelonnés » est basée sur le fait que le sous-espace 
engendré par la famille finie F est inchangé si l'on effectue sur les vecteurs de 
F les opérations suivantes : 


- si l'on échange l'ordre des vecteurs, 
— si l'on multiplie un vecteur par un scalaire non nul, 
— si Гоп ajoute à un des vecteurs une combinaison linéaire des autres vecteurs. 


La méthode consiste alors à effectuer ces opérations sur les vecteurs de F de 
telle sorte que l'on obtienne une nouvelle famille dont les vecteurs non nuls 
possèdent la propriété de la proposition 8.14. Cette nouvelle famille se préte 
ainsi mieux au calcul du rang puisqu'elle fait apparaitre un systeme de zéros 
échelonnés, 


Illustrons la méthode sur l'exemple suivant. 
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Exemple Considérons la famille F = (t4, vo, v3) de Е" avec 
v; —(1,1,0,-1),, va = (1,2,1,0) et va = (3,5,2, —1). 


Commençons par disposer les vecteurs tj, Va, v3 en lignes superposées ` 


o = ({1,1,0,—1) 
go = (1,2,1, 0). 
ga = (3,5,2, -1) 


Intéressons-nous d'abord à la premiere colonne, le but étant de faire apparaitre 
des zéros au-dessous du premier élément de la première colonne. On définit les 
trois vecteurs vj, v5, v4 comme suit : 


vj = v; = (1,1,0, =1Y 
ту = Voer = (0,1,1, 1). 
vz = Us—-dui = (0,2,2, 2) 


Le sous-espace engendré par vj, 02 et vz est aussi engendré par wj, vj et v5, 
c'est-à-dire Vect (v1. v3, v3) = Vect (vj. v5, 04). Intéressons-nous maintenant à 
la deuxième colonne et faisons apparaitre des zéros au-dessous du deuxième 
element. On obtient 


тү = vi = (1,1,0, -1) 
vw! = v = (0,1,1, 2) 
v; = 103—205 = (0,0,0, 0) 


Là encore, l'espace engendré раг ej, ej et vj est identique à celui engendré 
par vi, vj et v4 : Vect (v1, v5, v5) = Vect (uj, v5, v3). Nous avons obtenu que 
vz = Om et on vérifie facilement que les deux vecteurs v; et v; forment une 
famille libre (ils possèdent la propriété de la proposition 8.14). On en déduit 
rg (07, v5, v1) = 2. Finalement, 


re( F) = 2 


puisque rg(F) = rg Ip, v2, va) = rg (©). v5, v3) = rg (ut, t5. v3). On voit ainsi 
que la famille F = (v. ps, va) est liée et la relation de liaison entre les vecteurs 
Ui, Va, Da nous est donnée par la méthode des a zéros échelonnés ». En effet, 


Üg = 05 = 74 — 204 = (v3 — 301)  2(v4 — v1) = v4 — t: — 202, 
d'ou 
Ua = V + duz. 
Disposition pratique et méthode systématique 


Soit F = (t, Us..... Del une famille constituée de p vecteurs appartenant à 
un K-espace vectoriel E de dimension n. Décomposons chacun des vecteurs t, 
Va ..., t'y dans une base (quelconque) B = (e;.€3....,€4) de E : 


Di = de + os Es +... + din En 
Da = üy 61 + (a en +... + Ñan En 


Up = üp C] + pa E3 +... T (pr En 
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et disposons les coordonnées de ces p vecteurs vj, vg, ..., Up en lignes su- 
perposées. On obtient ainsi un tableau à p lignes et n colonnes. Notons T ce 
tableau : 


Out бүз Cia 014 "rr in 
йар Gan боа 034 "rr Оһ 
To == da Gan (is ga rr 3n 
Пы боз Op At (pn 


Par commodité, on convient de noter chacune des trois opérations élémentaires 
que l'on effectue sur les lignes d'un même tableau comme suit : 


- lorsque l'on échange les lignes Ly et Lọ, on note: 
Le ++ Ly; 


lorsque l'on multiplie la ligne Le par le scalaire œ non nul, on note : 
L, — aL: 
- lorsque l'on additionne la ligne Ly (avec 3 € R) à la ligne Lj, on note: 
Li — Ly + Ale. 


П est clair que l'écriture du tableau To dépend du choix de la base B et que 
ce choix est arbitraire. En eífet, au lieu de B, nous pourrions choisir toute 
autre base obtenue à partir de B par permutation de ses vecteurs. Un tel choix 
aurait pour effet une permutation de colonnes dans le tableau Ty. Nous nous 
autorisons ainsi d'éventuelles permutations de colonnes et pour signifier que 
l'on échange les colonnes C; et Cy, on note : 


C. жыш Up. 


Lorsque tous les coefficients du tableau Ту sont nuls, cela signifie que tous les 
vecteurs V1, Ua, ..., Up sont nuls. On en déduit alors que le rang de la famille 
F est nul. Supposons à présent que les coefficients de To ne soient pas tous nuls. 
Supposons en particulier que ou: # 0, ce qui est toujours possible en permutant 
les lignes entre elles et/ou les colonnes entre elles. La premiere étape consiste, 
en utilisant les trois opérations élémentaires sur les lignes données ci-dessus, 
à faire apparaitre p = 1 zéros dans la première colonne au-dessous de пуу. On 
peut procéder à l'élimination simultanée des coefficients ag, aar, ..., арр en 


effectuant sur les lignes Ls, La, ..., Lp de Tp les opérations suivantes `” 


VE < (2,...,p) Le +> Le UL, (avec an #0) 
11 


(D) Effectuer de telles opérations simultanément est légitime puisque toute ligne modifiée 


n'est pas utilisée pour modifier ure autre ligne. 
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et on dit que l'on a utilisé le coefficient a1; comme pivot. À l'issue de cette 
première étape, on obtient le tableau 


211 Ga Ча Ma "rr Gin 
# Ё r Ё 

Ü Ga йод a : Can 
ï Li r į 

T = De 034 
E] H 


F f 
0 ара At Opr 


Si tous les coefficients o, i € {2,...,p}, j € {2,...,n} sont nuls alors on peut 
conclure directement que rel F) = 1. Dans le cas contraire, on doit poursuivre, 
Supposons que l'on ait as, Á 0. La deuxième étape consiste à éliminer les 
p — 2 coefficients ass, .… d, situés dans la deuxième colonne au-dessous du 
coefficient a55, ce qui s'obtient en effectuant sur les lignes La, La. ..., Le du 
tableau 7, les opérations suivantes 


a 
VEE (3,...,p) Le — Le - "x (avec gon # 0) 
22 


Cette fois-ci, c'est le coefficient a^4 qui a été utilisé comme pivot. À l'issue de 
cette deuxieme étape, on obtient le tableau 


dii iz Hia Aa "rr din 
f F A H 
D WER a93 224 =... "an 
Т» = О 0 аз аы c азы 
" i i 
ü ü арз Фр п 


La discussion porte alors sur les coefficients ар, à € (3,.... pj. j € {8,...,тп}. 
S'ils sont tous nuls, on conclut que rgi F} = 2. Sinon, on réitère le processus. 
Et ainsi de suite jusqu'à l'obtention à l'issue de l'étape r d'un tableau T, de la 
forme 

du] ш mar * nur Ж 


/ 
0 йуу ct № ... * 


T.-| 0 0 аі) " 
0 0 Ü Ü 
о. 0 о... @ 


où les coefficients ar. SH dag aV! sont tous non nuls. Ce sont les pivots. Les 


coefficients matérialisés par le symbole + sont quelconques. D'après la proposi- 
tion 8.14, on obtient 
rg(F) = r. 


ga | Â I i 4 e й 
ce qui est bien sûr toujours possible par permutation des lignes entre elles et/ou des 


colonnes: entre elles. 
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En procédant ainsi, on dit que Гоп a écrit le tableau T sous une forme äche- 
lonnée (celle du tableau Tp). 


Exemple Considérons la famille F = (P. Pa, P3, Pa) de R4[X] où 


P, = 1-X + X2+ Xš Х* 
PB, = 2-2Х+3Х#+Х* 

Ps = -1+X + X?+2X$ + Xí 
P, = -3+3X + 2X2 + X! 


et disposons les coordonnées de chacun des polynömes Ру, Ps, P4 et Ру rela- 
tivement à la base canonique B = (1, X, X?, X3, Хі) dans le tableau 4 x 5 
suivant 


L. jd 
2-230 1 
To = -1 1 12 1 
-3 320 1 


En effectuant sur le tableau Ту les opérations 
La —— La — 214. La — La + Li et L4 — L4 + 3l4, 


on obtient le tableau 77", et en permutant la deuxième et la troisième colonne 
de T, on obtient le tableau Ti : 


1—11 1-1 11 -l bcd 

| 0 01-2 3 0 1 E 

ni. dc 

еер o2 3 ol *^7|[5$25 0 a 0 
0 05 3 -2 05 0 3 —2 


Puis en effectuant sur le tableau 7; les opérations 
La — La — 21.4 et L4 dom Lu == als, 


on obtient le tableau TIME. et en effectuant l'opération Cs — C4 sur Tj", on 
obtient le tableau 73 : 


11-1 1 -1 11 1-1 -l 
w [oi ü -2 3 _| 0.1 -2 Á 0 s 
t"-loo o v -6| * Alno т о -6 

0 0 0 13 —17 0 0 13 0 -17 


Enfin, en effectuant l'unique opération L4 —— Li — La sur 75, on obtient 
le tableau 71, et en effectuant l'opération C4 — Cs sur 74", on obtient le 
tableau Ta : 


11 1 -1 I 11 1 -l x] 
| Ü 1 — 0 3 D 1 —2 3 ü 
Iert — = 
5 =lao 7 o 21*8=| ро 7 2 0 
00 0 0 -4 00 0-2 0 
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Là forme échelonnée du dernier tableau T, permet alors de conclure : 


rg( P, Fa, Ps, Pa) = 4. 


Exercice 4 Dans E", ne M". muni de sa structure usuelle de R-espace vecto- 
riel, quel est le rang des familles suivantes ? 

1-712((1,—-1,—1), (1.0, 21), (1,1,0)) ; 

2 - Fa = ((1, 1,0), (3. 2, 1), (2, -1.3)) ; 

3 - Fa = ((—2.1,1,0,2), (1,3, —2, 4,4), (3,2, 2,0,0]) ; 

4-SoitacR et b € B : 


Fi = ((b, a, a), (—a, —b, =a), (—a, —u, bj). 


8.5 Somme de sous-espaces vectoriels 


Dans certaines situations, il arrive que l'on cherche à décomposer un vecteur = 
d'un espace vectoriel E non pas par rapport à une base algébrique (c'est-à-dire 
par rapport à un ensemble ad hoc de vecteurs de E choisis indépendamment du 
vecteur m considéré) mais plutôt par rapport à certaines catégories de vecteurs. 
Par exemple, considérons l'ensemble E des applications de K vers Е, c'est-à-dire 
E = RF. Il s'agit d'un E-espace vectoriel. Notons F l'ensemble des applications 
paires et G l'ensemble des applications impaires : 


F - (f € RF | Vr € R fir) = Pc 
G = [f e RR | Yr € R f(-z) = —f(z)]. 


П est facile de vérifier que F et G sont tous deux des sous-espaces de E. Il 
est possible d'écrire toute application f : R — E comme la somme d'une 
application paire g : Ж — А et d'une application impaire h : Ё — R puisque 


Vr ER f(r)-(f(r)*f(—x))/2- (f(x) - f(-7))/2 
e T `— . — 
= g(z) = h(z) 
où g est une application paire puisque g(x) = g(—r) pour tout x € R, et h est 


une application impaire puisque h(—r) = —hí(r) pour tout z € R. On dit que 
l'espace E est la somme des deux sous-espaces F et G et on note 


E = F' + G. 


Cela nous amène à définir de façon plus generale la somme de deux sous-espaces 
vectoriels. 
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Définition 8.16 Soient E un K-espace et F, G deux sous-espaces de E. 


K La somme de F et G est le sous-espace de E, noté F + G, défini par `` 


rag Ï ier + mG | xr € F œg € Gk. 


X En particulier, la somme de F et G est dite directe si 
YreF+G dizp&F lacet T= gpr + mc. 


Les vecteurs mp et æg sont alors appelés les composants du vecteur œ res- 
pectivement dans F et dans G et le sous-espace F + G se note FSG. 


X Enfin, on dit que F et G sont supplémentaires dans E si 
F & G = E. 


Pour apprécier pleinement la portée de ces nouvelles définitions, quelques com- 
mentaires s'imposent. Effectuer la somme de deux sous-espaces F et G, c'est 
construire un nouveau sous-espace (que l'on a noté F + G) tel que 


Ve F+G dær EF dæg EG m= m= + mg. 


Bien entendu, les deux vecteurs zp € F et mc € G dépendent ` du vecteur 
т. Ainsi, pour n'importe quel vecteur x appartenant à F +6, l'existence d'une 
telle décomposition est assurée, En revanche, rien n'est dit sur son unicité. On 
apprécie maintenant pleinement 


— la définition d'une somme directe (qui nous assure l'unicité); 


celle de deux sous-espaces supplémentaires dans E (qui nous assure l'exis- 
tence et l'unicité pour n'importe quel vecteur de l'espace E tout entier). 


Remarques 
1. F et G sont eux-mêmes deux sous-espaces du sous-espace F + G, 


23] š | š 

2. On peut montrer que tout sous-espace d'un K-espace vectoriel E possède 
au moins un supplémentaire dans E. Ce dernier résultat est une conséquence 
directe du théorème 8.1 de la base incomplète. 


lon vérifie sans peine que l'ensemble F A G est bien un sous-espace vectoriel de E (cela 


se déduit du Fait que E et Ç sont eux-mêmes des sous-espaces de Ej. Remarquons que le 
sous-espace F +C n'a aucune raison d'être l'espace E tout entier. 

FA ce propos, remarquons que lorsqu'on décompose un vecteur æ par rapport à une base al- 
gébrique de Æ, disana œ = mei tages +... 4-04 ё, ce aont les coordonnées eq, Oa... On 
qui dépendent du vecteur œ et non pas les vecteurs de la base (ceux-ci ayant été choisis 
indépendamment du vecteur m considéré). 


(23) i I 
La demontration est admise. 
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Si l'espace E est de dimension finie alors on a le résultat suivant. 


Proposition 8.15 Soient E un K-espace de dimension finie et F, G deux 
sous-espaces de E. Si F et G sont supplémentaires dans E alors 


dimg(E) = dimg(F) + dimg(G). 


Démonstration Notons р = dimg( F) et q = dims (ŒG). Soient Br = (fi)izizp 
une base de F et Bo = (g,lı<ig, une base de G. Puisque F et G sont supplé- 
mentaires dans E, 


YreE I!rrefF dim;€c€G m=mp + me. 
Les vecteurs m= et xç appartenant respectivement à F et à G, 


d'!(ar,..., ap) E КЁ жр = ај +...+ Œpf o: 


3!(8,...,8,) €&K* zç=Ag1+...+ 3494. 


On obtient ainsi pour tout vecteur m de E l'existence et l'unicité d'un (p + g)- 
uplet (a5,... Op, 01... Bal de КР tel que 


r—of, +... + gf, +8191 + ... +8,95 


On en déduit alors, d’apres la proposition 8.9, que la réunion des deux familles 
Вр et Bo constitue une base de l'espace E, et donc que dimg( E) = dimg(F) + 
шїк С). LI 


Remarques 


l. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n 2 l. I vient immédiatement 
de la proposition 8,15 qu'un supplémentaire d'un hyperplan vectoriel est une 
droite vectorielle. 


2. On vérifie que tout sous-espace vectoriel de E contenant FU G contient 
nécessairement F + C. Ainsi, la somme F + G s'avère etre le plus petit sous- 
espace (au sens de l'inclusion) contenant FU G. En d'autres termes ; 


Vect (FUG) = F + G. 
De cette caractérisation, on en déduit l'implication : 
ECO => F+G=6G. 


Puisque l'union de deux ensembles est commutative, on en déduit que la somme 
est commutative : F + G = G + F. 
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Quelle condition F et G doivent-ils remplir pour que la somme F + G soit 
directe ? 


Pour répondre à cette question, supposons que æ € F + G et qu'il existe 
(zr. zg) € F x G tel que z = жр + ms d'une part, et qu'il existe (Up. ус) € 
F x G tel que z = ур + yz d'autre part. Оп a ainsi ж = tp + mG = ур + ye. 
d'oü 
TF Ур = yg — TG 
— u 
EF EG 


avec Er — yp € F et yg- rg € G (puisque F et G sont des sous-espaces 
vectoriels de E). L'égalité entre deux éléments, l'un appartenant à F. l'autre 
appartenant à G, implique nécessairement que ces deux éléments appartiennent 
à l'intersection de F et G : 


Zr -VrEeFfnG et ygz;-azg;ceFnG. 


П s'en déduit l'unicité de la décomposition (c'est-à-dire шр = yp et zc = u) 
à la condition que l'intersection des deux sous-espaces F et G soit réduite au 
vecteur nul, c'est-à-dire à la condition que F NAG = {0g}. 


La condition FAG = {0g} apparait ainsi comme une condition suffisante 
assurant l'unicité. Elle est également nécessaire. Pour le prouver, on utilise un 
raisonnement par contraposée : on suppose que F NG x (Op) et on montre 
que la décomposition d'un vecteur m de F + C n'est alors pas unique. Soient 
zp € F et æg € G tels mer = zp + mç. Puisque FAG Á {0g}, il existe alors 
un vecteur non mul, que l'on note w, appartenant à FOG et on peut écrire 


g = Er + Eg = Tr + tD + I; = wW 
u et  w— r 
EF EG 
avec Xp +w € F. дү; — w € G (puisque F et G sont des sous-espaces vectoriels 
de E) et 
(ар. tg) É (Tp + uy, me — u) 
car ш Á бк, ce qui montre que tout vecteur de F + G peut se décomposer sur 
F et G de deux manières distinctes. 


On a ainsi trouvé une condition nécessaire et suffisante pour que la somme des 
deux sous-espaces F et G soit directe, On peut énoncer la proposition suivante. 


Proposition 8.16 Soient E un K-espace el F, G deur sous-espaces de E. 
Une condition nécessaire ef suffisante pour que la somme de F et Œ soil 
directe est que leur intersection soit réduite au vecteur nul, c'est-à-dire : 


FnG = {05}. 


On déduit de la proposition 8.16 le corollaire suivant. 


342 Somme de sodgs-espaces vertoriels 


Corollaire 8.3 Soient E un K-cspace et F, G deur sous-espaces de E. Une 
condition nécessaire et suffisante pour que les deur sous-espaces F et G soient 
supplémentaires dans E est que d'une part la somme de F et C soit égale 
à E et que d'autre part l'intersection de F et G soit réduite au vecteur nul. 
Autrement dit, 


E=F@G «= (E=F+G et F NG = (Oe) ). 


Hlustrons ces résultats par quelques exemples, 


Exemples 


1. La seule application de R dans R qui soit à la fois paire et impaire est 
l'application nulle (voir p. 309). En notant F l'ensemble des applications paires 
et G l'ensemble des applications impaires, on a ainsi 


FnhGzí[reRo—0eR]. 


De plus, il a été établi que toute application de R dans B pouvait s'écrire 
comme la somme d'une application paire et d'une application impaire, c'est-à- 
dire que A(R, R) = F + G. D'après le corollaire 8.3, on en déduit que les deux 
sous-espaces F et G sont supplémentaires dans .A(R, R), autrement dit que 


A(R, R) = ҒФС. 


2. Considérons dans l'espace R? les plans vectoriels F et G définis par 
F =R x R x (0) = ((zi,zə,0) € R? | zy € R, x2 € R), 
G =R х {0} x R = ((71,0,73) € R? | z1 € R, za € B). 


Déterminons F + G. Soient z = (rj,r5,0) € F et y = (y1,0, 93) € G. Опа 
z+y=(rı + Y1,22,13). En particulier, lorsque yy = 0 et lorsque zi, za et ys 
parcourent E. le vecteur 2 + y décrit tout l'espace R?. On a done 


F+G =R". 
De plus, on vérifie facilement gue 
FnGzRe, où e; = (1,0,0). 


Ainsi, la somme F + G n'est pas directe et, a fortiori, les deux sous-espaces F 
et G ne sont pas supplémentaires dans R?. 
3. Toujours dans l'espace R?, considérons les droites vectorielles F = Rey et 
G = Res où e, = (1,0,0) et ез = (0, 1,0). On vérifie que 

ЕГ = {Os }. 


La somme de F et G est donc directe. On note F @ G au lieu de F + G. Soient. 
m = (21,0,0) € F et y = (0, 12,0) € С. On a m+ y = (71, ya, 0). Ainsi lorsque 
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тү et yo parcourent E. le vecteur x + y décrit le plan vectoriel Rx R x {0}, 
d'on 

F @ G =R x R x {0}. 
Remarquons que F & G Á Е" : les deux sous-espaces F et С ne sont pas 
supplémentaires dans Е. 


8.5.2 Cas d'un espace vectoriel de dimension finie 


ner 


Théorème 8.2 (de Grassmann) Soient E un K-espace vectoriel de dimen- 
sion finie et F, G deux sous-espaces de E. On a 


dime (F + G) = dimgi F) + dimg(G) — dimg( NG). 


Démonstration Notons H le supplémentaire de F ^d dans G. On a 
(FnGeH=G. 


Remarquons que le sous-espace H est lui-même un sous-espace de F+G puisque 
Н C G et G С F + б. Verifions à présent que F et H sont supplémentaires 
dans F + G, c'est-à-dire que F + C = Р Н. 


[> Commencons par montrer que F + G = F + H. Soit жє F + G. Il existe 
(zr. æg) € F x G tel que 
= = Er + TG. 


De méme, puisque G = (F NG) @ H. il existe (png. 2н) € (FAG) x H tel 
que 
EG = Erna + TH. 
On en déduit 
m = Er + mc = mp + pos + En 
— [u 
EF cH 
avec mp + preg € Fear FO G C F. Donc F +G C F + H. Réciproquement, 
de H C G on déduit F + H C F + G. Finalement, 


F + Ç = F + H. 


Montrons maintenant que FNH = {Op}. Soit ze ПН. On a x € F et 
z € H. On en déduit ze FAG car H C C. Ainsi le vecteur z appartient А la 
fois à FAG et à H. On en déduit alors z = Og car les deux sous-espaces FAG 
et H étant supplémentaires dans G. leur intersection est réduite au vecteur nul. 


> On a donc obtenu que F+G = F+ H et FAH = (Og). c'est-à-dire (d'après 
le corollaire 8.3) que F + C = КФ H. En passant aux dimensions, on en déduit 
(d'apres la proposition 8.15) 


dimgi E + G) = dimgi F) + dimgi F). (3) 
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Or puisque (F 1G) @ H = С, on à aussi (d'après la proposition 8.15) 
dimk(F N G) + dimx(H) = dimx(G), 


c'est-à-dire, 
dimx(H} = dimg(G) — dimg(F N G). (4) 


En combinant les égalités (3) et (4), on obtient 
dimg(F + G) = dimk(F) + dimk(G) — dimg(F Г G), 


ce qui termine la démonstration. Г] 


GRASSMANN, Hermann Günther (1809, Stettin en Prusse - 1877, Stettin). 


Mathématicien autodidacte, c'est en s'intéressant au phéno- 
mène des marées qu'il a développé le calcul vectoriel et défini 
le concept (nouveau pour l'époque) d'espace vectoriel de di- 
mension supérieure à 3. Publiés pour la première fois en 1844 
dans un premier traité intitulé Die lineale Ausdehnungslehre, 
ein neuer Zweig der Mathematik, puis dans un second traité en 
1862, ses travaux eurent en fait peu de succés car trop confus, 
et il faudra attendre Giuseppe Peano pour formaliser plus clai- 
rement la notion d'espace vectoriel. C'est à l’äge de 53 ans, 
déçu par le manque d'intérêt que portait la communauté ma- 
thématique de son temps à ses idées pourtant novatrices, que 
Grassmann se consacra à l'étude du Sanskrit. 


Une conséquence immédiate du thèorème de Grassmann est que si F et G sont 
deux sous-espaces d'un K-espace E de dimension finie tels que F N G = {0g} 
alors : 

dimg(F & G) = dimg(F) + dimg(G). 


Exemples 


1. Dans R?, considérons les deux plans vectoriels F = R x R x (0) et G = 
R x (0) x R. On a vu que F +G =R? et FAG = Re, et on vérifie 


dimg(F + G) = dimg(F) + ding(G) = dimg(F NG). 
3 2 2 1 


2. Soient e; = (1,0,0) € R? et ез = (0,1,0) € RY, La somme des deux 
droites vectorielles F = Re; et G = Rez est directe dans RY, On a vu que 
F @ G = R x R x {0} et on vérifie 
dimg(F & G) = dime (F) + dimp (G) . 
=2 =1 = 1 
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Le résultat suivant donne une condition suffisante qui s'avère tres pratique pour 
montrer que deux sous-espaces sont supplémentaires dans E dans le cas ой E 
est de dimension finie. 


Corollaire 8.4 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F, G 
deur sous-espaces de E. On a l'implication 


( dimx(F) + dimx(G) = dimx(E) et F NG = (0g) ) => F @G = E. 


Démonstration Grace au théorème de Grassmann, on a équivalence entre 
l'égalité dimp (F) + dim (G) = dimg(E) et l'égalité 


dimgi F + G) + dimk(F ^ G) = dimgi E). (5) 


Utilisons l'hypothèse ` FAG = {06}. D'après la proposition 8.16, la somme 
F + Gr est directe. Le sous-espace F + G se note ainsi F&G. De l'égalité (5) il 
vient 

dimg( F $ G) = dimy(E). 


D'après la proposition 8.12, puisque FAG est un sous-espace de E, de l'égalité 
des dimensions on déduit l'égalité ensembliste F p G = E. = 
Remarque D'après la démonstration donnée ci-dessus, il est clair que l'on a 


aussi l'implication 


( dimx(F) + dime(G) = dimg(E) et F +G = Е) => F @G = Е. 


Exemple Considérons dans R? la droite vectorielle Eu et le plan vectoriel 
Vect(v, w). Оп suppose que u Z Vect(v, w). On vérifie 
Ru Vect(v, w) = (Ous). 
Par conséquent, de l'égalité 
dimp (Ru) + dimp ( Vect(v, u1)) = dimp (R? ) 
=] = 2 = 3 
on déduit que Ru et Vect(v, w) sont supplémentaires dans R^, ce que l'on note 


Ru & Vect(v, w) = Ri 


=з Rappelons qu'un plan vectoriel est, par définition, un sous-espace de dimension 2. Alnsi, 


dire que Vect(w, ww] est un plan vectoriel, c'est supposer implicitement que les deux vec- 
teurs v et w forment une famille libre. 


Заб Exercices de synthèse 


Exercice 5 Dans R muni de sa structure usuelle de R-espace vectoriel, on 
considère les sous-espaces vectoriels suivants : 


F =  Vect((1,2,0,1), (2, 1,3, 1), (2,4,0, 2)), 
G = Vect((1,2,1,0), (-1,1, 1,1), (2, —1,0,1)).. 


I - Calculer dimg( F), dimg(G) ; trouver une base de F et une base de G. 
2- Déterminer une base de F + G et une base de F NG. 


8.6 Exercices de synthèse 


Exercice 6 Soient E.F deur K-espaces vectoriels de dimensions finies (non 
nécessairement égales) munis de leurs bases respectives Bp = (&j,...,€,4) et 
Bp = {fi f). Montrer que la famille B=, définie par 


déf. 
Bexr zi (er, Oe) lem, Or), (De, fi}, a (0m ДЫ] 
est une base de l'espace produit E x F et en déduire que 
dim (F x F) = dimg(E) + dimg(F). 


Exercice 7 Soient ro.r,,..., In des éléments de R deux à deux distincts. 
I - On considère les polynómes Lo, Li; ..., En de R„|X] vérifiant 


X = Ty; 
TTT үте В. 
Ei — Ej 


Fi 

weini, ak Liz)- || 

j =Ü 

Jt 

Ces polynômes s'appellent polynómes caractéristiques (de Lagrange) associés 

aur nœuds rg, Tj, ..., T4. Montrer que Lo, Li, ..., La forment une base 

de Ba [AX]. Etant donnée une application f : R H+ R, on note Пу l'unique 
polynôme de R,[X] tel que 


[l (za) = fizo), ..., Dylan) = (а). 
Le polynóme Il; s'appelle polynöme d’interpolation (de Lagrange) de f aur 
NEUdS ro, Li, ..., Ig. 
2 - Soit E AIR, R) l'ensemble des applications de R vers E muni de sa struc- 


ture usuelle de R-espace vectoriel. On désigne par F l'ensemble des applications 
p RR telles que 


zo) = plz} =... = plan) = 0, 


et par G l'ensemble des applications polynomiales de R dans R de degré in- 
férieur ou égal à n. Montrer que F et G sont deur sous-espaces de E, puis 
montrer que 

E = F' œe С. 
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8.7 Solution des exercices 


Solution de l'exercice 1 
1 - Soient œ = (rı, 273.21). Y = (y. yo, y1) deux vecteurs de F et оа, ЗЕ Е. On 
aar + Зу = (ax + Gu, œï + dys, ors + Gya) et on vérifie 

lar + 334) — (ars + ys) + (ars + ya) 

= a(—zi— za + 73) + 8—4 — qa +y) = 0 
саг =T = ms + za = Ü (m € F) et -y1 — ve + y = 0 (y € F), ce qui montre 
que le vecteur az + y appartient à F. 


2 - Soient œ = (21,29,11 + Xo. 234 + то] avec тү € Е et zo ER un premier 
vecteur de G, y = (yi. ya. Ui + ya. 291 + ya) avec у € R et yo € R un deuxième 
vecteur de G et œ, 3 € Е. On a 


QE, Ea, Жу + 25,231 + то) + Dim, Watt + di + ip) 


= (21,22, 21 + 22,221 + 22) 


avec z; = Gi + Зр et za = ars + Зу, ce qui montre que le vecteur oz + dy 
appartient А б. 


Solution de l'exercice 2 


Hemarquons que pour tout k € M les applications z € R =+ explagr) € R et 
x € R —.sin(a,r) € EK sont des applications indéfiniment dérivables sur R. 
Elles appartiennent ainsi au sous-espace C^?" (I) de RË, 


l - On procède en deux étapes. 


> On commence par montrer que pour tout n € N, la famille Z+ = ( Ik locken 
est libre. On procède par röcurrence sur n. Le cas m = ( est immédiat. En 
effet de l'égalité Ay fo = 0, c'est-à-dire de l'égalité Ap explagr) = 0 vérifiée pour 
tout x € R, on déduit que An = 0. Supposons à présent la propriété vraie au 
rang n et montrons qu'elle est alors vraie au rang n + 1, c'est-à-dire montrons 
l'implication 


GEN 
(veer Y Meexp(esz) = 0 ) e secs mis eT 
k-ü 
De la relation 
n+l 
Kë År exp(or) = Ü (6) 
k-ü 


vérifiée pour tout ze R, il vient 


VrEeR Anti = -Y Ar exp (ar — ал+). 
k=ü 
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De plus, pour tout А € (0,1,...,n], on a lim, exp [line — tapir] = 0 
puisque œ; < Gart pour tout k compris entre 0 et п (la suite (ern )nen est 
strictement croissante). On en déduit que A44, = 0 par passage à la limite. La 
relation (6) se simplifie alors en 


Vr e R > Ay exp(az) = Ü 
k=iü 


dont on déduit que Ag =... = An = Ü grâce à l'hypothèse de récurrence. 


> Pour toute sous-famille finie F de Ум, il existe une famille finie de la forme Fa 
telle que F C Fa. Or, nous venons de montrer que pour tout n € N, la famille 
Fu était libre. Ainsi, toute famille finie F est sous-famille d'une famille libre. 
Puisque toute sous-famille d'une famille libre est libre (voir proposition 8.7), 
on en déduit que F est libre. 


> En résumé, nous avons montré que la famille infinie F. était libre puisque 
toutes ses sous-farnilles finies sont libres. 


2 - Comme pour la question précédente, on procède en deux étapes. Seule la 
première étape est présentée, Solent Ag, .... Аһ. Anzı des réels tels que 


VreR Agsin(agz) +... + An sin(or) + Anyi sin(o44 z) = 0. (7) 
En dérivant deux fois on obtient pour tout ze E. 
—Agagsin(agr) — ...— Aran sin(a) — Ата? 1 Sin(as41r) = 0. (8) 


En multipliant l'égalité (7) par a... puis en additionnant avec l'égalité (8), 
on trouve pour tout r € Е, 


(n2,, — ag)Aa sin(aoz) +... + (a2, — a An sin(asz) = 0. 
En utilisant l'hypothèse de récurrence, on en déduit 


puis Ag =... = À, = Ü car Gi x Ok pour tout k compris entre Ò et 
n. Finalement, en injectant ces résultats dans l'égalité (7), on obtient que 
Ania Sin(as 417) = Ü pour tout z € Е, c'est-à-dire que Aan = 0. 


Solution de l'exercice 3 
1 - On note B = (ej,ez,e3) la base canonique de R^. Les coordonnées du 
vecteur æ = (1,1,1) dans la base B sont тү = 1, ra = let zs = 1 car 


(1,1, 1) = (1,0,0) + (0, 1,0) + (0,0,1) = e + ез + ea. 


2 - L'espace Е? étant de dimension 3, il suffit de vérifier que la famille C 
(ua. 12, 13) est libre, autrement dit que la relation de liaison ou; + Suo + уша 
Ов» implique œ = 3 = + = Ü. La relation de liaison s'écrit 


a{1,1,2)+ (1, —1,0) + (0,0, —1) = (0,0,0), 


Ш 
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autrement dit (œ + 8. a — 8, 2a — y) = (0,0, 0), et par identification 


atd = 
ER = n = 
day = 


cou 


dont on déduit facilement œ = 3 = + = 0. 


3 - Notons rj, Fo, Ta les coordonnées du vecteur 2 dans la nouvelle base C = 
(uj, us, шз). On a т = түш + Tatta + Tatta, D'après la question 1, on a aussi 
2 = е + єз + ез. Exprimons les vecteurs ei, е2, ез en fonction des vecteurs 
Uj. us, us. Puisque u; = (1,1,2), ua = (1, 1,0), ша = (0,0, — 1), on a 


U = €; + es + 263, 17—6€6(j—0; et Uz = -Ez. 
On en déduit 
1 I 
ei = із + zu + 15), ёз = tax + „iu — us) et ê; = Ma, 


On obtient ainsi z = e; + ез + ea = Ui +a, Puisque z = ru; + rus + rus, 
par identification, on trouve z, = l, 75 = 0 et zj = 1. 


Solution de l'exercice 4 
] - Soit F1 = (IO, -1,-1),{1,0, =1), (1, 1,0)). En effectuant successivement à 


partir du tableau To les opérations La — Lo = Li, La — La — Li (étape 1), 
puis L; = La — 21, (étape 2), on obtient les tableaux 7; et T; suivants 


1 -1 -1 NS 21 DI 3 -ı 
=] 1 0 -11]l,7=[0 1 oj,2-| 0[1] o 
l 1 0 0 2 1 0 O0 [1] 


On déduit du tableau 72 que rg( fi = 3. 


2 - Soit F2 = ((1, 1,0), (3, 2. 1), (2, —1, 3)) En effectuant successivement à partir 
du tableau Tp les opérations La —— Ls — 3, La — La — 2L, (étape 1), puis 
La — La — 315 (étape 2), on obtient les tableaux 7; et 75 suivants 


1 Ü 
%=| 3 21].7=[ 0 —311].2z-| o [1] 1 
2 -1 3 0 -3 3 Ü 0 0 


On déduit du tableau 72 que rg(7;) = 2. Remarquons que la dernière ligne 
du tableau 72 est nulle. Il s'en déduit la relation liant les trois vecteurs vj = 
(1. 1,0), v; = (3,2, 1) et va = (2, —1, 3), en effectuant à l'envers les opérations 
utilisées pour aboutir à ce résultat. En effectuant à partir de l'égalité 


La = 0 
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l'opération La — La = Aa (opération inverse de celle effectuée à l'étape 2), 
on obtient 
La — ЗГ = 0, 

puis en effectuant à partir de cette égalité les deux opérations L3 =+ La — 3L; 
et La — La — 2L, (opérations inverses de celles effectuées à l'étape 1), on 
obtient 

(La — 2L1) = 3(L2 = 3L;) = 0, 
c'est-à-dire Ly = —7L + dla. On obtient ainsi la relation de liaison 


Va = —Т® + 315. 


3 - Soit Fy = ((—2,1,1,0, 2), (1,3, —2, 4, 4), (-3,2, 2, 0, 0)). En effectuant suc- 
cessivement à partir du tableau 7, (ou nous avons choisi de permuter directe- 
ment les deux premiers vecteurs) 


l 3 — 4 4 
To= | -2 1 1 ü 2 |, 
— 2 2 00 


les opérations La — La + 211, La — La + 3L, (étape 1), puis l'opération 
La += TLa = 11La (étape 2), on obtient les tableaux 


1 3 — 4 4 3 -2 4 4 
bein 7-3 8 10 |,ъ=| 0[] — 8 10 
0 11 —4 12 12 0 ù à —96 


On déduit du tableau 73 que rg(F3) = 3. 

4 - Soit F4 = ((b,a,a),(-a, =b, =a), (=a, =a, b)) avec a € R et b € R. Il est 
clair que si a = Ü alors rg( #4) = 3 si b É 0 et rg Fa) = 0 si b = 0. Supposons 
à présent a = 0. Par commodité, commengons par multiplier la deuxième ligne 
et la troisième ligne du tableau 72"* par —1, puis permutons la première ligne 
et la troisième ligne. On obtient le tableau To : 


| b a o a a =b 
do =| —-a -b -a |. Ti=[ ü b au 
—ü =й b Ба a 


En effectuant successivement à partir de To les opérations La + La — Lj. 
La — ala — bL, (cette opération est permise puisque l'on a supposé a non 
nul); puis L3 — La + alg (étape 2), on obtient les tableaux 7; et Ts suivants 


ü ü =b o а =b 
T=| 0 b-a а + b = | Ü ET a + b 
0 a^—ba a°+b Ü 0 2a? + ab + 12 


Le diseriminant A du trinóme P(b) = 52 + ab + 2a? est strictement négatif 
puisque A = -Ta? avec a Z 0. On en déduit P(h) # 0 pour tout be В. On 
déduit alors du tableau Ts que si а Æ 0 alors те) = 3 si b É a, et rg Au) = 2 
si b = а. 
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Solution de l'exercice 5 


1 - On note му = (1,2,0,1), u; = (2,1,3,1) et из = (2,4,0,2). La famille 
(ui, мо, a) est liée puisque 2u; = сыз, et on vérifie facilement que les deux 
vecteurs t; et uz forment une famille libre. Une base de F est Br = (us, ua), 
d'oü dimg(F) = 2 : le sous-espace F est un plan vectoriel de R*. Soit z un 
vecteur de F. Il existe un unique couple (a,b) € IR? tel que 


m = ашу + bus = (a + 20, 20 + b. 36,4 + b). 
On en déduit la représentation paramétrique de F : 
F = {(а+ 2b, 2a + b, 3b, a +b) oü a € R,b € R}. 


On note t; = (1,2, 1,0), va = (—1,1,1,1) et v3 = (2, — 1,0, 1}. On vérifie faci- 
lement que la famille (1, 02, v3) est libre. Une base de G est Bo = (t. va, va) 
et dimg(G) = 3 : le sous-espace G est un hyperplan vectoriel de В“. Soit 
x = (тр, Za, 23,174) un vecteur de G. П existe un unique triplet (c, del € ЕЎ 
tel que æ = cu, + dus + eva, c'est-à-dire tel que 


(ri tn ra ral = (c— d --2e,2c -d — ec + dud + €] 


et on vérifie que 


(2c + d- e) -2(c Hd) -- (d + e) = 0. 
—— u чы w 
= T5 = Za = Là 


Оп en déduit la représentation cartésienne de G : 


G= [mi za, ra, za) e Si | La = Bra + Za = 0}. 


2- Опа: F+G = Vect (u, Ur, Wa, 01, 09, U3). Remarquons que le sous-espace 
F+G est nécessairement de dimension inférieure ou égale à 4 car c'est un sous- 
espace de RI Les vecteurs ui, шо, Ui, v; forment une famille libre (cela se vérifie 
facilement en utilisant la méthode des zéros échelonnés), d'où dimg( E +G) = 4. 
Le sous-espace F + G est donc l'espace Е“ tout entier et une base de F + G 
est, par exemple, Brie = (ui, ua, v1, 82). D'après le théorème de Grassmann, 


dimg( F + G) = dimp (F) + dimp (G) = dimg(F NG), 
—swo€— CŘ —— o — T 
zd = 2 zd 
d'où dimg( FNG) = 1:1esous-espace FOG est une droite vectorielle de R*. Pour 
obtenir la représentation paramétrique de FAG, la méthode consiste à injecter 


la représentation paramétrique de F dans celle de С. Soit z = (£1, 22, £3, Tra) 
un vecteur de FOG: 


zi = a+2b 
aber 4 AT e za 2zs +24 = 0. 


ïa = a+b 
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On a ainsi (2a + b) = 2(36) + (a + b) = 0, c'est-à-dire 3a = 4b = Ü ou encore 
b = 3a/4. On en déduit 


тү = ба/2 
ту = 114/4 
хз = a/d 
Z4 = Та! 


La représentation paramétrique de FAG s'écrit 
FAG = 1(5a/2, 112/4, 92/4, 79/4) où a € R) 


et une base de РПС est, par exemple, Breng = (w) avec w = (10, 11,9, 7) (que 
l'on obtient en prenant а = 4). On écrit alors F ÒG = Rw. 


Solution de l'exercice 6 
l - Montrons que B=, est libre dans E x F. Soit la relation de liaison : 


Y Aes 0p) + A nis, f;) = (Or, Or) 
im] 


fæl 


nz 


H 
qui s'écrit (57 Mei, 3 Bi fi) = (06,05). Par identification, on obtient 
t=] Ges) 


ТТІ 


S xd =O ec Duf, =Or. 
iu] i= | 


On déduit de l'égalité de gauche que à, =... = À, = Ü car Bg est libre dans 
E. De meme, on déduit de l'égalité de droite que ju =... = tim = Ü car Br est 
libre dans F. Montrons maintenant que Bg, est génératrice de E x F. Soit 
а = (g1, £3) un élément de E x F. Puisque la famille Bg est une base de E, 
elle engendre E. Ainsi, 


J(A1,Àg,..., A.) € Е" 21 = Ае + Ages +... + Ае. 
De même, puisque Br est une base de F, elle engendre F. Ainsi, 
Ss Hass Hn) К" æg pifi + Hafa +- + Hafn 


Ün peut alors écrire 


Fri Fri 


(71,72) = үз Mei uf) = (5 Mei. Op) =F (92.5 rif) 


У Ate: Or) + Y ш(Ок. Ai 
im] іза ] 


a 


ce qui montre que tout vecteur x de E x F est combinaison linéaire des vecteurs 
de Baus. ce qui montre que la famille Be, £z est génératrice de E x F. 
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2- On acard(Bexr) = n + m = card (Bg) + card (Bg). D'après la question 
précédente, la famille Bg, est une base de E x F. On а donc 


card (Bg, p) = dimx(E x F), 


dimg( E x F) = dimg( E) + dimy(F). 


Solution de l'exercice 7 

1 - Rappelons que R,[X] est un espace vectoriel de dimension n + 1. Ainsi, 
pour montrer que les polynömes caractéristiques Lo, Li, ..., La forment une 
base de R4 [X] il suffit de vérifier que ces n + 1 polynómes forment une famille 
libre dans EB, [X], autrement dit que 


co La + oi L4 +... tan =Ü => Onse... = tts = 0). 
Supposons que aglo + ai Li +... +0, L4 = Ü, c'est-à-dire que 
VreR ооох) + olii) +... + an LA (z) = 0. (9) 


Soit € € (0, 1,..., n]. Considérons en particulier z = ze, On a Li(zz) = Ü pour 
tout entier à € (0,1,..., n) V {£}, et Luxe) = 1. Par conséquent, en prenant 
т = T; dans (9) on obtient or = 0. En répétant ce raisonnement pour tout 
fe {0,1,...,п}, on obtient œ =... = ün = 0. 

2 - Montrons que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E. Il est clair que 
G est un sous-espace de E puisque G = R„[X]. Soit р et у deux éléments de 
F et (o, 8) € R?. Pour tout i € {0,1,...,n}, 


(ар + Ayla) = wple) + Bv(z) = Ü 


car plz} = 0 = iz, O < ï < n (e € F et y € F), ce qui montre bien que 
F est un sous-espace de E. Montrons à présent que : E = F @ G. Soit f € E. 
Оп sait, d'après la question 1, qu'il existe un unique polynôme Пу € E. [X] 
vérifiant П (х0) = f(za), .... H (za) = Flan). C'est le polynôme de Lagrange 
associé aux nœuds zo, r4, ..., En- On peut donc écrire 


f 5 - D) il 
et on vérifie que f — П; Є Г puisque 


(f — П, (50) =0, (7-б) (3) = 0, ... (7 Па) = 0. 


On a ainsi vérifié que tout f € E s'écrivait comme la somme d'un élément de 
F et d'un élément de С. La vérification de FAG = (x € R —— 0 € R} est 
immédiate. En effet, considérons un élément P de FAG. Cela signifie que Р 
est un polynóme de degré inférieur ou égal à n et qui s'annule en n + 1 points, 
ce qui impose que P soit le polynóme nul. 
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CHAPITRE 9 


Les applications linéaires 


9.1 Application linéaire 


9.1.1 Définition d'une application linéaire 


Dans cette partie, E et F désignent deux espaces vectoriels sur le méme corps 
commutatif K (K — R ou C). Ces deux espaces ont des dimensions quelconques 
(finies ou infinies) et non nécessairement égales. 


On note +, la loi interne et e la loi externe définies sur E. 

— De méme, on note +p la loi interne et e la loi externe définies sur F. 
Lorsqu'il n'y aura aucune ambiguïté sur les espaces sur lequels ces lois opèrent, 
nous les noterons plus simplement + et - afin d'alléger les écritures. 
Commengons par une définition. 


Définition 9.1 Soient E, F deur K-espaces vectoriels. On appelle applica- 
tion linéaire de E vers F toute application f : E — F vérifiant 


Lye E е ЕЕ fiæteæ') = Ка) +, fæ), 
2wWrcE ЕК аж) = a-p f(x). 


Une application linéaire est encore appelée morphisme d'espaces vecto- 
riels. On note Cg(E, F) l'ensemble des applications linéaires de E dans 


FE? On appelle forme linéaire une application linéaire d'un K-espace E 
dans K. 


Remarque La premiere relation traduit le fait que f est un morphisme de 
groupe additif de (F. + ) dans (Ё, +r yn En particulier, on a 


(Ок) = Op 
et on dit que f transporte le neutre. Pour tout vecteur z de E, on a 
f(-z) = - 2] 


et on dit que f transporte le &ymétrique (voir à ce propos l'exercice 7, p. TT). 
La seconde relation traduit la compatibilité de l'application f avec les deux lois 
externes -e et -p. 


' On note cet ensemble CIE, Е) s'il n'y a aucune ambiguïté sur le corps K. Une application 
linéaire est aussi appelée homormorphisme d'espaces vectoriels. 


Voir à ce sujet la définition 2.33 d'un morphisme d'ensembles structurés en page 60. 
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Structure de K-espace vectoriel sur Cg( E, F) 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels. L'ensemble Сұ(Е, Fy possède une 


structure de K-espace vectoriel” puisque pour tous f,g € Cx(E,F) et pour 
tous a, 3 € K. 
af + Bg € Cg(E,F). 


En effet, pour tout (o, z/) € E? on a 
(af + Bgt +T) = ar feta +e 8r get) 
a e (f(z) e Pëll +r Bee (glx) te (а) 
Gp Ка) + Be glz) +» œ> Fi) +p der g(z') 
(af + dolle) +, (af + 8д)(а”). 


Pour tout x € E et pour tout + € К on à 


(af + 80) (еш) = œr ffet) tebg 2) 
= Ur (7 F f(=)) +p Ï "p (7 d g(z)) 
= Yp (arr fla) Hr Br g(æ)) 
= vv (laf +89)(2)). 
Si E et F sont de dimensions finies alors l'espace vectoriel Cx (E, F) est aussi 


de dimension finie et dimg {Lg (E, Fy) = dimg(E) x dimg(F). Nous admettons 
pour l'instant ce résultat. I sera démontré au chapitre suivant (voir p. 416). 


Composition d'applications linéaires 


Soient E. F et G trois K-espaces vectoriels. Pour tout f € Cg(E, F) et pour 
tout g € Cg(F,Cz) 
go f € Lg (E. G). 


En effet, pour tout (z. x) € E", 


(go Ра +2) = (Ла +) 
= (Ла) + f(z')) par linéarité де f 
= gl(f(z))-cs(f(z')) par linéarité de g 
(go fæ) +c (go Nie’). 


Pour tout z € E et pour tout œ € E, 
(go fas) = g(fla-s=)) 
= g(a -e f(x) par linéarité de f 
= aengg(f(z)) par linéarité de g 
= œ (90 fiir). 


C Rappelons que l'ensemble des applications de E vers F est un K-espace vectoriel (voir 
p. 400). L'ensemble des applications linéaires de E vers F en constitue un sous-espace 
vectoriel, П possede ainsi lui-mème une structure de -espace vectoriel, 
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On a la caractérisation suivante. 


Proposition 9.1 Soient E, F deur K-espaces vectoriels et f une application 
de E vers F. Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit une ap- 
plication linéaire est que pour tous vecteurs 2,2’ de E et pour tous scolaires 
«x, de K 


f(a-g ta 8 2 z) = о. f(z) +> Br f(x). 


Démonstration Supposons que f soit une application linéaire. Soient m,m” 
deux vecteurs de E et o 3 deux scalaires de К. On a 


f(a-g ze 8-2 8) = Даеш) +p ДВ œ œ) S оос f(x) ++ B: r f(x). 
Réciproquement, en prenant œ = 8 = lg et (z, z/) € E? on obtient 


eter) = Акка ІК) 
= Iker (0) е 1ке fla) = f(x) +p fla) 


car lg -p J (z) = f(x) et 1x, f(z') = f(x"). En prenant 8 = Ок, on a 
аьа +. 0ке m) = acu f(x) +r Og fle) =œ r f(x) + Op = ос f(x) 
car Ox +; f(z') = Op. Or, puisque Ок ‘s z' = Og, 
fla e t + Ox er) = f(e-s œ + Og) = (ась). 
On a ainsi montré que f(œ-p œ) = о fix). = 


Exemples 
1. L'application qui à un polynôme P € K[X] associe son polynôme dérivé 
P' € K[X] est un morphisme de l'espace K[X] dans lui-même puisque pour 
tous P, Q € K[X] et pour tous a, 3 € K, 
(a. P-- 8. Q) 2a. P! Aë. Q'. 

2. Soit a € K. L'application f : z € K ++ ar € K est une application linéaire ^ 
car pour tous z,r' € K et pour tous œ, de К, 

Кат + fæ") = alor + dr) = alar) + Kar’) = а(х) + Sf(x). 
En revanche, l'application f : re K + z? € K n'est pas linéaire car 


f(z + z') = (z + z')° = z° + (z)? + 2zz” E f(x) + f(x) si z #0 et zr #0. 


(4) f RP se A Я 
On peut d'ailleurs montrer que toute application linéaire de K dans K est nécessairement 


de la forme x — ar avec a un élément de E. 
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Définition 9.2 Soient E, F deur K-espaces vectoriels. 

X Soit f une application linéaire de Е dans F. Si f est bijective alors on dit que 
f est un isomorphisme d'espaces vectoriels et que E et F sont isomorphes 
par f. 

X On appelle endomorphisme de E une application linéaire de l'espace E 
dans lui-même, On note Cy (Ey) l'ensemble des endomorphismes de E. 


X En particulier, st un endomorphisme f est bijectif alors on dit que f est un 
automorphisme de l'espace E. On note GCy(E) l'ensemble des automor- 
phismes de E. 


Exemple L'application W qui à un couple (2, y) de R? associe le scalaire x + iy 
de C est un morphisme du R-espace R? dans le R-espace C ` puisque d'une 
part, pour tout (r, y) € R? et pour tout Lol, y^) € R?, 


Dll) hale!) =  W((r ry) 
iz +2) ilt) = z+ i+ tiy 
= lie, ul +c tiir y). 


et d'autre part, pour tout (zr, y) € В? et pour tout ae R, 


Bass (ru) = Pilar ay) 
= ar+ilay) = ах + iy) 
= o Se Wi, ul, 


Remarquons que l'application  : R? — С est injective. En effet, de 


Tiir yh = V((z'.y). 


c'est-à-dire de x + iy = л" + iy, il vient immédiatement r = ! et y = y, 
c'est-à-dire 


(x. y) = (x.y). 


L'application V : R? =+ C est aussi surjective puisqu'à tout z € C on peut 
associer le couple (Re(z), Im(z)) € R? tel que 


V ((Re(z),Im(z))) = Re(z) + i x Im(z) = z. 


L'application V : R? — C est donc bijective. C'est un un isomorphisme de R? 
dans C. Les deux R-espaces vectoriels R? et C sont isomorphes. 


"on rappelle que C. qui est un C-espace vertoriel, possède aussi une structure de R- 
Give vectoriel, Nous avons privilégié ici la structure de Bess pines vectoriel car, d'après 
la définition 4.1, les espaces de départ et d'arrivée doivent être définis sur le méme corps 
commuutatit. 
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Structure d'anneau sur Cu( F) 


Soit E un K-espace vectoriel. Muni de l'addition, l'ensemble Cx(E) possède 
une structure de groupe commutatif. Il possède la loi o comme seconde lot de 
composition interne ` pour tous f, g € £g( E), 


gef € Cg( E). 


On vérifie les propriétés suivantes : 
la loi о est associative : pour tous f, q, h £ Cx (E), 


(fog) ол = fo(goh); 
= la loi o est distributive par rapport à la loi + : pour tous f, g, h € Cx(E), 
fo(g+hk)=(fog)+(foh) e (g-h)of —(gof) + (ho f); 


— l'application ide appartient à Cg( E). C'est l'élément neutre de Zg( E) pour 
la loi o car 


Vf € LulE) foidg =idg o f = f. 


En revanche, la loi o n'est en général pas commutative (sauf si dimg( E) = 1). 
L'ensemble structuré (£g (E), +, о) est donc un anneau en général non commu- 
tatif. Remarquons que la composée de deux endomorphismes peut être nulle 
sans que l'un des deux endomorphismes le soit. Par exemple, soit E un es- 
расе de dimension 2 muni d'une base В = (ej, ез) et soient f et g les deux 
endomorphismes de E définis par 


Ие) =e; et Ле) = 0e 
g(ei) = 0g et (ез) = ез ` 


On a (go f)(&i) = (ge f)(e2) = Op et on en déduit que (g o f)(z) = De pour 
tout z € E. En effet, pour tout ze E, 

(se fiel g(f(z)) = g(f(ziei + z26e1)) 
zig(f(e1)) + 229(7(е2)) = Oz. 


Par conséquent, l'anneau (Zx(E), 2. o) possède des diviseurs de zéros. Ainsi, 
(Ck (E), +, 6) est un anneau non commutatif et non intègre pour dimgy( E) > 2 


Isomorphisme réciproque 


Proposition 9.2 Soient E, F deux K-espaces vectoriels et f une application 
linéaire de E vers F. Si f est bijective alors son application réciproque f^! 
est une application linéaire de F vers E, autrement dit, pour tous vecteurs 


Hu de F et pour tous scalaires œ, Й de К 


(а: у+. B u) = (ttg fy Arden Fa. 
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Démonstration Soit y (respectivement y'] un vecteur de F. Il existe un unique 
vecteur æ (resp. z') de E tel que fir) = y (resp. fir”) = y“) ou de manière 
équivalente tel que z = fy) (resp. z' = f^!(g']). Опа 


аку = œr (а) + 8: f(x) 
= (0:666 9. m) car f est linéaire. 


Le vecteur о. 04 3; de E est donc un antécédent par l'application f 
du vecteur a-„Y+r dry de F. La propriété de bijectivité de f nous assure 
l'unicité d'un tel antécédent. Par conséquent, on peut écrire 


f '(ary+rdry)=0- m+ e, 
et on en déduit l'égalité 
f (outer )7asf "(ite fe f (y) 
puisque œ = f~! {y) et z' = f^ (y). Г] 
Remarque Considérons le cas oü F = E. Alors, muni de la loi de composition 
interne o, l'ensemble G Cg (F) possède une structure de groupe (en général non 


commutatif, sauf si dimx(E) = 1). L'ensemble structuré (GZg( E). o) s'appelle 
groupe linéaire de E, d'où les initiales. 


Application linéaire de K” dans К" 


K Soit (a,b) € K^. L'application f : m = (71,79) € K^ mar + bo € K 
est une application linéaire. En effet. soient z = (71,72), Ж" = (74.35) deux 
vecteurs de К? et (a, 8) € KI. On a 


a x + 3 =x = (ar + 357.010 + 25). 
d'où 
fia-z+3 m) = аат + 801) + blars + 825) 
aları + бту} + Harz) + бт) = af(z) + Afia). 


X Soit (a,b) € K?. L'application f : x € K ++ (ar, br) € K? est une application 
linéaire. En effet, pour tout т € K et pour tout eK, 


f(x + z') = (a(z + a), b(x + z”)) = (az, br) + (az! ba") = f(x) + f(x), 
et pour tous r € K, a € K, 
Klar) = (alar),blar)) =œ - (ax, bx) = а f(x). 
X Soit (a,b, c, d) € K*. Considérons l'application 


f : œ (xi, ta) € K? — (ar; + bra, cri + dra) € K*. 
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C'est une application linéaire. En effet, d'une part, pour tous vecteurs z — 
(21,72), & = (71,72) de К?, 


x + = (zi + 71,72 i), 


d'oü 


Ка + z') (alm + m1) + bira +25), fa + zÏ ) + dla Е), 


(az, + bro, ep + dzo) + (ax) + bz, er) + dx!) 
f (œ) + f(a”). 


D'autre part, pour tout ж = (rı,23) € К? et pour tout œ € К, 
ar = (er, ar). 
d'oü 
f(a-z) = (ааг) + blars).cları) + diars)) 
œ + (ar; + bre, cr + dre) = a: fiz). 


On vérifie sur le méme principe le résultat suivant. 


Proposition 9.3 Soit f l'application de К” dans K" qui au vecteur m = 
(z1,22,...,r5) € KP associe le vecteur y = (yi. yas... ya) € É" avec 


Tiiti + 133 +... + Giplp 
Gouf + Gogo +... F Oäefe 
Un = ÜnlT] On219 FH... F Опр Ер 


où ai; € K pour tout i € (1,2,...,n] et pour tout j € (1,2..... p). L'appli- 
cation f est une application linéaire. On note 


f € Cg (KP. I"). 


0.1.2 Propriétés 


Proposition 9.4 Soient E et F deur K-espaces vectoriels et f une application 
linéaire de E dans F. Pour tous vecteurs v4, Vo, ..., Up de E et pour tous 
scalaires сүр, Ca, ..., ty de Kon a: 


f (ovi + asus +... + asus) = aif (01) + aaf (wa) +... + o f (ok). 


Démonstration Elle s'effectue par récurrence sur k. La rédaction est laissée 
en exercice. L] 
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On en déduit le résultat suivant. 


Corollaire 9.1 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f une application 
linéaire de E dans F. On suppose que E est de dimension finie et on désigne 
par B = (eihzizp une base de E. Pour tout vecteur x appartenant à E, 


f (æ) = zı f (ei) + raf (ea) +... + zf (Cp) 


Démonstration Soit x un vecteur de E se décomposant dans la base B = 
(ег). ғр sous la forme 


T = Туё + T262 H... + Eper. 


En appliquant f, on obtient 


fim) = f(nreir + Isës +... + Tp€p) 
= mif(ei) + zof (е2) t... x, f (ep) 
ой on a utilisé le résultat de la proposition 9.4 O 


Détermination d'une application linéaire par son action sur une base 


Une conséquence du corollaire 9.1 est qu'une application linéaire est entière- 
ment déterminée par les images des vecteurs d'une base. Pour s'en convaincre, 
considerons deux K-espaces vectoriels F et F, avec E de dimension finie ` muni 
d'une base B = (ег) ссср. et deux applications linéaires f et g de E dans F 
telles que 

vi € (1.....p) fles) = дег). (1) 
Montrons que f et g sont alors identiques. c'est-à-dire montrons que fir) = 
gix) pour tout œ € E. Soit z un vecteur de E de coordonnées ту, £o... I^ 
dans B. D'après le corollaire 9.1, 


Fie) = mf(e)Tmf(ex +... + Zp (ер), 
HEX 219 (e1) + zag (ез) +... zog (ep). 
On déduit alors de (1) que 


fiz) = gie). 
Autrement dit, si deux applications linéaires agissent de la méme maniëre sur 
les vecteurs d'une base alors elles sont nécessairement identiques. Il est clair 
que la réciproque est vraie. On a donc l'équivalence suivante 


(Vie (1....,p) fie)-5(e)) => (VrezE f(z)-g(z)). 


Ainsi, pour connaitre une application linéaire, il est nécessaire et suffisant de 
connaitre son action sur une base (quelconque) de l'ensemble de départ. 


ray А а А rue - 
Le cas où E est de dimension infinie se démontre aur le méme modèls, 
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9.1.3 Endomorphismes particuliers 


Étant donné un endomorphisme f de E. on convient de noter, pour tout entier 
k non mul, 


ap EET. 


k fois 


Définition 9.3 Soit E un K-espace vectoriel, Un endomorphisme f de E est 
dit nilpotent si 
JkeN* ff=0, 


c'est-à-dire s'il existe k € N° tel que f*(x) = Dr pour tout ze E. 


Bien évidemment, si ys = Ü alors en composant par f on en déduit f**! = 0, 
et plus généralement, 

Wi xk ff =0. 
Ainsi, l'entier k n'est pas le plus grand indice pour lequel f^ = 0. Il n'est 


d'ailleurs pas nécessairement.le plus petit. On définit l'indice de nilpotence 
de f comme suit : 


déf. 
p IA min{k € N° | f* = 0). 
Si l'espace E est de dimension finie alors on peut montrer que l'indice de nil- 


potence d'un endomorphisme de E est nécessairement inférieur ou égal à la 
dimension de l'espace E. C'est le but de l'exercice suivant. 


Exercice 1 Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et f un endomor- 
phisme nilpotent de E, d'indice de nilpotence p. 

1 - Montrer qu'il eriste ë € E, 2 X: Og, tel que : f? ! (x) Z Og. 

2 - Montrer que la famille F = (x, f(2),..., f"! ($)) est libre dans E. 

3 - En déduire que l'indice de nilpotence p vérifie : p = n. 


Exemple Considérons l'endomoprhisme f de ЕЗ qui au vecteur z = (z. Ta, Za) 
associe le vecteur 


y = (2r, + Za, Зац — Za + 13,21 — Ta). 


Pour montrer que f possède la propriété de nilpotence, il suffit de trouver un 
entier k (nécessairement compris entre 1 et 3 d'après l'exercice 1) tel que 


Teil = f*(ex) = f* (ex) = Ops 


où еу, eg et ea désignent trois vecteurs d'une base B de Ri En effet, si la 
propriété est vraie pour les trois vecteurs e, € et ез, elle est nécessairement 
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vraie pour n'importe quel vecteur z de R? puisque, en notant a4, со, 03 les 
coordonnées du vecteur x dans la base B, 


f(z) = flaren + озез + озез) 
а f*(e1) +o /“(ез) +as f^(e3) = Des, 


= Üg = Op: = Ds: 


Comme nous avons le choix de la base, prenons la base canonique. On a 
Је) =(2,-3,1), fer) =(1,-2,1), (е) = (0,0,0), 
fies) = (1,-1,0), fe) = (1, 2.1), (ез) = (0,0,0), 
flea) = (0, 1, —1), f° (es) == (1, —2, 1). Ј(ез) = (0, 0,0). 


L'indice de nilpotence de f est 3. 


Définition 9.4 Soit E un K-espace vectoriel. 


X Un endomorphisme p de E est un projecteur de E si po p= p. 
LT] 


X Un endomorphisme s de E est une symétrie de E sà воа = Кр. 


Si p est un projecteur de E alors 2p — idg est une symétrie de E. En effet, 


(2p—idg) = (2p—idg)e(2p— idg) 
2ро 2р — 2poide —idgo2p-ridgoidg 


| 


4(рер) – 2р— 2p +idg = ip- åp + ide = We 


ой on a utilisé pop = p. Réciproquement, si s est une symétrie de E alors 
l(s--idg) est un projecteur de E. 


9.2 Image et noyau 


9.2.1 Image d'une application linéaire 


Soit f une application de E dans F et A un sous-ensemble de E. On rappelle 
que l'image par f de A, que l'on note F(A), est le sous-ensemble de F défini 
par : 
déf. 
ДА) = {f(s} |z € A}. 

Si l'ensemble A ne possède aucune structure algébrique particulière et si f est 
une application quelconque alors, à priori, l'ensemble f( A) ne possède lui non 
plus aucune structure algébrique remarquable. En revanche, la situation est 


2 Une ayrmétrie s de E définit ainsi une bijection de E (c'est donc un automorphisme de 
E, ce que l'on note a € QCg(E)) et on aan! = s, 
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différente si A possede une structure de sous-espace vectoriel et si f est une 
application linéaire. On a le résultat suivant. 


Proposition 9.5 Soient E et F deux K-espaces vectoriels. S1 A est un sous- 


espace vectoriel de E et si f est une application linéaire de E dans F alors 
f CA) est un sous-espace vectoriel de F. 


Démonstration L'ensemble f (A) est non vide puisque le sous-espace vectoriel 
А est non vide (par définition d'un sous-espace vectoriel}, Soient yj, Ya deux 
éléments de f( A) et a, 8 deux éléments de K. Montrons que ag, + 39, € JUA). 
Puisque y, € f(A), il existe ту € А tel que y, = fiel De méme, puisque 
Yə € f( A), il existe z; € A tel que ys = fl). On a alors 


ay, + Вуз = af(zi) + Af lea} = fları + Зао) 


car f est linéaire. De plus le vecteur az; + ts appartient à A puisque A est 
un sous-espace vectoriel de E. On a ainsi trouvé un vecteur appartenant à А, 
à savoir le vecteur az; + 222, qui a pour image le vecteur ay, + Jy; par f. 
On a bien ay, + jy; € f(A). = 


On rappelle que l'image de f est le sous-ensemble f( E) de F défini par : 


„ déf. ° 
КЕ) = (fiz)| ze E). 
Lorsque f est une application linéaire, nous particularisons la notation comme 
suit i 
Im g "£^ f(E). 
En appliquant la proposition précédente avec À = E, on obtient le résultat 
suivant. 


Corollaire 9.2 Soient E et F deur K-espaces vectoriels. Si f est une appli- 


cation linéaire de E dans F alors Im f est un sous-espace vectoriel de F. 


9.2.2 Noyau d'une application linéaire 
Définissons à présent le noyau d'une application linéaire. 
Définition 9.5 Soient E, F deur K-espaces vectoriels et f une application 


linéaire de E dans F. L'ensemble des vecteurs de E qui ont pour image Ор 
par f est appelé noyau de f et se note Ker f. En d'autres termes : 


Ker f Ï (z € E| f(x) = 0р). 


La propriété de linéarité de l'application f nous assure que l'ensemble Ker f 
n'est jamais vide, En effet, 
Or € Ker f. 
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De la linéarité de f, on déduit également la propriété suivante. 


Proposition 9.6 Soient E et F deur K-espaces vectoriels. Si Í est une ap- 


plication linéaire de E dans F alors Ker f est un sous-espace vectoriel de E. 


Démonstration D’apres la remarque précédente, le novau est non vide. Soient 
Ei, 23 deux éléments de Ker f et a, 3 deux scalaires. Montrons que o; 4-323 € 
Ker f. Puisque f est linéaire, on a 


Fax, + Bz) = af(zi) + 8 (22) = Op 
car f(z.) = f(z3) = Ор (les vecteurs my, 22 appartenant tous les deux à Ker f). 


Le vecteur ax; + Az a ainsi pour image par f le vecteur nul. Il appartient 
donc à Ker f. E 


Exercice 2 Soit E un K-espace vectoriel. 
I - Soit f un endomorphisme de E. Montrer que les deux ensembles ` 


e q E (zE Е|(ж\=гж et owr S [re E | Да) = =} 


sont des sous-espaces de E. 
2. Soit p un projecteur de E. Montrer que 


E = Kerp&Imp. 


On dit alors que p est la projection sur Im p, parallélement à Ker p. 
3 - Soit s une symétrie de E. Montrer que 


E = Inv s @ Opp s. 


On dit alors que a est la symétrie par rapport à Inv s, parallèlement à Opps 


Remarques 


1. Si le noyau et l'image d'une application linéaire f : E — F ont en commun 
la propriété de posséder une structure de sous-espace vectoriel, ils sont contenus 
en revanche dans des espaces différents : 


- je noyau est contenu dans l'espace de départ (ici E), 
— l'image est contenu dans l'espace d'arrivée (ici F). 


2. Pour un endormorphisme f : E — E, noyau et image vivent dans le meme 
espace (ici E). 


um f et appelé l'ensemble des invariants de f. 
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3. Soit f un endomorphisme de E. On vérifie que si f est nilpotent d'indice p 


alors 
Ker f? = E et Im f^ = 106}. 


ë 
Enonçons à présent une première caractérisation d'une application linéaire in- 
jective. 


Proposition 9.7 Soient E et F deur K-espaces vectoriels. Pour qu'une ap- 
plication linéaire f de E dans F soit injective, il faut et il suffit que 


Ker f == {Ок}. 


Démonstration E Montrons dans un premier temps l'implication. Supposons 
f injective et considérons un vecteur x de E tel que fir) = Ор, autrement dit 
un élément de Ker f. Puisque f(0p) = Op, on a 


Ла) = Or). 


On en déduit que т = De car f est injective. Ainsi, l'unique élément du noyau 
est le vecteur nul : Ker f = {0g}. 


> Montrons maintenant la réciproque. Supposons Ker = {б} et montrons 
que f est injective. Considérons deux vecteurs m et y de F tels que fir) = fiy) 
et montrons que x = y. On a les équivalences 


Ла) = Jy) > f(ir-y)—-Ü0r <= x- y € Kerf. 


Le noyau Ker f étant réduit au vecteur nul, on a nécessairement © — y = Dr, 
c'est-à-dire x = y. = 


Remarque Si f désigne une application de E dans F alors f est surjective si, 
et seulement si, elle vérifie : Im f = F. Cette caractéristaion est vraie mème si 
f n'est pas linéaire. Par contre, il n'y a équivalence entre a f est injective » et 
к Ker f = {бк} + que pour une application linéaire. 

L'exemple suivant illustre les notions de noyau et d'image pour un endomor- 
phisme de R?. 


Exemple On considère l'endomorphizme f de E? qui au vecteur x = (ry, T3. 13) 
associe le vecteur y = (y1, t2. ya) défini par 


hà = Ei + Fa 
Ja = Yat fs 
sy = T+ 274 + 74 


Cherchons le noyau et l'image de f. Commençons par le novau. Soit © = 
(Жү, Fa, ta) € Ker f ; on a f(x) = (0,0, 0). Autrement dit, Шү, £2, ra vérifient 


0 = Dal + da 
Ü = Ea + 13 
Ü = Zi + ra + 1з 
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Remarquons que la dernière équation est la somme des deux premières. Elle 
se déduit donc des deux premieres. On peut ainsi l'éliminer. On se ramene à 
un système de deux équations à trois inconnues (qui sont тү, Ta et та). Pour 
résoudre ce système, on doit privilégier deux inconnues (disons r; et r4) et 
exprimer la solution en fonction de la troisième. On obtient 


T1 = I3 et Шо = =F}. 


Un vecteur m = IL, tra, al appartenant à Ker f s'écrit ainsi sous la forme 
générale 


Tc(rg,—r3,13) avec r3 € R, 
c'est-à-dire т = r4(1, —1, 1) avec та € IR. On a done 
Ker f = Ru avec u-(1,-1,1). 
Le noyau de f est la droite vectorielle de EF engendrée par le vecteur non nul 
u = (1, 21, 1). C'est un sous-espace de dimension 1. Déterminons maintenant 
l'image de f. Les coordonnées d'un vecteur y = (y1, ys. ya) de Im f vérifient la 
relation y3 — 41 — Ap = Ü puisque 
[zi + 232 + 23) — (zi + £2) — {£2 + za) = 0. 
C'est l'équation d'un plan vectoriel de R?. On a donc d'une part 
Im f C {(p ya us) € R^ | ys- 31 — 92 = 0). (2) 
L'image de f est un sous-espace de dimension au plus égale à 2. D'autre part, 


Im f contient les vecteurs ej = (1,0, 1), es = (1,1, 2) et es = (0,1, 1) qui sont 
les images des trois vecteurs de la base canonique de R? : 


& = fler), ea = fies) et єз = f(e3) 


avec e, = (1,0, 0), es = (D, 1, 0), es = (0,0, 1). Les trois vecteurs cj, Со, Са sont 
liés puisque €o = бү + cx. Les deux vecteurs e; et c3 forment une famille libre. 
On a donc 


Vect(ci, c3) C Im f. (3) 


L'image de f est un sous-espace de dimension au moins égale à 2. On déduit 
de (2) et (3) que dimg(Im f) = 2 et que 


Im f = ((yi. yo. ya) € R? | ya — yı ра = 0] = Vect(ei, ca). 


Remarquons que l'application f n'est ni injective (puisque Ker f x {0gs}), ni 
surjective (puisque Im f est strictement inclus dans F). 
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Exercice 3 On considère l'ensemble R2LX] muni de sa structure usuelle de 
R-espace vectoriel. 

1- Montrer que C = (1, X — 1,(X + 1)2) est une base de Ra[ X]. 

2 - Soit f l'application qui à tout polynôme Р de Ro[X] lui associe 


f(P) = UX +1) x P-(X* —2X + 1) x P 


oü P' désigne le polynóme dérivé de P. Montrer que f est un endomorphisme 
de R>[X]. Déterminer Im f et Ker f. 


9.3 Image d'une famille de vecteurs par une application linéaire 


9.3.1 Image d'une famille génératrice 


Soit f une application linéaire de E dans F. Considérons une famille G généra- 
trice de l'espace de départ E. Son image par f, la famille f(G), est génératrice 
de Vect ( f(G)) qui est un sous-espace de l'espace d'arrivée F. Cet espace est en 
fait remarquable puisqu'il est égal à f( E). On a en effet le résultat suivant. 


Proposition 9.8 Soient E et F deur K-espaces vectoriels et f une application 
linéaire de E dans F. $i G est une famille génératrice de E alors l'image par f 
de la famille G est génératrice du sous-espace vectoriel Im f de F. En d'autres 
termes, 


(fe Ск(Е, F) et E = Vect (0) ) => Imj = WVec{fiß)). 


Démonstration Soit G une famille génératrice de l'espace E. Par souci de 
simplification, on suppose cette famille finie, La démonstration dans le cas d'une 
famille infinie ne pose pas de difficulté. Sa rédaction est laissée en exercice. Оп 
suppose G = (w;} im: Montrons que tout vecteur de Im f s'écrit comme une 
combinaison linéaire de la famille f(G) = ( f(vi)); gem Soit y un élément de 
Im f. Il existe ze E tel que y = f(x). L'espace E étant engendré par б, 


Aa, Om) ЕК" g= wt +... mm: 
Òn en déduit alors, en appliquant f, l'égalité suivante 
Ла) = flot: +... + ag 9g). 

L'application f étant linéaire et puisque y = fir), on obtient 
y —oif(vi) +... +amflum), 


ce qui termine la démonstration : le vecteur g est combinaison linéaire des 


vecteurs Fler)... f (t). = 
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Exemple Reprenons l'exemple de lendomorphisme f qui au vecteur zr = 
(71,223,273) de R? associe le vecteur 


y = (21 + Жз, To + Ta, T1 + 280 + ral € в". 


En utilisant la proposition 9.8, il est maintenant facile de trouver une famille 
génératrice de Im f : il suffit de calculer les images des vecteurs d'une famille 
génératrice de l'espace de départ ЁЗ. Naturellement, la base canonique B. = 
(ei, ez, es) de RY vient à l'esprit. En notant e; = fiel, es = f(e;) et cs = 
fies), on a 


Im f 


I 


Vect(f(B.)) = Vect(f(e1), f(e2), f(es)) 


Vect{(1,0,1),(1,1,2),(0,1,1)} = Vect((1,0,1),(0,1,1)) 


1) 


H 


car c, = сү + c3. On en déduit que dimp (Im f) = 2 car су et сз forment une 
famille libre. 


Сав d’un espace de depart de dimension finie 


Considérons un K-espace E de dimension finie égale à p, F un K-espace non 
nécessairement de dimension finie et f : E — F une application linéaire. 
Soit B = (ej, &2,..., ep) une base de E. La famille B étant génératrice de E 
(puisque c'est une base), son image par f est génératrice de Im f, c'est-à-dire : 


Im f = Vect (f(B)) avec f(B) = (fte). f(e2),.… flep)). 
On en deduit l'égalité des dimensions : 


dimx (Im f) = dimg (Vect (fleı), f (ea)... .. /(e5))). 


Bien évidemment, les p vecteurs fleı), fleo),..., Дер) de l'espace d'arrivée F 
ne constituent pas nécessairement une famille libre dans F. Ainsi, la dimension 
du sous-espace Im f qu'ils engendrent est inférieure ou égale à p. Autrement 
dit, 

dimg (Im f) < cardi f(B]) = card(B) = dimg( E). 


On a ainsi démontré le corollaire suivant." 
Corollaire 9.3 Soient E et F deur K-espaces vectoriels et f une application 


linéaire de E dans F. Si E est de dimension finie alors Im f est de dimension 
finie et 


dimg (Im f) < dimg(E). 


'insistons sur le résultat de ce corollaire. Il stipule que si l'espace de départ E est de 


dimension finie alors le sous-espace Im f de l'espace d'arrivée E est non seulement un apus- 
espace de dimension finie (et ce indépendamment de la dimension de l'espace d'arrivée 
Е, qui peut étre finie ou infinie}, mais de plus, sa dimension est inférieure ou égale à 
celle de l'espace de départ E. En résumé, on dit qu'une application linéaire ne peut pas 
a augmenter в la dimension. 
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9.3.2 Image d’une famille libre 

Cherchons maintenant à répondre à la question suivante : l'image par une ap- 
plication linéaire d'une famille libre est-elle encore une famille libre? Pour cela, 
considérons une famille libre £ de E et supposons, par souci de simplification, 


que cette famille est finie. Soient £ = (v1,93,...,0,) et f une application 
linéaire de E dans F. On a 


f(c) = (fir), f(va)... fing). 


Aussi, si deux vecteurs de L, disons ty et Ya, ont même image par f (c'est-à-dire 
si f(v.) = f(12)), alors la famille ff) n'est pas libre puisqu'elle contient deux 
vecteurs identiques. Cette situation n'arrive pas si f est injective. Supposons 
maintenant que les vecteurs de f(L) sont tous différents et essayons de voir à 
quelle condition les vecteurs de f(L) forment une famille libre. Partons de la 
relation de liaison 


«к (тз) + cs fus) +... + afit) = Dr, 
On a, par linéarité de f, 
Tops + azta +... нас) = Tel 


Sans aucune hypothése supplémentaire sur l'application f, on ne peut rien en 
déduire. Si maintenant on suppose que f est injective alors on a nécessairement 
OQ; + azt T... + (y U, = Üg. 

On en déduit 
Œ = Œ2 =... = a= Ü 


puisque £ est libre. On a ainsi démontré (dans le cas d'une famille finie libre) 
la proposition suivante. 


Proposition 9.9 Soient E, F deux K-espaces vectoriels, É une famille libre 


dans E et f une application linéaire de E dans F. Si f est injective alors 
ДЕ) est une famille libre de F. 


Démonstration Il reste à démontrer ce résultat dans le cas d'une famille £ 
infinie libre dans E. C'est immédiat en appliquant le raisonnement précédent 


pour chaque famille finie extraite de FUC). = 


9.3.3 Image d'une base 


Après s'être intéressé à l'image d'une famille génératrice G à la proposition 9.8, 
puis à celle d'une famille libre £ à la proposition 9.9, il est à présent naturel de 
s'intéresser à l'image d'une famille qui soit à la fois libre et génératrice, c'est- 
à-dire à l'image d'une base B. Se pose alors la question suivante : l'image par 
une application linéaire f : E — F d'une base B de E est-elle une base de F? 


Pour y répondre, examinons les deux questions suivantes. 
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— De quel sous-espace de l'espace d'arrivée la famille f (B) est-elle génératrice 7 
D'après la proposition 9.8, on sait que la famille f (B) est génératrice de Im f 
puisque B est génératrice de E. 

- La famille f(B) est-elle libre dans F ? La famille B étant libre dans E, on a 
vu que pour que f (B) soit libre dans F, il suffit que f soit injective (voir la 
proposition 9.9). 

Par conséquent, on peut donner un premier élément de réponse : si l'application 
linéaire f est injective alors l'image par f d'une base de E est une base, non 
pas de tout l'espace d'arrivée F, mais seulement de son sous-espace Im f. La 
proposition suivante complete cette réponse. Elle fournit une seconde caracté- 
risation d'une application linéaire injective. 


Proposition 9.10 Soient E, F deur K-espaces vectoriels et f une application 


linéaire de E dans F. L'application f est injective st, et seulement si, l'image 
par f d'une base de E est une base de Im f. 


Démonstration Nous avons déjà établi que si f est injective alors l'image 
par f d'une base de E est une base du sous-espace Im f. Montrons la réci- 
proque. Considérons une base finie B = (e;,,...,e4) de E telle que f(B) = 
[(fle,),..., f(e4)) soit une base de Im f. La rédaction dans le cas d'une base in- 
finie est laissée en exercice. Soit z un vecteur de Ker f de coordonnées rı,-.., En 
dans la base B: 

m= Të, +... + nba. 


En appliquant f, en utilisant la linéarité de f et f(x) = Ор, on a 
Dr = 71 f(€1) +... + Tr (en). 


Les vecteurs fie), . , fle„) étant libres (par hypothèse), on déduit de la rela- 
tion précédente que z; =... = En = Ü ou de manière équivalente que z = (g. 
On a ainsi montré que Ker f = [Ug]. c'est-à-dire que f est injective. 

О 


Si еп plus d'être injective, l'application f : E =+ F est surjective (c'est-à-dire 
si Im f = F) alors l'image de la base B par f est une base de l'espace F tout 
entier. 

Autrement dit, on a le résultat suivant qui fournit une caractérisation d'une 
application linéaire bijective. 


Corollaire 9.4 Soient E, F deux K-espaces vectoriels, B une base de E et 
f une application linéaire de E dans F. L'application f est bijective si, et 


seulement si, f(B) est une base de F. 


Le résultat du corollaire 9.4 peut nous aider à trouver la dimension d'un espace 
F, et par la méme occasion à en construire une base. La méthode consiste à 
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trouver un isomorphisme f de E dans F ой E est un espace de notre choix 
dont on connait à la fois la dimension et une base. 8i l'espace de départ E est 
de dimension finie alors l'espace d'arrivée F est lui aussi de dimension finie. 
De plus, et c'est là tout l'intérêt de la méthode, on connait la dimension de F 
puisque 

dimx( F) = dimgi E). 


Enfin, on sait comment obtenir une base de F. Il suffit de calculer l'image 
d'une base (quelconque) de E. Illustrons ces propos avec l'exemple des suites 
de Fibonacci. 


Exemple Soit (p.q) € C x C. On sait que l'ensemble des suites complexes 
(tn nen vérifiant 
Vn EN: unpa + Pins + qua = Ü 


est un C-espace vectoriel. C'est l'espace des suites de Fibonacci. Notons-le 
temporairement F. On sait que cet espace est un sous-espace de .A(N, C) qui 
est de dimension infinie. Mais qu'en est-il de la dimension de F? Est-elle finie 
ou infinie? À toute fin utile, on remarque qu'une suite (us nen appartenant à 
F est entierement caractérisée par la donnée de ses deux premiers termes ug et 
uy. En effet, si [us nen et (en sont deux suites de F telles que ug = vo et 
u = ow alors on vérifie par récurrence sur n que ta = u, pour tout n € М, Les 
deux suites (и, Jaen et (Us nen sont donc identiques. On a ainsi identifié une 
application Ф de С? dans F. qui à un couple (er, 8) € C? associe l'unique suite 
(tn leen de Fibonacci caractérisée par ses deux premiers termes 


u= et uj = Ï. 


Nous allons vérifier que cette application définit bien un isomorphisme de C? 


dans F. 
— On vérifie facilement que Ф est linéaire. 


- Elle est surjective puisque toute suite [us lues appartenant à F possède au 
moins un antécédent par Ф (il suffit de prendre a = ug et 8 = ti). 


- Enfin, elle est injective. Pour s'en convaincre, prenons un élément (о, 3) de 
Ker Ф. Son image par Ф est la suite nulle, en particulier les deux premiers 
termes sont nuls, d'ou (a. 2) = (0, 0). 


Comme nous l'avions annoncé, l'application ® ainsi construite définit bien un 
isomorphisme de C? dans F. L'espace C* étant de dimension 2, l'espace d'arri- 
vée F est alors lui-même de dimension 2. On en obtient une base en calculant 
l'image par & d'une base de l'espace de départ C?. Choisissons la base cano- 
nique B, de C? : 


B. = (e,,es) avec ej; = (1.0) et ез = (0.1). 


L'image du premier vecteur e; = (1,0) par Ф est la suite (a, nes appartenant 
à F caractérisée par ag = 1 et aj = 0. L'image du deuxième vecteur ез = (0,1) 
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par Ф est la suite (bu nen de F caractérisée par by = O et b = 1. Autrement 
dit, 
(an )һем = Ple.) et (bn )neN = $(e4). 


On obtient 


(аһ )һен = (ao = La 20,03 = —@,аз = pq, a4 = —p?q + @1,...), 
(bs nen = (bo = Ü, by = 1, bs = —p, ba = р? — 4, ba = 2pg -p,...). 


Les deux suites (a, nen et (ninen sont en pratique peu utilisées car peu ma- 
niables. On leur préfèrera d'autres bases. La recherche de ces nouvelles bases 
fait l'objet de l'exercice 7 donné en fin de chapitre. 


Proposition 9.11 Soient E et F deur K-espaces vectoriels de dimensions fi- 
nies. Une condition nécessaire et suffisante pour que E et F soient isomorphes 
est que 


dimy( E) = dimg(F). 


Démonstration Supposons que E et F soient isomorphes : il existe un iso- 
morphisme p de E vers F. Soit B une base de E. On a card(B) = dimx( E). 
D'après le corollaire 9.4, FOB) est une base de F. On а сага /(B)) = dimg(F), 
d'oü 

dimg( E) = dimg( F) 


puisque card(B) = card(f(B)). Réciproquement, supposons que dimg( E) = 
dimp (F). Soient B = (eijisisp une base de E et B' = САТУ une base de F. 
Considérons l'application linéaire Ф qui transforme H en PB. c'est-à-dire telle 
que 

P(e) = еј, Plez)=€5, .., Ф(ер) = е. 


On еп déduit que les deux espaces E et F sont isomorphes puisque l'appli- 
cation Ф définit un isomorphisme de E vers F (cela se justifie en utilisant le 
corollaire 9.4). О 


Remarque D’apres la proposition 9.11, tout K-espace vectoriel de dimension 
n [avec n = 1) est donc isomorphe à K”, 


Exercice 4 Soient E un B-espace vectoriel de dimension 2 muni d'une base 
B — (u,v) et m un réel. On considére l'endomorphisme f de E défini par : 


fau) = mu+lm+ Lin 
fav) = (m— lju + im — 2) 


1 - Pour quelles valeurs de m, fm est-il bijectif ? 
2- Déterminer Ker fm et Im fm suivant les valeurs de m. 
3- Rechercher les invariants de fm. 
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9.4 Rang d'une application linéaire 


Dans ce paragraphe, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie. Tout 
sous-espace vectoriel de E est nécessairement de dimension finie. 


9.4.1 Rang d'une application linéaire 


Comme on l'a vu au corollaire 9.3, si E est un K-espace de dimension finie et 
si f est une application linéaire de E dans F alors Im f est de dimension finie. 
La définition suivante à donc un sens. 


Définition 9.6 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un E- 
espace vectoriel (non nécessairement de dimension finie ` . Le rang d'une 
application linéaire f de E dans F est la dimension de l'image de f, c'est- 
ü-dire : 


rg f 4. dimg (Im f). 


Si dimg(E) = p et B = (ej, €5,..., ep) représente une base de E alors 


Im f = Vect (f(e1), f(e=2),..., fiel) 


et par conséquent, dimg (Im f) = dimy (Vect {f (ei), f(ez),.... fles})}, autre- 
ment dit, 


rg = rg ((e1). flea). flep)). 
D'aprés le corollaire 9.3, on a : 
rg f < dimg(E). (4) 


Si l'espace d'arrivée F est de dimension finie alors, Im f étant un sous-espace 
vectoriel de F, on a nécessairement : dimg {Im f) < dimg( F), c'est-à-dire 


rg f € dimg(F). (5) 
En combinant (4) et (5), on obtient 
rg f £ min!dimg(E), dimg(F)]. 


On résume ces résultats dans la proposition suivante. 


"ee rappelle (voir l'exercice 2, p. 366) que l'ensemble des invariants de Fa est l'ensemble 
noté Inv fm constitué des vecteurs z de E vérifiant fmi) =œ. 


UU Nous insistons sur le fait que cette définition est indépendante de la dimension de l'espace 


d'arrivée F, ce dernier pouvant être de dimension finde ou infinie. 
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Proposition 9.12 Soient E, F deur K-espaces vectoriels avec E de dimen- 
sion finie el F de dimension queleonque, et f une application linéaire de E 


dans F. 5i dimg( E) — p alors 


rg f = p. 


De plus, si F est de dimension finie avec dim (F) = n, alors 


rg f £ min(n, pj. 


9.4.2 Théorème du rang 


Le théoréme suivant est fondamental en algebre linéaire. Nous l'utiliserons à de 
multiples reprises. 


Théorème 9.1 (du rang) Soient E un K-espace vectoriel de dimension fi- 
nie et F un K-espace vectoriel non nécessairement de dimension finie. Pour 
toute application linéatre f de Е dans F, on a: 


dimg( E) = rg f + dimp (Ker f). 


Démonstration Puisque l'espace E est de dimension finie, Ker f et Im f sont 
aussi de dimensions finies. On pose dimg(Ker f] = q et dimg(Im f) = r. Soit 
Bkery = (01. Wa,...,w,) une base de Ker f. On a 


card (Byz, r) = dimg (Ker f) (6) 


et fiw,) = fiw] =... = f(w,) = Op. Soit Вр = (£1, Ea, É.) une base 
de Im f. Notons que Br et Bra z ne sont pas contenues dans le méme espace 
vectoriel : Bi, est contenue dans l'ensemble de départ et Bis dans l'ensemble 
d'arrivée. Il est évident que 


vice(L2...r) M; e E flu = h, 


ce qui permet de construire une famille B, = (us, tto, ... tr} constituée de r 
vecteurs de l'espace de départ E. Ces vecteurs sont bien sür distincts puisque 


les vecteurs £1, £5, ..., Ё. le sont, et donc card (B,) = card (Bi, y). Ainsi 
card (B,) = dimg (Im f). (7) 
Pour tout i € {1,2....,r}, wí € Ker f puisque flui) 24; # Or. D'où 
Bers NB, = 6. 


riži A E А 
Rappelons que les vecteurs d'une base sont nécessairement non nula. 
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La démonstration consiste maintenant à montrer que Bers U B, est une base 
de E. On aura ainsi 


card (Bier; UB) = dim (E), (8) 


ce qui terminera la démonstration puisque, les deux ensembles Bg, et B, étant 
disjoints, de la relation 


card (Bar) + card (B,) = card (Вк. U B,), 
on pourra déduire, en tenant compte de (6), (7) et (8), la relation 
dimg (Ker f) + dimg (Im f) = dimx(E) 
qui est la relation recherchée. 


> Montrons dans un premier temps que Bg, U B, constitue une famille libre 
dans E. Considérons la relation de liaison 


Qj UH +... pti + Oui +... + gar = ОЕ. (9) 
En appliquant f à (9) et en utilisant le fait que f est linéaire, on obtient 


an fw) +... + agf(un) + agar (мл) +... + олы f(ur) = Or. 
qui s'écrit encore 
Og ifi +...+ O4 rr = Üf 
puisque f(w.) =... = /(шу) = Or et puisque (ш) = Zi, ..., fur) = б, 
On en déduit 0441 =... = Gyr = Ü puisque Bims = (£1,..., г) est une base 
de Im f (donc a fortiori une famille libre dans F). La relation de liaison (9) 
s'écrit ainsi 
au +... + qu = Ür. 


П en résulte que a =... = a, = Ü car Bg, = (wu, Wa, Wy) est une base 
de Ker f (donc a fortiori une famille libre dans E). 


> Montrons maintenant que By, у UB, constitue une famille génératrice de E, 
c'est-à-dire que E = Vect(Biers U Ba). Vérifions pour cela que tout vecteur de 
E s'exprime comme une combinaison linéaire des vecteurs de Bg, U Be Soit 
x € E. Décomposons f(z) dans la base Br de Im f : 


31{81,....8-) ЄК" fr) = Аё +... + 8-6 
By f (мл) +... + fu). 


Par linéarité de f, on en déduit que 
Fie — (душ +... + duy )) = Or. 


Le vecteur æ — (Bu; +... + Hu.) appartient ainsi à Ker f. Décomposons-le 
dans la base Bears de Ker f : 


I(aj... g) EET ж (du +... + Bu.) = отш +... + aqui. 
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On à ainsi obtenu 
T = орин +... + @уш„ + u. +... + Ur, 


ce qui montre que z € есі бк. U B,). О 


Exemple Soient E un K-espace vectoriel de dimension n > l et f: E — K 
une forme linéaire. Il est facile de vérifier que si f n'est pas identiquement nulle 
alors son noyau est un hyperplan vectoriel de E. En effet, rappelons que les 
seuls sous-espaces du K-espace vectoriel K sont {0} et K. L'image de f étant 
non réduite А 0 puisque f n'est pas identiquement nulle, elle est nécessairement 
égale à K. On a donc 

rg f = dimg(K) = 1. 


En appliquant le théoréme du rang à la forme linéaire f, on obtient 


dimg(.E) = rg f + dimg(Ker f), c'est-à-dire dimg(Ker f) = n — 1. 
ka omg Te 


= f} zx Ï 


Nous avons ainsi vérifié que le noyau de f était de dimension n — 1. C'est donc 
un hyperplan vectoriel de E. 


Exercice 5 Soient E un K-espace vectoriel tel que dimg( E) = 3 munt d'une 
base B = (u,v, w) et p un endomorphisme de E défini par 


2 


Montrer que p est un projecteur de E, puis caractériser Im p et Ker p. 


auia edu. ee -5(u +v +w), re ara 


9.4.3 Conséquences du théorème du rang 


La relation donnée par le théorème 9.1 est indépendante de la dimension de 
l'espace d'arrivée F, ce dernier pouvant être de dimension finie ou infinie. Consi- 
derons en particulier le cas où l'espace F est lui aussi de dimension finie. 


Proposition 9.13 Soient E, F deur K-espaces de dimensions finies (non 
nécessairement identiques) et f une application linéaire de E dans F. On a 
alors les équivalences suivantes : 


1- f est surjective <= rg f = dimg(F); 


2 - f est injective < rg f = dimy( E); 
3 - f est bijective <= rg f = dimg(E) = dimgi F}. 


Démonstration Montrons les trois propriétés. 
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1. La propriété de surjectivité de f est équivalente à la propriété « Im f = F x 
qui est elle-même équivalente à la propriété « rg f = dimx(F) » . 
2. La propriété d'injectivité de f est équivalente à la propriété 


Ker f = {05} 
qui est elle-même équivalente, d'après le théorème du rang, à la propriété 
dimg( E) = rg f 


3. C'est immédiat d'aprés ce qui précède. 


Remarque On vérifie facilement les trois points suivants. 


1. Supposons que f est surjective (c'est-à-dire que rg f = dimg(F)). On a alors 
gräce au théoreme 9.1, 


dimg(E) = dimg(F) + dimg(Ker f) 2 dimg(F) 
puisque dimy (Ker f) > 0. On a ainsi l'implication suivante 
f est surjective => ` dimk( E) > dimg( F). (10) 


2. Supposons que f soit injective (c'est-à-dire que Ker f = {0g} ou encore 
dim (Ker f) = 0). Grâce au théorème 9.1, 


dimg(E) = dimg (Im f) < dimg(F) 
puisque Im f est un sous-espace de F. On a ainsi l'implication suivante 
fest injective = ` dimg(E) = dimg(F). (11) 
3. En combinant les deux résultats précédents, on obtient 
f est bijective => — dimg( E) = dimgi fF). (12) 
En général, les réciproques des implications (10), (11) et (12) sont fausses. 


Par exemple, on ne peut pas déduire de l'égalité dimg(E) = dimx(F) que 
l'application f : E — F est bijective (voir p. 367 pour un contre-exemple). 


On déduit de la proposition 9.13 le résultat suivant. 


Corollaire 9.5 Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies 
et f une application linéaire de E dans F. 51 dimg(E) = dimg( F) alors il y 
a équivalence entre les propriétés d'injectivité, de surjectivité et de bijectivité 


de f : 


f est bijective <= f est injective <= f est surjective. 
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Démonstration D'après la proposition 9.13, lorsque les deux espaces E et F 
sont de même dimension, les propriétés de bijectivité, d'injectivité et de surjec- 
tivité de f sont toutes les trois équivalentes à la propriété « rg f = dimg( E) ». 
Elles sont donc toutes les trois équivalentes entre elles. = 


Le résultat suivant stipule que l'on ne change pas le rang d'une application 
linéaire lorsque l'on compose celle-ci à gauche ou а droite par une application 
linéaire bijective. 


Proposition 9.14 Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels de dimensions 
finies, f une application linéaire de E vers F et q une application linéaire de 
F vers G. 


1. Si f est bijective alors rg(g o f) = rg g. 


2. Sig est bijective alors rg(g o F) = rg f. 


Demonstration > Rappelons que, par definition, 
rg(go f) = dimg(Im(go f)) et Im(go f) = g(f(E)). 


Supposons f bijective (et g quelconque) et montrons que rg(g 0 f) = rg g. On 
a, en tenant compte que f(E) = F (puisque f est bijective), 


rg(g o f) = dimx(g( /(E))) = dimk(g(F)) = dime (Im(g)) = rg g. 
Om à ainsi vérifié que 
rg(g o f) = rg g. 


> Supposons à présent g bijective (et f quelconque) et montrons que rg(go f) = 
rg f. On désigne par 5 l'application de Im f dans G définie comme la restriction 
de l'application g au sous-espace Im f, c'est-à-dire 5 = gli f. Appliquons le 
théorème du rang à l'application linéaire 5: Im f — Œ. On a 


rg f = dim« (Im f) = rg + dimp (Ker 9). (13) 
On vérifie sans peine que Kerg C Kerg. On en déduit que dimg(Ker dg) = 0 
puisque, gq étant bijective, dimg(Kerg) = 0. De plus, on a d'une part, par 
définition, rg 4 = dimx (Im 9) avec Img = g(Im f) = g(f(E)) et d'autre part, 
are) = g(f E)) (c'est immédiat). Ainsi, 

rg g = rg(g o f). 

L'égalité (13) s'écrit alors rg f = rg(go f). О 
Remarque Оп déduit de la proposition 9.14 que si f € Cg(E, F), g € £g( F, С) 


et h € Lx (G. H) avec E, F. G et H quatre K-espaces vectoriels de dimensions 
finies, et si f et h sont bijectives alors 


rg(hogo f) = тед. 


Autrement dit, on ne change pas le rang lorsque l'on compose à gauche et à 
droite par des applications linéaires bijectives, 
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9.5 Exercices de synthèse 


Exercice 6 Soient E un K-espace de dimension 3 et f un endomorphisme de 
E vérifiant 
S #0 et f=0 
où on a noté f? fof et Jš = fo fo Í. 
1 - Montrer les deur séries d'inclusion 
(Og) = Im f? C Im f? c Im f c E, 


{Oe} C Ker f c Ker f? C Ker f? = Е. 


2 - Montrer que Im f? C Ker f et en déduire que rg f^ € dimg(Ker f?). 


3- Justifier que 2 < dimg(Ker f?) < 3. Le cas dimg(Ker f?) = 3 est-il possible Р 
En déduire dimg(Ker f?) puis rg f?. 


4 - Justifier quel € rg f < 3. Montrer que Im f? Z Im f. En déduire que 
rg f É 1. Le cas rg f = 3 est-il possible ? En déduire rg f et dimg(Ker f). 


Exercice 7 Soit (p.q) € C x C. On désigne par F l'ensemble des suites com- 
plezes (u, nen vérifiant la relation de récurrence 


Vn EN м2 + pug + qu, =й). 


Ces suites sont appelées suites de Fibonacci. 


I - On suppose dans un premier temps p^ — Aq #0. Trouver deux suites géomé- 
triques (r? )nen et (r5 nem formant une base de F. En déduire les coordonnées 
d'une suite (un)nen de F dans cette base. 


2 - On suppose р —4q = Ü et q É 0. Montrer que l'espace F possède une unique 
suite géornétrique 
("len avec a EÜ et s= 0. 


En posant pour tout n € M, u, = 8" x v4, en déduire que 
u 
meN „= (= — uo) ns" + ugs". 
3 


La famille constituée des deur suites (s")„ew et (na")nem forme-t-elle une base 
de F F Si oui, quelles sont les coordonnées de (ы. nen € F dans cette base ? 


Exercice 8 Soient E un K-espace vectoriel de dimension quelconque et f un 
endomorphisme de E vérifiant l'équation (E) suivante 


(Е) P=-f 


ой on a noté f^ = f o f. On rappelle que ide : E — E désigne l'application 
identité de E. 
1- Montrer que : Vx € E, f(r)-- m € Ker f. 
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2. L'application —idp est-elle solution de (E) P Si oui, est-elle bijective ? 


J- En supposant que f é -idg, montrer qu'il eriste ma € E tel que 


Лао) + о É Ü g. 


En déduire que f n'est pas bijective. 


4 - Déduire de la question 1 que E = Ker f + Im f. Montrer que 
Ker f N Im f = {Oe}. 


En dédwire que 
E = Ker f & Im f. 


9.6 Solution des exercices 


Solution de l'exercice 1 


l - Cette question est immédiate. En effet, par définition de l'indice de nilpo- 
tence p, pour tout entier p' inférieur strictement à p (et en particulier pour 
p = p - 1) l'application f” n'est pas identiquement nulle. Ainsi, il existe un 
vecteur X appartenant à E tel que 


PP) # Og. 


Bien entendu, ce vecteur 2 est nécessairement non nul, sinon son image serait 
le vecteur nul. Remarquons que le vecteur z n'est pas nécessairement unique. 


2 - Soit F = (2, f(a). f^^! (z)). On considère la relation de liaison 
поё + aV f (8) +... + ap- f” HE) = Og. (14) 
Procédons en plusieurs étapes. 
En appliquant P" `. on obtient 
ag f" UE) +a fP(E) +... + ag if^" UE) = Og 


Or f'(x) = Of pour tout £ = p. On obtient cof HE) = Og et donc ag = 0 
car le vecteur £ a été choisi de telle sorte que /?^!(z) # Og. 


D'après l'étape précédente, on = 0. La relation de liaison (14) s'écrit à 
présent : 
aif (£) + aaf UE) +... + os if? Ui) = Ug. 


En appliquant cette fois-ci non plus f^^! mais fr-2 on obtient 
a, fP ME) + as P (£z) +... + a PE) = Og. 


On en déduit ox f^^! (à) = 0%, d'où o, = ü. 


Et ainsi de suite! 
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On obtient finalement on = aj =... = api = 0. 


З - La famille F étant libre, son cardinal (l'entier p) ne peut excéder la dimension 
de l'espace E, c'est-à-dire n. 


Solution de l'exercice 2 


I - П suffit de remarquer que Inv f = Ker (f — idg) puisque pour tout ze E 
опа 
f(z) = => f(z)-z=0s + (f-—idg)(z) = Og. 


En procédant de méme, on vérifie que Opp f = Ker (f + idg). D'après la pro- 
position 9.6, on en déduit que Inv f et Opp f sont deux sous-espaces vectoriels 
de E. 


2 - Une condition nécessaire et suffisante pour que E = Ker p & Im p, est que 
l'on ait à la fois E = Ker p + Imp et KerpnImp= {0g}. 
> Vérifions que E = Ker p + Im p. Soit x € E. On a (trivialement) que 
x = z - plz) + ple) 
avec plz) € Imp et x = р(х) € Ker p puisque 
plz - p(z)) = plz) — (ро p)(z) = р(х) - plz) = Ок 
où on a utilisé que pop = p (p est un projecteur de E). 


> Vérifions à présent que Ker pn Imp = {06}. Soit y € KerpnImp. Puisque 
y € Kerp, p(y) = Or. De méme, puisque y € Imp, il existe z € E tel que 
y = р(х). On en déduit que p(p(z)) = Ов, d'où pla) = Og (puisque pop = p). 
c'est-à-dire y = Og car y = plz). 

3 - Procédons comme ci-dessus en deux étapes. 


> Commençons par vérifier que E = Inv s + Opp s. Soit œ € E. On a immé- 
diatement 


z=-[r+s(z))+ T = s(z)) 


к Üs Í rä 


1 
avec zl + s(m)) € Inv s et „(z ~ s(z)) € Opp puisque 


s(x + s[m)) = sitz) + (se s)(z) = ale) + m 
s(x — s(z)) = s(z) = (s o s)(z) = s(z) — = = —(z — s(z)) 


où on a utilisé que sos = idg (s est une symétrie de E). 


> Vérifions à présent que Inv s à Opps = (0g). Soit z € Inv s N Oppe. De 
x € Inv s il vient f(x) = x et de æ € Opps il vient f(z) = —z. On en déduit 
que Ze = f(x) — fix) = Og, autrement dit que m = Фе. 
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Solution de l'exercice 3 


Rappelons que R3[X] (de dimension finie) est un sous-espace vectoriel du E- 
espace IR[X] (de dimension infinie). 

l - Le fait que C = (1, X — 1, (X + 1)*) soit une base de R;[X] se déduit du 
fait que la famille (1, X, X*) est une base de Ro[X] (c'est d'ailleurs la base 
canonique). En effet, de la relation de liaison œ+ 3(X — 1) + +(X + 1)* = Ügtx]. 
qui s'écrit aussi sous la forme suivante 


(a — 8+7) + (8 27) Х + 5X? = биру, 
on déduit (puisque les trois polynómes 1, X et X 2 forment une famille libre) 
le systeme d'équations 
а= f + = 0 
В+ 27 = 0 


ze Ü 
qui admet pour solution œ = 3 = y = Ål. 


2 - La linéarité de f ne présente aucune difficulté. En effet, on vérifie que l'on 
a pour tous P, Q € R>[X] et pour tous а, у € K 


f(aP + 80) = UK +1) x (aP + AQ) - (X? = 2X + 1) x (aP + 8QY 
= af(P) + 8f(Q). 
Il faut maintenant s'assurer que f(P) € Ro[X] pour tout P € Bə>[|X I]. Soit 
P = aX2 + bX + e £ R;[X]. De manière évidente, f( P) € R[X]. I reste à 
vérifier que deg( f( P)) € 2, ce qui s'obtient en développant l'expression 
f(P) = UN + D(aX? + bX + c) - (X? - 2X + D)(2aX + b) 

= {ба + b) X? + (—2a + 4b + 20) X — b+ 2c. (15) 
Om a bien deg( f(P)) < 2. Puisque С = (1, X -1,(X + 12) est une base de 
RalX]. Im f = Vect(f(C)). On a: 
Vect (Д(1), F(X — 1), (F(X + 1)2)) 
Vect (2(X + 1), (X — (X --3,8X(X + 1)). 


Im f 


Pour montrer que la famille f(C) est libre, il faut vérifier que la relation 
a2(X + 1) + (X — IK + 3) + 438X(X + 1) = биру) 


implique que œ = Ï = + = 0. Cela se vérifie sans aucune difficulté et se dé 
duit encore du fait que la famille (1, X, X?) est une base de Ral X]. On a ainsi 
dimg(lm f) = 3 et la famille ДС) = (2(X +1), (X = IIA + 3), XX + 1)) 
est une base de Im f. À titre indicatif, les images des vecteurs de la base cano- 
nique (1, X, X?) sont : 


fü)22(X41) f(X)2X?*-4X-1 et f(X*?) = 2X(3X — 1) 
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et la famille f(B) = (2(X +1), X? +4X — 1,2X(3X — 1)) est aussi une base 
de Im f. Soit P £ Ker f. D'après (15), on a 


ДР\ = gx; — (ба + b) X? + (—2a + 4b + 2c) X — b + 2c = Dee, 


ба + b = 0 
—2a + Ah + 2с = 0 


—b + 2с =Ü 


c'est-à-dire : 


dont on déduit a = b = e = 0. On a done Ker f = {бару}. 


Solution de l'exercice 4 


1 - L’endomorphisme fm : E — E est bijectif si et seulement si l'image d'une 
base (de E) est une base de E. Considérons la base B = (u,v) de l'énoncé 
et cherchons pour quelles valeurs de m, la famille f (8) = (fau), fs (v)) est 
libre dans E. Partons de la relation de liaison 


aimu + (m + 1)v) + Olm — 1)u + (m — 2)v) = Og 
qui s'écrit encore 

(ma + (m = 1)3)u + ((m + lje + (m = 2)3)v = Og. 
On en déduit le système linéaire 2 x 2 suivant 


ma + (m — 1}Й = 0 
(m + 1)x + (m = 2)8 = ü 


qui impose la relation (—1 + 2m} = 0 (elle s'obtient en multipliant la première 
équation par m + 1, la deuxième équation par =m et en additionnant le tout. 
Considérons les deux cas suivants : 


= Bi m = 1/2 alors on a immédiatement 8 = 0, puis а = 0. L'application fin 
est. bijective. 


— Bi m = 1/2 alors on n'a pas nécessairement 5 = a = 0. L'application fm 
n'est pas bijective. 

2 - D'après ce qui précède, il faut considérer les deux cas m = 1/2 et m x 1/2. 

- Sim x 1/2 alors Im fm = E et Ker fm = {Op} puisque fm est bijective. 


— Supposons m = 1/2 et cherchons à déterminer Ker Fi. Soit æ € Ker fi de 
coordonnées z: et то dans la base B. On a 


fi (x) = А (тч + rat) = тү] (u) + z2 f (u). 
Par conséquent, on a 


А (z) = (5а = 572)u + (5а = SD 


2 
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De la relation fy (x) = Og, on déduit le système linéaire 2 x 2 suivant 


{тү — zə)/2 = 0 

Jri — zə)/2 = Ü 
qui est équivalent à rj = то. Ainsi le vecteur ж = хум + rav de Ker fi 
s'écrit m = x; (tt + u) avec тү ER, d'où Ker fı = Riu + u). Déterminons 
Im f}. On sait que Im f, = Vect( f (u), fj (v)). Òn a 


f, (u) = SCH 3v) et fy(v) = -7(u+ 3v). 


Bien évidemment, les deux vecteurs fi (u) et f 1 (v) sont lies. Ainsi Im fi 
est engendré par le vecteur u + 3v, ce qu'on écrit Im f = Ru + 3v). 
3 - Les invariants de fm sont les vecteurs m € E qui verifient f(x) = m. 
Notons comme ci-dessus r. et ro les coordonnées de z dans B. On a 


mie) = fs) + rafaltu) 


= {mr + (m = ljzaju + ((m + 1) + (m - 2)zə])u, 


Ainsi l'égalité f, (g) =: équivaut au système linéaire 2 x 2 suivant 
| mx. + (m = Ultra = x 


(m + la (m — dire = т» 


Si m = 1 alors on obtient zr; = ту. sinon on obtient z, = r4 = 0. L'ensemble 
des invariants est Bian + v), sinon seul le vecteur nul est invariant. 


Solution de l'exercice 5 
On commence par vérifier (c'est immédiat) que : p°(u) = plu), p*(v) = p(v) 
et p'(w) = piw). Par exemple, 


р^(и) 


p(p(u)) = plu + v + w) 
plu) + p(v) + p(w) = u+ vw = plu), 


Soit z = vu + rav + rw € F. On a alors 


px) = prut rav + ru) 
= rip (u}+ rap (v) + гар?(ш) 
= unp(u)- rəp(u) + rap(un) 
= Drun + тай + 734) = pie). 


On a: Imp = Vect (p(B)) et la famille p(B) = (plu), plu). p(w)) est liée; elle 
est de rang 1. Ainsi dimg(Im p) = 1 et 


[m p = Vect(u + 1 + w). 
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D'après le théorème du rang, on en déduit que dimx(Kerp} = 2. Il reste à 
déterminer une base de Ker p. Soit x = туы + rov + raw € Ker p. On a 


eir)=0 = = (ra — 23) /2. 
Ainsi, un vecteur m de Ker p s'écrit œ = ((r4 — ma) /2)ы + rav + zaw. Оп еп 
déduit que les deux vecteurs u + 2v (x; = 2 et r4 = 0) et u — 2ш (ту = 0 
et та = —2) appartiennent à Kerp et on vérifie que ces deux vecteurs sont 
linéairement indépendants. On a 


Ker p = Vect(u + 2v, u — 2ш). 


Solution de l'exercice 6 


L'application linéaire f : E — E vérifie les hypothèses suivantes : 


Daf +> VzcE]f'(z)-0z 
Ten <> 3z €E f(x) # Og 


1 - On commence par montrer que pour tout k € M", Im f*+! c Im f*. Soit z 
un vecteur appartenant à Im f**1. Cela signifie qu'il existe un vecteur x € E 
tel que z = f**! (az), c'est-à-dire tel que 


z = f^(f(z)). 


Il existe donc un vecteur у appartenant à E tel que z = Pia) : il suffit de 
prendre y = fix). On a ainsi z € Im f. L'inclusion Im f*+! c Im f* est done 
vérifiée pour tout k € М". Cette inclusion est aussi valable pour & = 0 puisque, 
par convention f? = ide (d'où Im(idg) = E) et Im f C E. On montre à présent 
que Ker ff c Ker f**! pour tout k € N*. Soit z un vecteur de Ker f*. On a 
f* (a) = бк. Il suffit alors d'appliquer f. Puisque f(0g) = Og, on obtient 


P (æ) = Oz. 


Le vecteur z appartient ainsi à Ker f**!. L'inclusion Ker f* € Ker f**! est 
donc vérifiée pour tout k € N°. Enfin, puisque tout vecteur de E a pour image 
le vecteur nul par f^, on a 


Ker PI = E et In f? = {Oz}. 


2 - Montrons l'inclusion Im ff C Ker f. Soit ж" € Im f? : il existe z € E 
tel que z“ = Pl En appliquant f, on obtient f(z") = fir) = Og, et 
par conséquent z” € Ker f. On déduit de l'inclusion Im f? € Ker f l'inégalité 
rg J? < dimx(Ker f). Nous avons établi à la question précédente que Ker f C 
Ker f?, d'où dimg(Ker f ) £ dimg(Ker f 2); Par conséquent, 


rg /? € dime: (Ker Р). 
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3 - Grâce au théorème du rang, on peut écrire que 
dimg(E) = rg f? + dimg(Ker f?) 


d'où, en tenant compte de l'inégalité rg f2 € dimg(Ker f?) établie à la question 
précédente, 
3 < 2 x dimg(Ker f°). 


On en déduit pour dimg(Ker f?) les deux seules possibilités suivantes : 
dimg(Ker f^) = 2 ou 3. 


Le cas dimg (Ker f2) = 3 est impossible. Pour le montrer, raisonnons par l'ab- 
surde. Supposons que l'on ait dimg (Ker f?) = 3. Cela signifirait que Ker P = E 
ou, de manière équivalente, que f^ = 0, ce qui est contraire à l'hypothèse 
f? #0. Par conséquent 

dimg(Ker f?) = 2, 


ce qui implique rg f^ = 1 (grâce au théorème du rang). 


4 - De l'inclusion Im f? € Im f on déduit l'inégalité rg f? € rg f, d'où 
rg f = 1,2 ou 3. 


Pour montrer que Im f? # Im f, raisonnons par l'absurde : supposons que Гоп 
ait Im f? = Im f. Cela signifierait que Im f c Ker f (puisque l'on a établi à la 
question précédente que Im f? C Ker f), soit que f* = 0, ce qui est contraire 
aux hypothéses. Par conséquent, le cas rg f = 1 est impossible car il signifierait 
que l'on ait Im f? = Im f (puisque Im ? c Im f et rg f? = rg f = 1), ce qui 
est impossible. Vérifions maintenant que le cas rg f = 3 est aussi à exclure. 
Raisonnons par l'absurde : supposons que l'on ait rg f = 3. Cela équivaudrait 
à f bijective et impliquerait f? bijective, ce qui est impossible puisque f? = 0. 
Ainsi, le seul cas possible est 
rg f = 2, 


ce qui implique dimg(Ker f) = 1 (grâce au theoreme du rang). 


Solution de l'exercice 7 


On rappelle que l'ensemble F des suites de Fibonacci constitue un sous-espace 
de dimension finie du C-espace E = .A(N, C) (de dimension infinie) constitué 
des suites à valeurs complexes. On a vu (voir p. 373) que 


dimgi F) = 2, 


l - Plagons-nous dans le cas où р? — 4q Æ 0. Puisque (r uen et (rF)nen sont 
deux suites de F, elles vérifient 


тү +ргү tar =0 
wn € N +2 HL nz 
Ta + pr. + гу = Ü 
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ce qui implique гї + pri +q = 0 et rå + pra + q = 0. Ainsi rj et ra sont les 
racines complexes de l'équation r2+pr+q = 0 appelée équation caractéristique. 
Elles sont nécessairement distinctes car p^ — 4q # 0. Pour montrer que ces deux 
suites géométriques forment une base de F il est suffisant de montrer qu'elles 
sont linéairement indépendantes. La relation de liaison s'écrit 


alri leen + Alrz)nen = De ou encore (vn EN ar; + Årg = 0 Jj 


En particulier en prenant n = 0 et n = 1, on obtient le système 2 x 2 


а + Ï =Ü (n =Ü) 
ar, + ör = (Ü (n = 1) 


On en déduit œ = ñ = 0 puisque ту Æ гу. Par conséquent, toute suite (ne лен 
de Fibonacci se decompose de manière unique dans la base B constituée des 
deux suites géométriques (ri nen et (13 jnen. Autrement dit, 


tn nem € F 3! [a, b) € C? (Un IneN = airi nem + Ыт? Inen- 


Les scalaires a et h appartiennent à C. Ce sont les coordonnées de la suite 
(un nen dans la base B = ((rT nen: (77) ем). Déterminons a et b. Comme nous 
l'avons déjà fait plus haut, la méthode consiste à écrire l'égalité un = атт + br7 
pour deux valeurs particulières parmi toutes les valeurs autorisées de n (on a 
l'embarras du choix puisque n € N). Ainsi, en prenant n = 0 et n = 1, on 
obtient le systeme 2 x 2 


щу = atb [m = 0) 
uic ат + bra (m =1) 


dont on déduit les expressions de a et de b suivantes а = (шу = tugra)/(ri — rg) 
et b = (могу — ui)/(ri — re). Remarquons qu'elles sont données en fonction de 
ug, uj, Tj et r3. On peut ainsi décomposer toute suite de Fibonacci (tr leen 
sous la forme 


Шу = uns ugri — t 


(Un nen = Fa (rï )neN T [r3 Leen, 


ra = ra — ra 
2 - Plaçons-nous maintenant dans le cas oü p^ = åg = ( et q # 0. Cherchons 
une suite géométrique (5"],cw appartenant à F. Si elle existe, elle vérifie né- 
cessairement 

Vn € N  n+2 + ps"?! 4 gs" = Ü 


d'où s2+ps+q = D, Puisque p? —4q = 0, l'équation caractéristique r2+pr+g = 0 
possede une unique racine complexe double. Notons-la s. Elle est donnée par 
s — —p/2 et elle est non nulle puisque p? = 4q # 0. L'existence de la suite 
géométrique (s")„cn est établie. L'unicité de cette suite se déduit de l'unicité 
de son écriture. Considérons à présent une suite (tt, )ycw quelconque dans F : 


Vn EN uso + puni + qua = 0. 
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En posant u, = s" x v, pour tout n € N, on obtient 
Vn EN. tie pst! фа qs" v, = 0 


dont on déduit (puisque s = —p/2 et p? — dg = Ü, c'est-à-dire q = p^ /4) 
Yn € М P oed — Pu + P s = f. 


En simplifiant par Cf on obtient 1,43 — Unyi = Un+1 — Un pour tout n € N. 
Оп en deduit 


Un42 ” Undd = Up] — Ug =... = 01 = Vo, 
d'où тырт = Un + 14 — vo pour tout n € М, autrement dit 
vVneN u,-tu-4n(v — to). 
En revenant à la suite {ttn nen de terme général un = 5" x v4, on a 
YneN un = ugs + (S - uo) ns 
car tg = tig, Y1 = t/s. Pour montrer que la famille C constituée des deux suites 


(s" nen et (ns jnen forme une base de F, il suffit de montrer que c'est une 
famille libre. La relation de liaison œ(s")nen + Pins" „ем = Og s'écrit encore 


Vn E N. aa” + Bns" =й. 


En particulier, en choisissant n = 0, on obtient œ = 0; en choisissant n = 1, 
on obtient os + Gs = 0. On déduit immédiatement 3 = 0. Par conséquent, la 
famille C est libre et constitue une base de F : 


Wat, leen € F 3!(a' b) € CY (telen = а'(8"}лем + b '(ns")nen. 


Les scalaires a’ et H sont les coordonnées de la suite (и, ken dans la base 
C = ((8"), ем, (ns nen). D'après les calculs précédents, on a 


u 
a'=ug et V = - tig. 


Remarquons qu'elles sont données en fonction de ug, uy et s. 


Solution de l'exercice 8 


1 - On vérifie facilement les équivalences suivantes : 


f!--f Уш € E Ја) = —f(a) 
Vr € E f2(z) + f(z) = 05 
Yx € Е S( f(x) + x) = Op 


Yœ E E f(x) + m € Ker f. 


{111 
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2 - On vérifie trivialement que (—Їйк)о(—1йк) = idg = —(—idg). L'application 
f = -idg est bien évidemmment bijective puisque l'application identité est 
elle-meme bijective. 


3 - On a f # —idg : il existe xo € E tel que f(x) x (—idg)(ag). c'est-à-dire 
tel que f(xo) É ~zo. Autrement dit, 


Jen cE (ак) + En sË Ü =. 


D'après la question 1, tout vecteur de la forme fir} + m (avec m un vecteur 
quelconque de E) appartient au noyau de f. C'est donc a fortiori vrai pour le 
vecteur mo. Remarquons que l'existence de ce vecteur xò vérifiant f (eo) + zo # 
Ок nous assure que le noyau de f n'est pas réduit au vecteur nul, c'est-à-dire 
que Ker f # {Or}. Par conséquent, f n'est pas injective. Puisque la propriété 
de bijectivité entraine celle d’injectivite, on en déduit (par contraposition) que 
f n'est pas bijective. 

4 - Soit œ un vecteur de E. Pour montrer que E = Ker f + Im f. il faut montrer 
qu'il existe u € Ker f et qu'il existe v € Im f tels que m= = u + v. D'après la 
question 1, c'est immédiat puisque pour tout m £ E on peut écrire 


z =z + fíz) + (=f(=)) 
icc rem IET 


avec м = + f(a) € Ker f et v = —f(r) € Im f. Si x € Ker f n Im f, on a 
d'une part fir} = Og (puisque ж € Ker f) et d'autre part il existe un vecteur 
z € E tel que f(z) = x (puisque x € Im f). Montrons que le vecteur x est 
nécessairement égal à (=. On a 


Ок 


| 
2 
Lj 

| 
ы, 
= 
C 

| 

| 
+, 
D 

li 

| 

H 


où on a utilisé f? = — f. Finalement, puisque l'on a à la fois E = Ker f -- Im f et 
Ker f lm f = {Op}, les deux sous-espaces Ker f et Im f sont supplémentaires 
dans E. c'est-à-dire E = Ker f Ф Im f. 
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CHAPITRE 10 


Les matrices 


Dans cette partie, tous les espaces vectoriels considérés sont des espaces de 
1 
dimensions finies sur le méme corps commutatif K égal à Q, R ou C. ` 


10.1 Calcul matriciel 
10.1.1 Définition d'une matrice 


Définition 10.1 Soient n et p deur entiers, n > 1, p 2 1. Une matrice А de 
type (n.p) sur K est un tableau à n lignes et p colonnes constitué d'éléments 
appartenant au corps IK : 


21р 
(ddp 


n] Чел "rr Шыр 


On la note aussi A = (ату jigien igjgp O йу € E est l'élément correspondant 
à la i-iéme ligne et à la j-1éme colonne du tableau. Cet élément s'appelle un 
terme (ou un coefficient) de la matrice A. On note 


Ma (K) 


Tip 


l'ensemble des matrices rectangulaires à n lignes et p colonnes et à coefficients 
dans K. On appelle rangée de A toute ligne ou toute colonne de A. 


Le mot < matrice » (matriz en anglais) a été introduit par James Sylvester en 
1850 pour désigner des tableaux de nombres. 


Au lieu de « А est une matrice de type (n,p) », on dit parfois « А est une 
matrice m x p s. 


1 i : IS : = 
"On note +x ët хк l'addition et la multiplication sur X. Nous les noterons aussi + et x 
lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïYté avec d'autres lois. 
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SYLVESTER, James Joseph (1814, Londres - 1897, Londres). 


Avocat et ami intime de Cayley, Sylvester se consacra très vite aux 
mathématiques. Une part importante de ses travaux, en collabora- 
tion avec Cayley, portent sur le calcul matriciel et, en particulier, 
sur son utilisation qu'il juge relativement pratique pour le calcul 
des déterminants. En 1877 il accepta une chaire à l'Université Johns 
Hopkins (États-Unis d'Amérique) et fonda the American Journal 
of Mathematics, le premier journal de mathématiques des États- 
Unis. I enseigna aussi les mathématiques à l'Université d'Oxford. 


Lorsqu'on écrit 

А = (@jhigign, 1&jep- 
la notation indicielle a la signification suivante : le premier indice (ici i) est l'in- 
dice correspondant aux lignes et le second indice (ici j) est celui correspondant 
aux colonnes. La notation indicielle a la méme signification pour la notation 


« Ma (K) ». Опа 


colonne j 
ligne i— | -+ Gij 


On a les définitions suivantes. 


Définition 10.2 Soit A une matrice de type (n, p) sur K. 


X Sin = p alors А est dite carrée d'ordre n et on note A € M, (E). On ap- 
pelle diagonale principale d'une matrice carrée d'ordre n A = (ас ien 
le n-uplet 

(011, (132... Ana) € K". 


X Si p = 1 alors A appartient à M, 1(K) et est appelée matrice-colonne. 


X Si n = 1 alors A appartient à M; ,(K) et est appelée matrice-ligne. 


Une matrice-colonne (respectivement une matrice-ligne) est appelée parfois 
abusivement un vecteur-colonne (resp. un vecteur-ligne). 


Exemples 
1. V2 2i | E Ms AC, C'est une matrice rectangulaire. 
3 -i 1/2451 а | 
NW ( Í = ) € MR). C'est une matrice carrée, d'ordre 2 et de diagonale 


principale (2, —1) € RŽ. 
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-1 
4.( -2 1/2 3 ) € Mıs(Q). C'est une matrice-ligne. 


) € Ma (R). C'est une matrice-colonne. 


Définition 10.3 5oient A = (dg ligin, Leien €t B= (hu leien, Leien deux 
matrices de méme type (n.p) sur K. À et B sont égales, et on note А = B, 
son a 


Vi € [1,...,n] Vief{l,...,p} ti = bij. 


Définition 10.4 X On note On p la matrice rectangulaire de type (n, p) dont 
tous les coefficients sont nuls. On l'appelle matrice nulle de M, pl E). 


K On note I la matrice carrée d'ordre n dont les coefficients diagonaur sont 
égaur à 1 et les autres coefficients égaux à 0. On l'appelle matrice identité 
(ou unité) d'ordre n. 


Autrement dit, 


00.0 1 Ü -.- 0 

00.0 "uso d 
ise del Е, 

` o: : E s 

Ü Ü =: 0 Ü ++ Ü À 


Remarquons que, contrairement à la matrice L, qui est carrée, la matrice Ü„ „ 
est rectangulaire si n = p. Si n = p, on la note plus simplement б„. On note 
souvent 


où б; est le symbole de Kronecker défini par 


Vide (,..., n) x (L...,n) б = Í vet 


Définition 10.5 Soit А = (б) ус ga une matrice carrée d'ordre n à coeffi- 
cients dans K. On dit que A est diagonale si tous ses coefficients situés en 
dehors de la diagonale principale sont nuls, c'est-à-dire si 


VE j) ES, on} x (L...,n] (ij —-aj20). 


On la note parfois diag(a411,035,...,ü44). En particulier, on dit que À est 
une matrice-scalaire si A = Шар (А, À,..., À) avec À € K. 


396 Calcul matriciel 


Définition 10.6 Soit A = (aiii, jen une matrice carrée d'ordre n à coeffi- 
cients dans K. 


X On dit que A est triangulaire supérieure si tous ses coefficients situés 
au-dessous de la diagonale principale sont nuls, c'est-à-dire si 


vij e€(L..nbx(L...n] (i>; => gu sei 


X On dit que A est triangulaire inférieure si tous ses coefficients situés 
au-dessus de la diagonale principale sont nuls, c'est-à-dire si 


V(i,j) € (L....,ng x (L...,n] (ij => a; = 0). 


Une matrice triangulaire supérieure Tun = (@i;hiéi jen et une matrice trian- 
gulaire inférieure Tint = (aij}isi јн s'écrivent 


п 0 ТЕ Ü 
a 012 rr Gin 2 
Ü (Gaa Pvt din 


0 SCH Ü ам üni баз ''* nn 


En particulier, une matrice diagonale D = (а;;) ўса est à la fois triangulaire 
supérieure et triangulaire inférieure. Elle s'écrit 


an Ü e 0 
D= 2 ш = diag (11,422, - x y Una) : 


: . `.» Ü 
Ü ds ü iinn 


10.1.2 Operations sur les matrices 


CAYLEY, Arthur (1821, Richmond (Angleterre) - 1895, Cambridge). 


Avocat de formation, il fut Professeur de mathématiques à l'Uni- 
versité de Cambridge et membre de la Royal Society of London 
(l'équivalent anglais de l'Académie des Sciences). Il publie en 1858 
un article intitulé Memoir on the Theory of Matrices, jugé comme 
fondateur, sur le calcul matriciel. D'ans cet article, sont exposées 
formellement les différentes opérations algébriques définies sur l'en- 
semble des matrices, comme la somme et le produit de deux ma- 
trices, l'inverse et la puissance d'une matrice. 
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Définition 10.7 X Soient А = (aij higiga, 1&j&p et B = (bi)igizn, 1646р 
deur matrices de type (n.p) sur K. On appelle somme de A et B, et on 
note À + B, la matrice de type (n.p) sur K définie par ` 


déf 
A+B = (ai; Ze By higien 1<j<p ` 


X Soit A = (aijhigien Leien une matrice de type (n, p) sur K et a € K. On 
appelle produit de A par n, et on note œ+ À ou aA, la matrice de type 
(n.p) sur K définie par : 


déf. 
a A = (a Xx0üj)1cicn, 1р" 


Structure de K-espace vectoriel sur M, j (K) 


L'ensemble Mn (K) muni de l'addition possède une structure de groupe com- 
mutatif. En effet, l'addition définit une loi de composition interne sur M. (K) 
(car l'addition de deux matrices de type (п, p) sur K est encore une matrice de 
type (п, p) sur IK) et on peut vérifier que 

l'addition est associative puisque pour tous A, B, C € M, bi, 


А + (B-- C) = (А+ B) G, 
- l'élément neutre pour l'addition est la matrice Ü, car 


WA = M, pP (K.) À = Dap == Undo + А = A. 


- l'opposé de À = (ai; leien, Leien est —А = (—tijjigign, jeten Саг 
МАЕМ, (К) A+(—A)= —A) + A = Ü, p. 
De plus l'addition est commutative : 
YA € Mnp(K) VBEM,,(K) A+B=B+A. 


La multiplication d'une matrice de type (n,p) par un élément de K est une 
loi de composition externe sur K. On vérifie que la loi externe - possede les 
propriétés suivantes : 
Vacek VA e M. (K) VBE M. tK) œ (A+B8B)=0-:A+0-B, 
v(a, 8) e К? VA E M, PK) (a+r f) A =a- A+A: A, 
viag) EK? YA € М, „К)  a-(8- A) = (axy B)- A, 
VÀ € M," (K) lk A = À. 


(2) . Е : 
Om ne somme que des matrices de même type. 
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Par conséquent, l'ensemble M, ,(K) muni de l'addition et de la multiplication 
par un élément de K possède une structure d'espace vectoriel sur IK. 


Remarque Toute matrice A = (a;j)igign, 1&j«p de Ma, (IK) se décompose 


sous la forme 
n p 


А = E» 3 ou r Ei; 
t=l j=l 
où E;; désigne la matrice de Ma, ,(K) dont tous les termes sont nuls à l'exception 
du terme placé à la i-ième ligne et à la j-ième colonne, qui vaut 1. Il est 
clair qu'une telle décomposition est unique. Par conséquent, les matrices E;;, 
1 < ï & n, I & J < p appelées matrices élémentaires, forment une base du 
K-espace vectoriel M, ,(K), appelée base canonique, de cardinal égal à n x p. 
Ainsi, 
dim (Mn. (K)) = T x p. 


Les coefficients а, 1 < i < m, 1 < j < p, sont les coordonnées de la matrice A 
dans la base canonique de M, (KK). 


Multiplication de matrices 


Définissons à présent le produit de deux matrices. 


Définition 10.8 Soient A une matrice de type (n, p) sur K et B une matrice 
de type (p,q) sur K telles que 


А = (üijhigign Leien et  Bo(bjhzizpizieq- 


On appelle produit de A et В, et on note À x B ou AB, la matrice de type 
(n,q) sur K définie par Ax B = (cij igign, пера 00766 


déf р 
Ci ef Kë ik Ür j = go br + nabo; +... + Apps. 


Ke) 


Le produit A x B n'est défini que si le nombre de colonnes de la premiere 
matrice (ici A) est égal au nombre de lignes de la deuxieme matrice (ici B). On 
retiendra le schéma suivant : 


matrice de type (n, p) x matrice de type (p.q) = matrice de type (n, g). 


Comme l'illustre l'exemple suivant, le produit À x B peut exister sans que le 
produit B x A existe. 


2 1 | 
Bxempiosi à= ( 1 2 ) € Маз(С) et B = (i 2 ) € Mao) alors 
=i 3 
d di 
AxB=| 242i i+4 | € MaslC). 
i T 
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En revanche, le produit B x A n'est pas défini car le nombre de colonnes de B 
n'est pas égal au nombre de lignes de A. 


Disposition pratique 
En pratique, pour effectuer le produit À x B, on utilise la disposition suivante : 
colonne j 
L 
bij 
p lignes бм 
bp; 
p colonnes 
rg, "an 
LES BHO j Ë 
ligne i — Gi] ou °° i : Kä Cil bk; 


k=1 


qui permet de repérer visuellement les sommes et produits à effectuer pour 
calculer le coefficient e;;. 


Proposition 10.1 Soient n, p, q et m quatre entiers naturels non nuls. 
X Pour tout А appartenant à M, „(Е) et pour tous B et C appartenant à 
M, (IS) опа: 

Ax(B+C}=AxB+AxC. 


X Pour tous B et C appartenant à My, „(К) et pour tout A appartenant à 


Ma (K) опа: 
(В+ С) x A= B x A +C x A. 


X Pour tout À appartenant à M, (K), pour tout B appartenant à My (K) et 
pour tout C appartenant à M, A (K); on a: 


A x (B x C) = (À x B) x C. 


Démonstration Chacune des démonstrations est longue mais ne présente pas 
de difficulté. H suffit de revenir à la définition des lois + et x et de travailler 
sur les éléments de ces matrices. On s'attachera à bien justifier chacune des 
sommes matricielles et chacun des produits matriciels que l'on écrit. = 


Remarque On vérifie facilement que le produit de deux matrices diagonales 
d'ordre n est une matrice diagonale d'ordre n. Autrement dit, 


diag (G11:-..,@nn) х diag (b1,..., ban) = Фар (а X by... Gen X Bun). 
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10.1.3 Transposition de matrices 


Definition 10.9 Soit A une matrice de type (n, p) sur K. On appelle matrice 
transposée de A et on note AT, la matrice de type (p,n) sur K obtenue à 


partir de A en échangeant les lignes et les colonnes, 


Si A est une une matrice de type (n. p) alors sa transposée, la matrice AT, est 
une matrice rectangulaire dont le type (р, т) est a priori différent de celui de 
А, sauf si n = p. Par exemple, 


А = p ^ € Maat) et AT = ( E z р ) € Mo 2(C). 
A V3 S 


En particulier, si A est une matrice carrée d'ordre m alors AT est aussi une 
matrice carrée d'ordre n. 


Remarques 


1. Si A est une matrice-ligne alors AT est une matrice-colonne. Réciproquement, 
si A est une matrice-colonne alors AT est une matrice-ligne. Par exemple, 


А = {| vi et AT=[7 VZ —1). 
-1 


2. Pour tout entier k compris entre 1 et p. la matrice-ligne formée de la k-ième 
ligne extraite de AT est égale à la transposée de la matrice-colonne formée de 
la k-ieme colonne C, extraite de A. Schématiquement, 


T 
EG a 
BN 1 aw = 
А = C Ca LM C, 5 АТ = " 
| | te 5 3 
T 
— Œ — 
De тете, pour tout entier ё compris entre 1 et n, la matrice-colonne formée de 
la /-i&me colonne extraite de AT est égale à la transposée de la matrice-ligne 
formée de f-ieme ligne L; extraite de A. Schématiquement, 


— Lh — UN 
А = | ` : = AT =| LT... LT 


— 6 — T 


3. Toute matrice diagonale est sa propre matrice transposée. En particulier, 


Yn E N" IT ZI, 
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On a les propriétés suivantes. 


Proposition 10.2 Soient n, p et q trois entiers naturels non nuls. 
LYA EM„,pO(K) (AT) = A. 
2.VA BE MypiK) (A+BT=AT+BT. 


J VA € M, (K) Va e K (œ A) =a. AT. 
4 VYA € M, (K) VB e M,,(K) (Ax B)" = BT x AT. 


Demonstration l suffit de revenir à la definition de la transposée d'une ma- 
trice. La démonstration pour chacune des trois premiëres propriétés est aisée 
(la rédaction est laissée en exercice). Montrons la quatriéme propriété. Soient 
A une matrice de type (n, g) et B une matrice de type (q.p). Le produit А x B 
a un sens. C'est une matrice de type (n, р). En notant A = (о). са, 1£k£e 
et B = (bej)iksa, 1<j<p, On а 

ki 

A x B = (es) ссы, ig, TE Ч) = 2. Gikby;. 
Ll 


On en déduit que la matrice (A x B)? est de type (p.m) et on a 
q 
T n 
(A x B)" = (cy) ciem igjen SOC Ou = Gi = A `ajkbki. (1) 
k=1 


La matrice BT est de type (p.q) et la matrice AT de type (q.n). Le produit 
BT x AT a donc un sens. C'est une matrice de type (p,n). En notant 


B" = (byligignigees et AT = (аһ), 1&j€ 


4 q 
B” x AT = (0), rezen avec dij => Dua; = У Бычак (2) 
k=] k= 


puisque bj, = бы et aj; = dje, et en comparant (1) et (2), on en déduit que 
dij = c, pour tout i € {1,...,p} et pour tout j € {1,... n}. On a ainsi vérifié 
l'égalité matricielle BT x AT = (A x B)". D 


Définition 10.10 Soit A une matrice carrée sur K. 


X On dit que A est une matrice symétrique si AT — A, 
X On dit que A est une matrice antisymétrique si AT = —A, 


4} d d i 
“HT est clair que cela n'a pas de sens de parler de matrice symétrique (ou de matrice 
antisymétrique) pour des matrices non 
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Autrement dit, la matrice A = (a;;)1«i,jen de M,(K) est symétrique lorsque 
Wijhe (L...,n) x {ln} aj = aj. 

De même, la matrice A = (aj;ligi jen de M, (BS) est antisymétrique lorsque 
V(i,j) € (L,.... n) x {ln} as = -ai. 


On vérifie facilement que les coefficients diagonaux d'une matrice antisymé- 
trique sont nécessairement tous nuls. 


Exemples 
2+3 3 =i 
1. La matrice 3 2 1 de Ma{C) est symétrique. 
—i 1 0 
0 l-i Ü 


2. La matrice -1+i 0 -y3 | de Ma (C) est antisymétrique. 
0 y3 0 
Sous-espaces supplémentaires dans M,,(E) 


On vérifie facilement que toute matrice carrée peut s'écrire de manière unique 
comme la somme d'une matrice symétrique et d'une matrice antisymétrique. 
En effet. 


YM € Mn(K) M= 1(М+ M7) - 1(M - MT) (3) 
5 А 
où Š = £(M + MT) est une matrice symétrique et où À = HM — MT) est une 


matrice antisymétrique puisque 
af 
ST = (3(M+M7)) = AT +(MT)7) = (МТ +M) =S, 
u T 
AT = (1(M-M7)) = (MT - (MT)T) = 1(M7 - M) = —A. 


On a, par exemple, dans Mail R) la décomposition suivante 


2 -] 9 21 å 0 -2 3 

3 2 AECH 1 2 š |+ 2 о -i 
Ё ї 3 $ 1 

-1 3 =l 13-1 -$ i 0 


Désignons par S„(K) (respectivement раг A, (KI) l'ensemble des matrices sy- 
métriques (resp. antisymétriques) d'ordre n à coefficients dans K. Ces deux 
ensembles constituent deux sous-espaces vectoriels du K-espace М, (E) (c'est 
immédiat en utilisant les propriétés de la transposition}. On vérifie facilement 
que la seule matrice qui soit à la fois symétrique et antisymétrique est la matrice 
nulle d'ordre n, c'est-à-dire que 


S, CK) т A, (K) = {04}. (4) 


Les deux propriétés (3) et (4) suffisent à montrer que les deux sous-espaces 
S„ (K) et A,(IK) sont supplémentaires dans M, (K), ce que l'on note 


S, (K) & A,(K) = M, (E). 
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10.1.4 Cas particulier des matrices carrées 


Intéressons-nous à présent à l'ensemble des matrices carrées. 


Structure d'anneau sur M, (IK) 


Vérifions que M, (Ж), l'ensemble des matrices carrées d'ordre n, muni de l'addi- 
tion et de la multiplication possède une structure d'anneau. D'après ce que nous 
avons dit pour Ma ,(K) (voir la remarque p. 398), M; (E) muni de l'addition 
est un groupe commutatif Contrairement au cas des matrices rectangulaires 
de type (n,p) pour lesquelles la multiplication n'est pas définie si n x p, la 
multiplication de deux matrices carrées est bien définie. Le produit de deux 
matrices carrées d'ordre n est encore une matrice carrée d'ordre n. La multipli- 
cation définit ainsi une seconde loi de composition interne sur M, (IK). De plus, 
on vérifie les points suivants. 


— La multiplication est distributive par rapport à l'addition : pour tous A, B, C 
appartenant à M, (E), 


Ax(B+C)=AxB+AxC et (B+C) x AZBx A-FC x A. 
La multiplication est associative : pour tous A, B, C appartenant à M, (IK), 
A x (Bx C) = (A x B) x C. 
- La matrice L, est l'élément neutre pour la multiplication : 
VÀ € MM(K) I, x A-AxI, = A. 


Contrairement à l'addition, la multiplication de deux matrices carróes n'est pas 
commutative pour n > 2. Par exemple, considérons les deux matrices 


ü 1 00 
E el 


On vérifie facilement 


0 1 oo /1 0 00 foo Ü 1 

Ü ü 10/710 0J7*120 ıJ"\ıo 0 0/' 
— e "—Ó j gm nt "—. ca” `r 

= A = B = À x B = B x А = B = À 


L'ensemble structuré (M, (IK), +, x) n'est donc pas un anneau commutatif (sauf 
sin = 1.” On veillera donc à manipuler le produit matriciel avec précaution. 


"Le fait que la multiplication dans Mal K) ne soit pas commutative lorsque n 3 2 n'exclut 
cependant pas l'existence de matrices qui permutent entre elles. Par exemple, on vérifie 
facilement qu'une matrice-scalaire permute avec n'importe quelle matrice carrée du même 
ordre. Autrement dit, 


VAEK VACMA(K) {А-Һ]хА=Ах{А-1„). 
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De plus, sin > 2 alors le produit de deux matrices peut être nul sans que l'une 
des deux matrices soit nulle. Par exemple, si 


iios) a 39 [03] 


alors 


c'est-à-dire le produit A x B est nul, et pourtant, ni la matrice A, ni la matrice 
В ne sont nulles. Ainsi, lorsque n > 2, l'anneau (M‚(K), +, x) possède des 
diviseurs de zéro. Ce n'est donc pas un anneau intégre. 


Puissance L-iéme d'une matrice 


Pour toute matrice А € M„{K), on pose A" = I, et 


k fois 
„—————<———., 
кєм ARTS R x A x... A 


et la matrice A* s'appelle puissance k-ième de A. On vérifie facilement les 
trois propriétés suivantes. 


Proposition 10.3 Soit A une matrice carrée à coefficients dans K. 
LVkeN VEEN At x AN = АЕ, 


2VkeN ҮКЕМ (A) = Ак, 
3.Va €K VkeN (a-A)" =a. AF. 


Démonstration Il suffit de revenir à la définition de la puissance k-i&me d'une 
matrice. La démonstration est laissée en exercice. С] 


П est à noter qu'en général, lorsque la matrice A est d'ordre п avec n 3 2, il 
n'y a pas de lien immédiat entre les coefficients de A* et ceux de A (sauf pour 
k — 1 bien sür). Ainsi, les coefficients de A* ne s'obtiennent pas en élevant à 
la puissance k les coefficients de А. C'est pourtant ce qui se produit pour les 
matrices diagonales. En effet, on vérifie, par récurrence sur k, que si 


А = diag (caai, Gaz... апя) 


alors 
VkeN AF = іар (aj, gie, .. aï 


nm * 
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ATTENTION Si A et B désignent deux matrices carrées du méme 
ordre, alors, a priori, les matrices (A x B)? et A? x B? ne sont pas 
égales. En effet, la multiplication n'étant pas commutative, 
(A x B)? = (A x B) x (A x B) z A? x B?, 


et plus généralement, (A x В)“ # AF x BF pour tout entier k > 2. En revanche, 
il est clair que si A et B désignent deux matrices qui commutent entre elles, 
c'est-à-dire si A x B = B x A, alors (A x B)? = A? x B?, ou, plus généralement 
(A x B)* = A* x B* pour tout entier k > 2. 

Matrice nilpotente 


La définition suivante est cohérente avec celle donnée pour une application 
linéaire (voir la définition 9.3, p. 363). 


Définition 10.11 Une matrice carrée À € M,(IK) est nilpotente si 
3k € N* Ab = Ou. 


L'indice de nilpotence de A est l'entier non nul p défini par 


р minfk e N" | AF = 0n}. 


Exemple La matrice А € Ma(R) définie ci-dessous est nilpotente et son indice 
de nilpotence est 3 car 


2 1 Ü 1 1 1 000 
A-|-3-1 1 |. AZ=f -3 -3 —2 et A* =| 0 00 |. 
1 ü -1 1 1 1 000 


Formule du binôme de Newton dans (M, (E), +, x) 


Considérons deux matrices carrées А et B, toutes les deux d'ordre n. Commen- 
cons par développer l'expression (A + В). On a 


(A + B) = (A + B) x (А + В) = AT + AB + BA + B”. 
Si on suppose que les matrices A et B commutent alors on a : 
(A + В)? = А? + 2AB + В?. 
Poursuivons en développant l'expression (А + B)*. Опа 


(А + Ву? (A +B) x (A + В) 


(A +B) x (А2 + AB + BA + B?) 
A? + А?В + АВА + AB? + ВА? + ВАВ + В?А + В?. 
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51 on suppose que les matrices A et B commutent alors on а: 
(А + B)" = A? + 3A?B + ЗАВ? + Bà. 
Plus généralement, on a le résultat suivant qui se démontre par récurrence sur 


le même principe (voir la démonstration de la proposition 2.12, p. 72). 


E? 


Proposition 10.4 (Formule du binôme de Newton) Soient A et B 
deur matrices de М, (К). Si les matrices A et B commutent, c'est-à-dire si 


À x B= B x A. 


alors, pour tout m appartenant à M, 


1 
(А + B)" = N. DE AE Вт-& ой ch = m 
k =Ü 


(m — E kl 


Comme l'illustre l'exercice suivant, la formule du binôme de Newton peut s'avé- 
rer utile en pratique pour calculer les puissances d'une matrice A € M, (12) des 


lors que celle-ci s'écrit sous la forme suivante 
A=0œ:- lh +8- B avec aœ 3c K 


oü les puissances de la matrice B s'obtiennent facilement (par exemple, B est 
nilpotente), puisque pour tous œ, F € K, 


(a - In) x (3-B) — (3-B) x (a - 14). 


1 ü Ü 
Exercice 1 Soient A = | a 1 0 | € Malt) et B = À = 13. 
c b 1 


1 - Calculer BF pour k = 1,2, 3. En déduire l'erpression de A", n € N. 

2. Montrer que АЎ est une combinaison linéaire de AT. A et Ta. 

9 - En déduire que si n > 3 alors А" est une combinaison linéaire de An"). 
An? сі Ans 


10.2 Matrices et applications linéaires 


10.2.1 Matrice associée à une application linéaire 


Soient E, F deux K-espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire. 


Òn suppose que 
dimg(E)—p et dimgl Fi = n. 
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Munissons l'espace E d'une base В = (e;j.e2..... ep) et l'espace F d'une base 
B' = Lei, ei... el). Puisque la base B (respectivement B) est constituée de 
vecteurs appartenant à l'espace de départ E (resp. l'espace d'arrivée F), on 
la qualifie parfois de base de départ (resp. base d'arrivée). Décomposons 
chacun des vecteurs f(e1), f(e2)..... f (ep) de F dans la base d'arrivée B’, Pour 
j variant de 1 à p, on désigne par &,,02,,....0,; les coordonnées du vecteur 
f(e;) dans la base B', autrement dit 


f (e) = Ou € + 021 ek, +... + Gui En 
f (ea) ау € + ap € +... + 052 €, 


On rappelle qu'une application linéaire est entierement déterminée des que l'on 
connait les images des vecteurs d'une base. П apparait ainsi judicieux de regrou- 
per chacun des vecteurs f(ei), flex)... (ер) (ou plutôt leurs coordonnées 
dans la base B') dans un méme tableau, ce dernier caractérisant complètement 
l'application f. 

Cela nous conduit à la définition suivante. 


Définition 10.12 Soient E un K-espace vectoriel de dimension p muni d'une 
base B, F un K-espace vectoriel de dimension n muni d'une base B' et f une 
application linéaire de E dans F. 


X On appelle matrice associée à f relativement à B et B' la matrice de 
type (n.p) sur K dont la j-iéme colonne est constituée par les coordonnées 
de l'image du j-iéme vecteur de la base de départ B par rapport à la base 
d'arrivée B'. On la note 

Matges (f) 


et on dit que la matrice Mate g: (f) représente f dans les bases BE. 


X En particulier, lorsque E = F on peut choisir В = B'. Soit f un ende- 
morphisme de E. On appelle matrice associée à f relativement à B ia 
matrice Mats 8( f). On la note plus simplement 


Mats f). 


Avec les notations utilisées, on a de façon symbolique 


Tel fe Fe) | 
Р 11 013 du dip €1 

Mats g: (f) à an 022 ш ap е2 š 
апі Da? LE np En 


Remarque Pour signifier que la représentation matricielle d'une application 
linéaire f : E — F s'effectue par rapport aux deux bases B et B', nous avons 
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convenu de noter en indice ces deux bases dans < Mats m (f) ». Il est à re- 
marquer l'ordre des deux bases dans cette notation. La premiére base désigne 
toujours la base de départ (ici B) et la seconde désigne toujours la base d'ar- 


z 


rivée (ici B'). Il faut toujours respecter cet ordre. On pourra retenir le schéma 


suivant : 
Mats sr (f) 
(E.B) 


(Е, В'). 


En revanche, lorsqu'on note « Mats g (f) € M, UE) ». l'ordre des deux indices 
n et p dans + M, ,(K) + est inversé par rapport à l'ordre des deux bases B et 
B' dans « Mate m (f) ». Le premier indice (ici n) correspond à la dimension 
de l'espace d'arrivée (ici F) et le second (ici p) à la dimension de l'espace 
de départ (ici E). Cette notation est, certes, malheureuse mais il s'agit de la 
notation usuelle. 


Exemples 
1. Soient E un K-espace vectoriel de dimension 2 muni de la base B = (ej, el 
et F un K-espace vectoriel de dimension З muni de la base B° = (ei, es, es). 
Soit f une application linéaire de E dans F définie par son action sur les deux 
vecteurs de la base B : 

Пе) = 20, + Зе, — es 

fie) = eij-ejt4e; 
La matrice associée à f relativement aux bases B et B' est une matrice 3 x 2 
et on note Mate g (f) Є Ma (ЕЁ). Elle s'écrit 


Tel Flea) 


2 lie 
Mate. = (F) = 3 _1 е) ; 
-1 4 Je 


Inversons à présent l'ordre des vecteurs dans la base B de l'espace de départ. 
On obtient la nouvelle base C = (ez. єз). Rappelons que l'ordre des vecteurs а 
une importance dans la définition d'une famille. Les deux bases B et C, bien 
qu'appartenant au méme espace vectoriel, sont donc distinctes. De méme, in- 
versons l'ordre des vecteurs dans la base B° de l'espace d'arrivée. On obtient la 
nouvelle base C = (e^, ei, e). Ecrivons alors la matrice associée à f relative- 
ment à ces deux nouvelles bases. C'est bien sür encore une matrice 3 x 2. Elle 


s'écrit 
fies) fiei) 
4 —1 \ e! 
Matcelf)= | _1 aler 
1 2 Je: 


2. Dans le K-espace vectoriel Ep [X |, de dimension п + 1, muni de sa base 
canonique B = (1. X, X?,..., X"), on considère l'endomorphisme 


p: P € K,[X] — F e K, [X]. 


Les matrices 409 


La matrice associée à p relativement à Ë est une matrice carrée d'ordre n + 1 
et on note Matglw) € M u. (K). On vérifie 


e(l) = Qy-o 
AX) = (XY=1 
e(X?) = (X3Y=2X 


XT) = (KF = nX" 
Оп en deduit 
EEK)... р(х") 


0 1 D +. 0X1 
00 a" : | À 
Matsi) = - m E E 
de 0 mn] AE 
о... 0 0 pl x^ 


Comme l'illustre l'exercice 2 ci-apres, la représentation matricielle d'un endo- 
morphisme dépend non seulement du choix, mais aussi de l'ordre des deux bases 
de départ et d'arrivée. 


Exercice 2 Soit f l'endomorphisme qui au vecteur © = (1,72, 73) € R asso- 
cie le vecteur y = (yi. yo. ya) € R? défini par : 


mn = 274 + Ta + Za 
12 = 1 +215 +3 
Ho = Ty + Ea ES 


On considère dans R? les deur bases B = (еј, €g, єз) et C = (шл, tua, uz) avec 


ел = (1,0,0) ез = (0,1,0) ез = (0,0,1) 
uj —2(1,0, 1) uo —(1,-1,0) ша = (1,1,1) ` 


Erpliciter les matrices Matg(f), Matc(f/). Mata elf) et Mate sf). 


Remarques 
1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. On vérifie (c'est immédiat) 


que la matrice associée à l'application identité idg : E — E relativement à 
n'importe quelle base B de E est la matrice identité d'ordre n. Autrement dit, 


VB base de E  Matg(idg) = In. 


2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n muni d'une base B et f un 
endomorphisme de E. Si, relativement à la base B, la matrice représentative 
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de f est triangulaire supérieure, alors, relativement à la base C obtenue à par- 
tir de B en inversant l'ordre des vecteurs, la matrice représentative de f est 
triangulaire inférieure. Par exemple, avec n — 4, si 


t 


11 Tia Wa fu 

M Ü ta ёз tu 

^ atg( f) = ü Ü tan tu avec Ë = (е; KS Єз, Ea), 
0 0 Ü tu 

alors 

ім 0 0 0 
t: t: Ü Ü 

Matel f) = E. fas ы 0 avec С = (ец, ез,ез,е). 
Da Da Da fu 


10.2.2 Écriture matricielle d'une égalité vectorielle 


L'intérét de connaitre la matrice associée à une application linéaire f (relative- 
ment à deux bases B et B') est de pouvoir réécrire une égalité vectorielle de la 
forme y = f(x) sous la forme d'une égalité matricielle. Considérons la matrice 
А = (aij)izizn, (eren associée à l'application linéaire f relativement aux bases 
B et B', c'est-à-dire 

А = Mats s (f). 


Décomposons le vecteur z € E et son image y € F par f dans leurs bases 
respectives B = Ieren et B' = (еса: 


== Lae, et у= ECT €; 


Les) 


et cherchons à exprimer chacune des coordonnées yi, %2,- - - Yn du vecteur y en 
fonction des coordonnées xq, r3, ..., тр du vecteur m. Pour cela, commençons 
par calculer f(z). On à 


P P P n 
2,59] = (е) = 5, o > au ) 
sel j=1 | ї=1 


j-1l 
n 


puisque f (e,) = y aye; pour j = 1,2,..., p. Par conséquent, 


vel 


se) - Y (Sue) = > GE "3 Vas el. 


Nous en déduisons l'équivalence suivante 


n p 
Y = fix) => 3 Me = A Kë ç j L j е!. 
i=] 


i=] Å j=l 
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Par identification des coordonnées (la décomposition d'un vecteur dans une 
base étant unique), on obtient 


p 
Vie {1,2,...,n} шщ =) az, 
j=1 


c'est-à-dire 
Up = ayti 1222 +... + ü1pTp 
Gout + 02229 +... + Gänn 


RI 
| 


ln 


Ces relations se nomment équations (ou représentation analytique) de f 
relativement à B et B'. Ainsi, en notant X la matrice-colonne constituée des 


Üniti c no? a nur c Gnplp 


coordonnées Ti; 22, ..., ry du vecteur z dans la base B 
X € M,A (K), 
et en notant Y la matrice-colonne constituée des coordonnées ji. yo. - - - Un du 
vecteur y dans la base BI 
Y € M, (KE). 
le système d'équations linéaires précédent s'écrit sous la forme matricielle : 
Y = AX, 
c'est-à-dire 
ih üil 12 Tip Z1 
Ve 83] 022 dän Ta 
Yn Tni (ap cc Dan de 


On a donc établi la proposition suivante. 


Proposition 10.5 Soient E un K-espace de dimension p muni d'une base 
B, F un K-espace de dimension n muni d'une base B' et f une application 
linéaire de E dans F. Si A = Mats e (f) alors l'égalité vectorielle 


y = f(x) 


s'écrit relativement auz bases B et B' sous la forme matricielle 


Y = AX 


où X € M, (K) est la matrice-colonne constituée des coordonnées de œ € E 
dans B et oü Ye My (E) est la matrice-colonne constituée des coordonnées 
de y £ F dans B'. 
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Remarques 


1. Remarquons que lorsque l'on écrit Y = АХ, l'égalité matricielle n'a de sens 
que dans l'ensemble des matrices de type (n, 1). En effet, à gauche de l'égalité, 
on trouve la matrice Y qui est une matrice de type (ri, 1) : 


Y € Ма (K). 


C'est une matrice-colonne à n lignes. À droite de l'égalité, on trouve le produit 
matriciel AX, c'est-à-dire le produit de la matrice A de type (n, p) et de la 
matrice X de type (p, 1). Le résultat de ce produit matriciel est une matrice de 
type (n, 1) : 

AX € Mna (E). 


C'est donc une matrice-colonne à n lignes de type identique à celui de Y. 


2. Si n É p alors les deux matrices-colonnes X et Y ne sont pas du méme type 
puisque leur nombre de lignes diffère. 


Exemple Reprenons l'exemple de l'application linéaire f : E =+ F, avec E et 
F deux K-espaces de dimensions respectives 2 et 3, définie par 


fle) = Zei + Зеу - ek 
| f(e) = e-etie 
où B = (€1,€2) est une base de E et B' = (e1,e5, es) une base de F. Soient 
zeEety= fir). Décomposons z dans la base de départ B et y dans la base 
d'arrivée В'. On a 
m = riel + тез et у= UE) +1065 + yey 
Puisque l'application f est linéaire, on a 
f(x) = finie + 17262) 

= a flei) za flea) 

= mi(2e) + des – es) + rale, — e; + Jes) 

= (21у + rade) + (3r — roles + (ti + droles. 
L'égalité vectorielle y = f(x) se réécrit alors 

VIEL + узе + узе = (2x1 + rade) + (324 — xo)e5 + (zi + droles. 


En procédant à l'identification des coordonnées, on en déduit les expressions 
de yi, ya. уз en fonction de zj, Ta : 


и = 2р + F2 
Ya = Зт - Fr 
Ys = —ту+4т; 


Ce sont les équations de f relativement aux deux bases B et B'. Ce systeme 
s'écrit aussi sous la forme matricielle 


Un 2 1 
ya 3 —1 Ee J: 
ys -1 4 i 
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10.2.3 Application canoniquement associée à une matrice 


Faisons le point. 

- Nous venons de voir que toute application linéaire peut être représentée, 
relativement à deux bases, sous forme matricielle (à condition, bien sür, que 
les espaces de départ et d'arrivée soient. tous deux de dimensions finies !). 


- Inversement, pouvons-nous affirmer qu'une matrice rectangulaire est tou- 
jours la représentation d'une application linéaire? Le cas échéant, quelle 
est cette application linéaire? Quels sont les espaces vectoriels mis en jeu ? 
Quelles en sont les bases 7 


La proposition suivante donne une réponse à ces interrogations. 


Proposition 10.6 Soit À une matrice de type (n.p) sur IK. Il existe une 
unique application linéaire de KP dans E” admettant A pour matrice associée 


relativement aur bases canoniques. On dit qu'une telle application linéaire est 
canoniquement associée à la rnatrice À. 


Demonstration Soit A = (G; )igign, 1eisp € Mi, pik). Montrons dans un 
premier temps l'existence d'une application linéaire de К? dans K" admettant 
A pour matrice associée relativement aux bases canoniques. Considérons l'ap- 
plication f : KP =+ Kn qui au vecteur = = (rj,r2,...,rp) de KP associe le 
vecteur y = (91, 92... H4) de К" défini par le système 


Yı = ат + Male +... йрт 
Ya = ат + 09212 +... + pt 


Un = üm + 2221) +... + дпр р 


avec a;; appartenant à K pour 1 < i < n et pour 1 < j < p. On a déjà vu (voir 
la proposition 9.3, p. 361) que f était une application linéaire. On note alors 
f € Le (KP, К"). Soient B. = (&ij, &5,...,&,) et B, = (ei, €5,..., e, ) les bases 
canoniques respectives de ІК? et IK". Exprimons les vecteurs f(ei). .... flep) 
dans la base Bi. De (8), il vient 


uM x i I П 

== * pirta en a ва т 
fie) (11 Aar ünl) 11 € + aa E3 + + ni Ë 
f (ez) SS (12,22, ... no) = iz e + боз € +... + Gan e, 
f (Ep) e (Tip: 2p. - 2 . Gap) = dip e + dap es, + EE + пар e, 

On en déduit 
fie) Лез) fie,) 
an arz dip À €i 
Mats в (f) = | © Qz... G |е. 
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On retrouve précisément la matrice A. On a ainsi vérifié que A = Ман, g: (f). 
Montrons l'unicité d'une telle application linéaire. Supposons qu'il existe deux 
applications linéaires f et g de KP dans K" admettant A pour matrice associée 
relativement aux bases canoniques. De 


Mate ‚a, (f) = Mate в; (9). 
il vient immédiatement f(ej) = glej} pour tout j € {1,...,p}. c'est-à-dire" 
Vx EK" f(x)=g(x} 
Les deux applications f et g sont donc identiques. L'unicité est démontrée. [] 


1 


Exemple Reprenons l'exemple de la matrice carrée A de M,,+ (K), définie par 


0 1 0 ... O 
00 2 | 
тесе а. 40. Mo 
Ü =+ Ü Ü mn 
о... Ü O 0 


Nous avons vu (voir p. 409) que cette matrice était la matrice associée à l'ap- 

plication linéaire 2 : P £ K„[X] ++ F € K,[X] relativement à la base 

B = (1, X, X?,..., X"). C'est aussi la matrice associée à l'application linéaire 
Je : [Zi,T9,. ss 2141) E K"*! — (11.2, . DE Yn41) = К": 


telle que 
(vre [1,2,....n) Yk =K x Epp ) et nii =0, 


et ce relativement à la base canonique Be de K"*!, Les deux applications li- 
néaires p ` КЫА] — Kale f. : Kr! — K"*! sont toutes les deux 
associées à la matrice À. En revanche, seule l'application f. est qualifiée d'ap- 
plication canoniquement associée à A. 


10.2.4 Propriétés 


Proposition 10.7 Soient E, F deur K-espaces vectoriels de dimensions fi- 
nies, B une base de E et B' une base de F. Si f et g sont deur applications 
linéaires de E vers F, œ € K et ñ £ IK, alors 


Mats sg [ay f + Bg) = (Y E Mate, n [f) TS. Мав gg). 


En particulier, si E = F et B = B' alors 


Matg(af + 3g) = o: Matg( f) + â - Matg(g). 


= rappelons qu'une application linéaire est entierement déterminée par les images des vec- 


teurs d'une base 


F 
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Démonstration Il suffit de revenir à la définition d'une matrice associée à une 
application linéaire. Si f € Cyl E, Flet g € Exil E, F) alora o f+349 € Cg(E, F). 
Soient B = (61, e... ey) une base de E et B' = (ej, e, Ep) une base de 
F. On note A (resp. B) la matrice de type (ni. p) sur Ж représentant f (resp. g) 
dans les bases B et B'. Par définition, pour tout je (1,2..... р}, 


n 


fiei) = do dije: et gle;) = x b; es. 


Les) i=] 


Puisque af + 3g € Cg( E. F), la matrice représentant af + Øg relativement aux 
bases B et B' est de type (n, p). On note C = (HS; hsign.ıgjgp Cette matrice. 
Par définition, pour tout j € 11.2,....p]. 


(of + 8g)(e) = D сое. (5) 


iz] 


Pour déterminer la matrice C, il suffit de caleuler (œf + 3g)(e;) pour j € 
{1,2,...,p}. Oma 


n 


(af + 3g)(e;) =af(e;) + 39(e;) = x У age; + B >: һе. 


iz | $m] 
c'est-à-dire " 
(af + 8g)(ej) = У (aas; + 8b;;)e;. (6) 
i=l — À — 


De (5) et (6), par identification des coordonnées, il vient que cij = ай + Жу. 
c'est-à-dire que le coefficient c;; est le coefficient de la tième ligne et de la 
j-ième colonne de la matrice a- A + 3: B. On a ainsi vérifié que 


C = Mate plaf + Mg) =a A + В = a: Mats + (f) + 3: Mata mig), 


ce qui termine la démonstration. = 


Isomorphisme d'espaces vectoriels entre LEE, F) et M, ,(K) 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p et n. H 
existe une bijection entre l'ensemble des applications linéaires de E dans F et 
l'ensemble des matrices rectangulaires de type (re, p) à coefficients dans RK C'est 
l'application qui à f fait correspondre sa matrice représentative relativement à 
une base fixée B = (e1,..., ep) de E et une base fixée B' = (ej..... ei) de F: 


Matam : £g(E,F) — Mask? 
f — Meagwif)' 


Cette application est en effet injective puisque de Mats ge (f) = Mate, mig), 
il vient immédiatement f(e;} = gle;) pour tout j € [1,..., p], c'est-à-dire 
fir) = glr) pour tout œ € FE. П est clair qu'elle est aussi surjective puisque 
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pour tout A € M, (E), il existe f € Cg(E, F) tel que Mats g (7) = A. Il suffit 
en effet de considérer l'application linéaire f définie par 


n 


Vje[L...p) Хеј) = VW aje 


i=l 


De plus, d'apres la proposition 10.7, l'application Mats # définit un morphisme 
du K-espace vectoriel Cg( E, F) dans le K-espace vectoriel M, ,(K). C'est donc 
un isomorphisme d'espaces vectoriels. Remarquons que cet isomorphisme est 
subordonné au choix des deux bases B et B'. Il n'est donc pas unique. 


Remarque Soient E et F deux K-espaces de dimensions finies. Les deux es- 
paces Cg(E, Е) et M, (K) étant isomorphes, ils ont nécessairement la même 
dimension, ce qui montre que ` 


dimy (Lx(E, F)) = dimg(E) x dimg( F). 


Proposition 10.8 Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels de dimensions 
finies. Soient B une base de E, B' une base de F et B" une base de G. Si f 
est une application linéaire de E vers F et q une application linéaire de F 
vers Cr, alors 


Mats s (go Р) = Mate ве Loi x Mats m (f). 
En particulier, si E = F = G et B = B' = B" alors 


Matg(g о f) = Mats(g) x Мав(/). 


Démonstration Il suffit encore de revenir à la définition d'une matrice associée 
à une application linéaire. Si f € £Cx(E, F) et g € £g(F,G) alors go f € 
Le E, G). Soient В = (61, 65,..., ey) une base de E, B = (ej, e5,... TA une 
base de Fet B" = (ет, e, Goal une base de G. On note А la matrice de type 


(q.p) représentant f relativement aux bases B et PR Pour tout g € {1,2,...,p}, 


q 


Flej) => аме. 


k=l 


On note В la matrice de type (п, 4) représentant g relativement aux bases B' 
et B". On a pour tout ke (1,2,....4] 


n 
де) = Y hue. 


' Nous avions déjà énoncé ce résultat au chapitre 9, page 356, sans le démontrer. 
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Puisque ge f € Cx(E,G), la matrice représentant go f relativement aux bases 
B et B" est de type (n, p). On note C = (cij)isienasjer cette matrice. Pour 
tout j € {1,2,...,p}, 


(go f)(e;) = Уе 9, (7) 


Pour expliciter les coefficients de la matrice C, il suffit de calculer (g o f)(e;) 
pour j € (1,2,...,p]. Опа 


g p E S wl (ei) — 3 С һе) 


k=l k=} 


ОЕ УЗ (Smet ) 
H kel 


k=] Ex LI 


(ge fie 


Il 
= 


Nous obtenons pour j € {1.2,....p} 


(go FX £j) -Y > (Eban) et. (8) 


— Co 


De (7) et (8), par identification des coordonnées, on obtient cy = Vis Баду. 
Il s'agit du coefficient de la i-iöme ligne et de la j-ieme colonne de la matrice 
B x A. On a ainsi vérifié que 


C = Matg Be (go f) = B x А = Mata не(д] x Mats @ (f), 


ce qui termine la démonstration. = 


gef 


Remarque De manière symbolique, si E +, FS, С alors EÌS G. De la 
méme maniere, si 


Mate s (f) Mate, ger (д) 


(E. B) (F, B') - 


(G, B") 


Mats ge [g o f) 
(E, B) ——— (G. B") 


Exemple Soient B = (ei, е», ез, ea) une base de R*, B' = (el, ei, es) une base 
de R? et B" = Lei, ез) une base de R?. On considère les deux applications 
linéaires f : R* — RS et g : R? — R? définies par 


= Zei — beh + Тех 


(е1) 
fler) = е - 2е5 + Зе glei) = 2ej + deg 
fies) = 2e! = Зе» _ del, et g(e5) — 2e” _ zel! 
E el = g" + g" 
Хед) = беј – 2е5 – Зез glez) pte 
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Soient z un vecteur de R* et y son image par f. Notons zi, rs, Жу, r4 les 
coordonnées de æ dans B et yi, 1⁄2. уз celles de y dans P. Relativement aux 
bases B et B', l'égalité vectorielle y = f(x) s'écrit sous la forme matricielle 


л 2 1 2 6 Al 
y |=| -5 -2 -3 -2 E 
ys 7. Odo =Ï Е 
Оп еп déduit 
у = (ir + 72 + 274 + raje] + (—5ту — 2r; — 373 — 2га јез 


+ Ta + Ara — Аша = 3r4)ei. 


Considérons à présent le vecteur z de R? défini comme l'image par g du vecteur 
y de Е". Notons zr, zo les coordonnées de z dans B". Relativement aux bases 
B' et B", l'écriture matricielle de l'égalité vectorielle z = gly) est 


ah f2 21 m 
z J X3 -2 1 da 


Ya 
et on en дёйш 
z = (2y, + 292 + valet + (3y — 242 + alen. 


Le vecteur z est aussi l'image du vecteur z par l'application composée ge f. 
On vérifie 


t 213 EE ae =V 1 -6 ed 
3 — 1 7 3 -4 -3 23 10 819 


Ainsi, en utilisant la proposition 10.12, on obtient l'écriture matricielle de l'éga- 
lité vectorielle z = (go f)(x) relativement aux bases B et B" : 


T] 

PALM 1 -6 3 rz 
za J \ 23 10 8 19 T3 
Eg 


On en déduit l'écriture du vecteur z, dans la base B", en fonction des coordon- 
nées du vecteur æ : 


z = {ту + Ty — бгз + 5та}е + (233, + 1034 + Bra + 1974)e5. 


Conséquence 


Soient E un K-espace de dimension п muni de la base B, f un endomorphisme 
de E et À £ M,(IK). On vérifie, par récurrence sur k, que si À est la matrice 
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associée à f relativement à la base B alors AF avec k € N° est la matrice 
associée à l'application composée f^ relativement à la base B où on a noté 


AF=AxAmx.. xÀ et Pe En 
f'=fofo...o f 
k lois k fois 


Rappelons que, par convention, A’ = I, et f" = ide, et que In = Matglidg) 
pour toute base B de E. On a ainsi l'implication suivante 


A=Matalf) => ( WkEN АЁ =Mats(f") ) 


De plus, on vérifie que si l'endomorphisme f est nilpotent alors la matrice carrée 
À est nilpotente et de méme indice de nilpotence que f. 


Exercice 3 Soit À une matrice carrée d'ordre n à coefficients dans E. 
1 - Montrer que si A € Ma (E) est nilpotente d'indice p alors p & n. 
2 - Une matrice A = (aijhigijen est dite triangulaire supérieure stricte si : 


vi,j)e[1,...n]x(L....n) (izj = 2520). 


Montrer que si A est triangulaire supérieure stricte alors A est nilpotente. 
3 - Soit m £ №. Calculer A" avec 


C ке b 
ке FS Lo 


10.3 Rang d'une matrice rectangulaire 


10.3.1 Definition du rang d'une matrice 


La notion de rang a déjà été définie pour une famille finie de vecteurs (voir la 
définition 8.15, p. 332). Cela nous avait alors permis de définir le rang d'une 
application linéaire f : E => F comme la dimension du sous-espace Im f de 
F, à la condition que E soit de dimension finie (voir la définition 9.6, p. 375). 


Nous définissons maintenant le rang d'une matrice rectangulaire. 


Définition 10.13 On appelle rang de la matrice A € M, ,(IK), et on note 
rg А, le rang de la famille des p vecteurs correspondant aur colonnes de A, 
dans l'espace vectoriel K". En d'autres termes, 


rg À = rg(e,.ez,.... Cp) 


où, pour j € {1,2,...,p}, ej désigne le vecteur de K" dont les coordonnées 
dans la base canonique sont rangées dans la j-iéme colonne de A. 
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Isomorphisme canonique entre К" et M, (K) 


Commengons par rappeler que deux K-espaces vectoriels sont isomorphes si, et 
seulement si, ils ont la méme dimension (voir la proposition 9.11, p. 374). Par 
conséquent, tout K-espace vectoriel E de dimension n est isomorphe à М, í (K) 
(puisque M, i (K) est lui-même un K-espace de dimension n). Il est relativement 
aisé d'exhiber un isomorphisme entre E et M, 1(K). Il suffit de munir l'espace 
E d'une base B = (tj, ur) et de considérer l'application notée Фи qui au 
vecteur z de E associe la matrice-colonne X de M, 1 (K) dont les coefficients 
sont les coordonnées de z dans B, autrement dit l'application 


Zi 
m = riti +... Кт, H+ X = : 
En 

Un tel isomorphisme Ps n'est bien évidemment pas unique car il est subordonné 


au choix d'une base B de E En particulier, IK" est isomorphe à M, ; (K) et 
l'application 


Ti 
zc [zi,..., 2 I) => X= 
En 
est qualifiée d'isomorphisme canonique car les scalaires жү, ..., En coïncident 


avec les coordonnées de x dans la base canonique B. de К". Nous notons by 
cet isomoprhisme. 


Soient À une matrice sur K comportant n lignes et p colonnes et c, C2, .... Cp 
les vecteurs de K" dont les coordonnées dans la base canonique sont rangées 
respectivement dans les colonnes Су, Ca, ..., C, de A. On a 


Vj € {1,....рр n(c;) = С; 
et, puisque Pg. est un isomorphisme, 
TE C1, Ca, = rg| Ps (c1). Ps, TEM D 
ele, es, ol = rg de. (сл), Ps. (02)... . De, (Ce) 
=Ü = С = Ce 
Ainsi, le rang de la matrice А est egal au rang de la famille de ses р matrices- 
colonnes Ci, C5, ..., C, considérées comme des vecteurs du K-espace M, (K) 


et on écrit 
rg À = rg(C1, Ca, „Cp. 


2 2 
Exemple Soit la matrice rectangulaire A = | 40 J de Мз ;(R). Alors 
Ü 1 
2 
Ca 0 
1 


z 


Œ b М 


) EM; (R) et 
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Ce sont deux matrices-colonnes. On a rg A = 2 car les vecteurs e, = (2,4,0) et 


Co = (2,0,1) de IR" associés aux deux matrices-colonnes C4 et C2 forment une 
famille libre dans B, 


On a le résultat suivant. 


Proposition 10.9 Si A est une matrice de type (n.p) alors 


rg À € min[n. p]. 


Démonstration Pour tout j € 11.2.....p]. on désigne par e; le vecteur de 
К" correspondant à la j-iéme colonne de A. De l'égalité 


rg le, eo, Cr) = dimy ( Vect (C1, Ga, , Gell, 


il vient 
d'une part que rg (Cy. Ca... Ep) € p puisque les vecteurs ср. €2,..., Cp ne 
sont pas nécessairement linéairement indépendants, 

— d'autre part que rg (€1,€C2,...,€,] É n puisque Vect (су, Cr; ca) est un 
sous-espace de K". 


On a donc rg(ci,€5..... Ep) < min[n. p]. c'est-à-dire rg A < тщп, p}. C 


10.3.2 Lien entre le rang d'une matrice et celui d'une application associée 
Soit À = (ayhısisn, 1<j<p une matrice de type (n, p) à coefficients dans К. 


> On considère les deux K-espaces vectoriels KP et K” munis de leurs bases 
canoniques respectives B, = (ei... ер) et B, = (ej,....,e,). On considère 
l'application linéaire f. : K? =+ IK" dont la matrice associée relativement à B, 
et B; est la matrice A. Autrement dit, А = Mate p (Jel, ou encore, de manière 


équivalente, 
FE 


Уј є {1,....рр fde; = A goe, (9) 
(ER 
Montrons que le rang de l'application f. ЕР — IK" est égal au rang de la 
matrice A. On rappelle que le rang de f, est défini comme la dimension du 
sous-espace Im f.. ce dernier étant engendré par les images раг f. des vecteurs 
de la base B, de KP, c'est-à-dire : 


Im f. = Vect(f.(er), Jelen)... fe(ep)). 
Puisque B) est la base canonique de К", on a pour tout j € [1,.... p. 
Feles) = ауе + азе +... tanje, 
815(1,0,..., 0) + ao (O.1,....0) +...+41,(0.0,...,1) 
= (a,0,...,0)+ gas, DIE, + (0,0, ans) 


= {aij gi... nj). 
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Or (азу. 02... Any) est le vecteur de E” dont les coefficients sont rangés dans 
la j-ieme colonne C; de la matrice A. Nous l'avons noté ej. Ainsi 


Im f. = Vect(e1, Ga... Gel. 


De l'égalité de ces deux sous-espaces, on déduit l'égalité de leur dimension : 
dimy (Im fe} = dimg (Мес (ет, ca, Tm T) 
c'est-à-dire 
rg fe = r À 
puisque, par definition, rg f. = dima (Im f.) et rg A = dimp; (Vect(es, e  Cp)). 


> On considère à présent deux K-espaces vectoriels E et F tels que dimg( E) = 
pet дік) = n, munis des bases B = (u,,...,u,) et B' = (uj,..., ul), et 
une application linéaire f : E —— F dont la matrice associée relativement à B 
et B' est aussi la matrice A, autrement dit telle que A = Mata д. f), ou encore, 
de manière équivalente, telle que 


Vie(l...») flu;)= Y au. (10) 
1—1 


Montrons que l'hypothèse Matg, g: (Je) = Mats m (f) permet de conclure que 
les deux applications f : E — Fe Je: KP — IK" ont même rang. Om 
désigne par V l'isomorphisme de K” dans E qui transforme B. en B, et par Ф 
Visomorphisme de K" dans F qui transforme B, en B' : 


(vie {1.....р} V(e;) = ш) et (vie {ln} Die) = ш). 


Montrons dans un premier temps l'égalité f = Фо f. o W71, schématisée par 


= Фо fon! 

Е F 
y] E 
KP K" 
fe 


Soit j € {1,...,p}. En utilisant successivement Y^! (u;) = er, l'égalité (9), 
puis la linéarité de Ф et enfin 9(e7) = uj pour tout i € (1,..., n], on vérifie 


(Фо f. o V7)(u;) = 9(f. (V (u))) = Ф(7.(е;)) 


vlt 7) = У aj (ei) = $ agui 
к=] i=l 


i=l 


d'où, en utilisant l'égalité (10). 


(Фо f. oW )(uj) = f(u;). 
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Les deux applications linéaires Ф o f. o W^! et f sont donc nécessairement 
identiques puisqu'elles agissent de la méme manière sur les vecteurs de la base 
B. De l'égalité des deux applications linéaires f et d o f. o V^!, on déduit 
l'égalité de leur rang : 

rg f = rg( o f. o p"), 
et en remarguant que 


rg( o f. ow) = rg fe) 


puisque Ф et W sont bijectives `, on obtient finalement que rg f = rg fs, et 
donc que 


rg f —rgA 
puisqu'il a été établi plus haut que rg ў. = rg À. 


On est donc en mesure d'énoncer le résultat suivant. 


Proposition 10.10 Soit A une matrice rectangulaire. Si f est une application 
linéaire de E dans F, avec E un K-espace vectoriel muni de la base B et F 
un K-espace vectoriel muni de la base B', telle que 


А = Mate m (f) 


Autrement dit, le rang d'une matrice est égal au rang de toute application 
linéaire dont elle est représentative. Réciproquement, on vérifie que le rang 
d'une application linéaire est égal au rang de n'importe quelle matrice associée. 
Cela sous-entend que le rang d'une application linéaire f : Œ — F peut 
s'effectuer en calculant le rang de la matrice A associée à f relativement à 
deux bases B et B' et que ce calcul ne dépend pas du choix des bases B et B' 
définissant. A. 


10.3.3 Lien entre le rang d'une matrice et celui de sa transposée 


Soit A une matrice rectangulaire de type (n, р). Le rang de la famille des p 
vecteurs-colonnes de À est égal au rang de la famille des n vecteurs-lignes de 
A puisque le rang d'une matrice et celui de sa matrice transposée sont égaux : 


VA € M, (K) rg(A) z rg(AT). 


Ce résultat est, pour l'instant, admis." Ainsi, pour calculer le rang d'une 
matrice rectangulaire A € M, pl E), on peut soit calculer le rang de la famille 


(7) ' | nds Nene КЕЛИС 
Rappelons que l'on ne change pas le rang d'une application linéaire en composant à droite 
et à gauche par deux applications linéaires bijectives (voir la proposition 9.14 p. 380 et 
la remarque p. 380). 


^ Il sera démontré plus loin (voir le corollaire 10.3 p. 447]. 
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des т vecteurs-lignes Li, ..., Lu dans l'espace EF, soit calculer le rang de la 
famille des p vecteurs-colonnes Су, ..., Cy dans l'espace Kn. On écrit 


rg À = rg (Cis Co) = rg (Li; Ln). 
Exemple Calculons le rang de la matrice A £ Мз a(R) définie par 


1 1 2 
A = | 1 2 0 1 
l -i 4 


ы 


Commençons par calculer le rang de la famille des trois vecteurs-lignes Li, La 
et La dans l'espace Rt, En effectuant à partir de А les opérations 


étape 1: La {= La = Lu et La Leen La = Li. 
- étape 2: La + La + 2Lo, 


on obtient les matrices Ау et Аз suivantes 


D 1 1 2 FN 
Ау = | 0 1 —1 —1 et А» = ü =} | 
D —2 2 2 0 0 0 0 


Les deux premiers vecteurs-lignes Li et L4 de Аз font apparaitre un systeme 
de zéros échelonnés et le vecteur-ligne La de As est nul. On en déduit que le 
rang de А» est egal à 2, d'ou 

TE( Â) = 2. 
Calculons à présent le rang de la famille des quatre vecteurs-colonnes Су, Ca, 
Ca et Ca dans l'espace R^. Appliquons la méthode des zéros échelonnés cette 


fois-ci non pas sur les lignes mais sur les colonnes de A. En effectuant à partir 
de A les opérations 


- &ape 1: Cg = Üs = С, C3 — Ca = Су et C4 — Са = Wa: 
= étape z: Сз E— Ca + Ca et Ca — Ca T Ca. 


on obtient les matrices A! et А5 suivantes 


о ü о ооо 
А! = 1 l =Ï -1 et А» = 1 li! D D 
1-2 2 2 1-20 0 


Les vecteurs-colonnes C4 et C, de A5 sont nuls et les vecteurs-colonnes C, et 
Со de А; font apparaitre un système de zéros échelonnés. Ainsi rg( A5) = 2 et 
on retrouve que гї А] = 2. 
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10.4 Matrices carrées inversibles 
10.4.1 Definition d'une matrice inversible 


Définition 10.14 X Une matrice carrée A € M, (K) est dite inversible (on 
dit aussi régulière) s'il eriste une matrice carrée d'ordre n sur K, notée A" 


et appelée matrice inverse de A, telle que ` 


AlxA=L et AxA =h. 


On note GL, (K) l'ensemble des matrices inversibles d'ordre n. 
X Lorsqu'une matrice carrée n'est pas inversible, on dit qu'elle est singulière. 


Observons qu'en notant A^! la matrice inverse de A, cela sous-entend son 
unicité, ce dont on se convainc facilement. En effet, supposons que A soit une 
matrice d'ordre n et qu'elle admette deux matrices inverses A’ et A". Alors, 
puisque A admet A’ pour inverse, 


A x A = Le 
Multiplions à gauche cette égalité par A". On obtient 
A" x À x А! = A", 


d'où, en tenant compte de l'égalité A" x A = In (puisque A admet aussi A" 
pour inverse), А' = A"; ceci démontre l'unicité de l'inverse de A et justifie 
l'unicité de la notation. 


Remarques 
1. Soit A une matrice d'ordre n sur K. 


- S'il existe une matrice B d'ordre n sur K telle que B x A = I, alors on peut 
en déduire directement que A est inversible et que son inverse est la matrice 
B. Remarquons qu'il n'est pas nécessaire dans ce cas-là de vérifier l'autre 
égalité, à savoir que À x B = In. 


De même, s'il existe une matrice B d'ordre п sur K telle que A x B = I, 
alors on peut aussi en déduire directement que A est inversible, son inverse 
étant la matrice B, et il n'est pas nécessaire cette fois-ci de vérifier l'égalité 
B x A= lp 


Nous admettons pour l'instant ces deux résultats. Une démonstration en sera 
donnée plus loin (voir p. 431). 

2. Lorsqu'une matrice carrée A = (@ij)igi sen est inversible, cela signifie qu'il 
existe n? scalaires а, 1 < i,j < n (ce sont les coefficients de A7!) tels que 


A Cela n'a pas de sens de parler de matrice inversible pour des matrices non carrées, 
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l'on ait l'égalité matricielle suivante 


йа 012 ci Am а a c dj. 1 0 xe 0 
ï H 
ag 022 ==" dam йз @ or d$, Ü 
-- ; Top 
Gni Дар "rr nn Dani Han `" nn D: ü 1 


ou, de manière équivalente (d'aprés les règles de calcul sur les matrices), véri- 
fiant les n° équations suivantes 


Vide (1,....n) x (L...,n] 5 aiat; = бу (11) 
kel 


où on rappelle que le symbole de Kronecker ö;; est défini par 


Ye Quen) ee 


Nous verrons à la proposition 10.13 une condition nécessaire et suffisante d'exis- 
tence des coefficients "is lzijzgn. 


Cas des matrices diagonales 


Cherchons à quelle condition une matrice diagonale A est inversible, et le cas 
échéant, calculons sa matrice inverse. La matrice A étant diagonale, a; = Ü si 
:# j. En tenant compte de ce résultat, (11) se simplifie comme suit 


v(i j) € (L...,nE x {ln} aa x ai; = bij. 
Intéressons-nous en particulier aux relations pour lesquelles i = j. On а 


Vie (1,...,n) au xai —1 


ou, de manière équivalente, a; #0, aj; É Oet aj, = Lige, Intéressons-nous à 


о NN 


présent aux relations pour lesquelles i € j. Опа 
vsrell,....n} ji aux dij = 0, 


dont on déduit que aï; = 0 pour tout j € {1,...,n} tel que j x i, puisque 
ai; #0 pour tout i € [1,..., rn}. On a ainsi démontré le résultat suivant : une 
condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice diagonale soit inversible 
est que tous ses coefficients diagonaux soient non nuls et on à 


А! = diag (011,053. DE sl ' 


v2 0 0 10 
Par exemple, A = Ü 1-42 0 = GLa(C)' "et on a 
0 о 1/3 


Liv 0 0 
A U= D 1/(1+2i) 0 
Ú 0 3 


ae. i , 
puisque ses éléments diagonaux sont tous non nuls 
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Il ne faut cependant pas se laisser griser par ce résultat, ni méme se laisser 
abuser par la terminologie employée : à l'exception des matrices diagonales, les 
coefficients de la matrice inverse de À ne sont pas, en général, les inverses des 
coefficients de la matrice A. Il n'y a pas de lien immédiat entre les coefficients 
de A”! et ceux de A. Ainsi, ce n'est pas parce qu'une matrice possède un ou 
plusieurs coefficients nuls qu'elle est nécessairement singuliére. Réciproquement, 
une matrice dont tous les coefficients sont non nuls n'est pas nécessairement 
inversible. Les deux exemples donnés ci-dessous illustrent cela. 


Exemples 
1 1 1 l 1 1 -2 
l. А = 0 —1 1 est inversible et А71 = = | 1 -2 l CAT 
-1 0 1 3 1 


1/3 1⁄3 -2/3 1 1 1 1 0 O 
1/3 -2/3 1/3 0 -1 1]=[ 0 10 
1/3 1⁄3 1⁄3 zy: йсй 001 


2, À = ( 1 | ) n'est pas inversible. Supposons en effet qu'elle le soit, c'est- 


f Ё 
. Rare i a, a. 
à-dire qu'il existe une matrice ( eler. J telle que 
Ha 853 


1 1 a Ma | fl 0 
1 1! ab, afz 0 1 ]' 
ou, de manière équivalente, telle que 
au +а = 
į Ë 

dj + 43 = 
dig Fay, = 
At = 


= ©з ш Fäi 


Un tel systeme est bien sür impossible (par exemple, retrancher la deuxieme 
équation à la premiere conduit à une absurdité), ce qui montre que A n'est pas 
inversible. 


Remarque Soient À une matrice d'ordre n inversible et A^! son inverse. 
Comme nous l'avons déjà souligné, le calcul des coefficients de A^! néces- 
site, en théorie, la résolution d'un système de n? équations à n? inconnues, ce 
qui peut sembler vite insurmontable, meme pour des valeurs de n petites, car 
source de multiples erreurs lors des calculs! Fort heureusement, on remarque 
(s'en convaincre) que l'équation matricielle 


Ax A7! =I, 


dont l'inconnue est la matrice A^! (une telle équation comporte en fait n? 
inconnues qui sont les coefficients de А1), se décompose en n équations ma- 
tricielles 
1 Ё 
Vi € (1....,.m) АхС = II) 
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où C; désigne la j-ième colonne de A`! et у) désigne la j-ième colonne de Ip- 
Notons A = (ai igi j&n et A = la jigijen. Le calcul de A^! peut donc 
être mené en résolvant successivement, pour j variant de 1 à m, 


H 

ап ver Bij oct An 01} 
Ü 

xg "us wish DP HE 4 = | 1 — time li 
DÉI i Din ai; -— Леше igne 

0 

P 
Dal A e MET, "rr nn Oni 


dont les inconnues sont les n scalaires ajj; .... ар, (ce sont les coefficients de 
la j-ième matrice-colonne extraite de A^). П est évident que cette méthode 
s'avere vite lourde à utiliser des que n grandit. Nous donnerons plus loin une 
alternative, basée sur l'interprétation d'une matrice inversible comme une ma- 
trice de passage. Cette nouvelle méthode sera plus rapide car elle ne nécessitera 
la résolution que d'un seul systeme de n équations à n inconnues (contre la ré- 
solution de п systèmes de n équations à n inconnues pour la méthode donnée 
ci-dessus). 


10.4.2 Propriétés 


Proposition 10.11 X 5i une matrice carrée À est inversible alors sa matrice 
inverse est elle-même inversibe et 


(A!) = A, 


X Si А et B sont deur matrices carrées inversibles du méme ordre, alors la 
matrice produit A x B est inversible et son inverse, la matrice (A x BY”, est 
donnée par 

(А х В)! = В-і x AT, 


X Si une matrice carrée À est inversible alors sa matrice transposée est elle- 
= š Р {11} 
méme inversible ef 


(A) = (A-F. 


Demonstration G Soit A une matrice inversible. D'après la définition 10.14, il 
est clair que la matrice inverse de A est elle-même inversible, son inverse étant 
la matrice A. 


[> Soient À et B deux matrices inversibles d'ordre n. On a 


(B^ х A) x(AxB) = B^!x(A^! x AJ) x B car x est associative 


B`! xix B car A^! est l'inverse de A 


= B xB = 1, car B^! est l'inverse de B. 


(11) i i А Р ; | 
Rappelons que si une matrice est carrée alors sa matrice transposée est une matrice carrée 


du méme ordre. 
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D'aprës la remarque effectuée page 425, on en déduit directement que la matrice 
А x B est inversible et que son inverse est la matrice B^! x A^!. Remarquons 
qu'il n'est pas nécessaire de vérifier l'égalité (A x B) x (B7! x А-1) =L... 


> Soit A une matrice carrée inversible d'ordre n. En passant à la transposition 
dans l'égalité 


А1 x A =LI„ 
et en tenant compte que (Ip)? = In, on obtient 


AT x (ANT = L.. 


GA. ` А š | 14 T i 
Оп en déduit que AT est inversible et que son inverse est (А1). i п 


Structure de groupe pour (GL, (К), х) 


L'ensemble des matrices inversibles d'ordre n est inclus dans l'ensemble des 
matrices carrées d'ordre n : 


GL,(K) c M, (K). 


La loi x (qui est une loi interne sur M, (K)) induit sur GL, (K) une loi interne 
puisque, d'après la proposition 10.11, le produit de deux matrices inversibles 
est encore une matrice inversible. On vérifie les propriétés suivantes. 


— La loi x est associative sur GL, (IK) puisqu'elle l'est sur ML, (S). 


- La matrice ln, qui est l'élément neutre de Ma (IK) pour la loi x, est inversible 
et on à 


| Lh. 
C'est aussi l'élément neutre de GL, К) pour la loi induite x. 


— Toute matrice A de GL4(IK) possède un symétrique pour la loi x. C'est la 
matrice inverse A^! puisque A^! € GL, (К) et 


A x A =A x A7 = ln. 


Attention, la multiplication n'est pas commutative sur GL„(K) sauf bien sür 
pour п = l. Par conséquent, muni de la multiplication, l'ensemble GL, (IG) 
possède une structure de groupe non commutatif (sauf pour n = 1). L'ensemble 
structuré (GL4(IK), x) est appelé groupe linéaire d'ordre n sur le corps K 
(d'oü les initiales). 


(12) " Ç z Р š : : : : 
De méme, on vérifie aisément que l'implication réciproque est vraie, à savoir que si AT 


est inversible alors A est inversible. Un corollaire est que si les vecteurs-colonnes de A 
forment une famille libre alors les vecteurs-lignes de A forment aussi une famille libre, et 
réciproquement, résultat que nous connaissions déjà puisque rg(A) — rg( ATI. 


4.40 Matrices carrées inversibles 


La matrice associée à une application linéaire bijective est-elle inversible ? 


La réponse est « oui s. Pour s'en convaincre, considérons une matrice A carrée 
d'ordre n, deux K-espaces vectoriels E, F, munis des bases respectives B et B, 
et une application linéaire f de E dans F telle que 


Mats e (f) = A. 


ce qui suppose que E et F soient tous les deux de dimension m (puisque A 

est d'ordre n). Supposons que l'application linéaire f soit bijective, c'est-à-dire 
T = Е А 124} 27 ` 

qu'il existe une application f° de F dans E telle que 


f'of=idp e fof^szszidg. 


Eerivons lune de ces deux égalités fonctionnelles (disons la premiere) sous 
forme matricielle. Puisque 


Matsi f^! о f) = Mater pl f kl x Mats (ff) et Matglide) = In, 
l'égalité f^! o f = ide s'écrit sous la forme matricielle suivante : 
Mate в(/71) х Mats g: (f) = Ls. 


On en déduit que la matrice associée à Fisomorphisme f relativement aux bases 

B et P est inversible et que son inverse est Ia matrice associée à l’isomorphisme 
P œ= = l á a = š ; f 

réciproque f^^ relativement aux bases B et B et 


(Mats (f)) Ï = Mate, s( f |). 


Il est à noter l'inversion de l'ordre des bases. On retiendra ce résultat grâce au 


schéma suivant 
Mate s (f) 


(Е, B) (FB). 


Mate в(/ `!) 


Réciproquement, on vérifie que si la matrice associée à une application linéaire 
f de E dans F, relativement à des bases quelconques B de E et B de F, est 
inversihle, alors l'application f est bijective. On a alors le résultat suivant. 


Proposition 10.12 Une application linéaire f d'un K-espace E de dimension 
finie dans un K-espace F de méme dimension est bijective si, et seulement si, 
la matrice carrée associée à f relativement à des bases quelconques B de E 
et B' de F, est inversible. On a 


E 
[Mata (f) = Mats, st EI 


IA , » — А 1 
nécessairement linéaire puisque f lest. 
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En particulier, si E = F avec dimg( E) = n et si B = B' alors 
fEGEKIE) > (vs base de E Mata(f) € GL.(K) ) 
Nous utiliserons à de nombreuses reprises cette caractérisation. De plus, pour 
toute base B de E, 
(Mats(f)) ` =Mats(f-!). 


Remarque Soit A € M„(K). П est maintenant aisé de montrer l'implication 
( 3B € Mn(K) Bx À =1„) = A = В, 


En effet, considérons les endomorphismes f et g de К" canoniquement associés 
aux matrices A et B. Ils vérifient 
gaf = idy». 
L'application composée go f est donc injective puisqu'elle est égale à idg« qui est 
elle-même injective. On en déduit que f est injective et donc bijective car pour 
un endomorphisme d'un K-espace vectoriel de dimension finie, les propriétés 
d'injectivité, de surjectivité et de bijectivité sont équivalentes, et que f! = g 
ou encore, de manière équivalente, que A^! = B. L'implication 
(3BeM,(K) AxB=1,) => A^ =В 


se démontre selon le méme modele. 


Isomorphisme de groupes entre (G£x(E), o) et (GL, (К), x) 


Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Étant donnée une base B fixée 
de E, il est clair que l'application 
Mats : GERE) — GL,(K) 
f H+ Mata(f) 
définit une bijection. De plus, d'après la proposition 10.8, pour tous f, а appar- 
tenant à Cg( E), et donc, a fortiori, pour tous f, g appartenant à GLg( E), 


Matg(g o f) = Mats(g) x Mata(f). 


Ainsi, Mats définit un isomorphisme de l'ensemble structuré (G£x(E), o) dans 
l'ensemble structuré (GL, (K), x). Puisque ces derniers possèdent des struc- 
tures de groupes (non commutatifs sauf pour n = 1), l'isomorphisme Mats est 
qualifié d'isomorphisme de groupes. 

Donnons à présent une caractérisation d'une matrice inversible. 


Proposition 10.13 Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une ma- 
irice soit inversible est que son rang soit égal à son ordre. Autrement dit, 


AEGL,(K) <= ТЕА =n. 
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Demonstration Elle est immédiate, Soit E un K-espace vectoriel de dimension 
n muni d'une base B. Considérons l'endomorphisme f de E dont la matrice 
associée relativement à B est la matrice A. D'après la proposition 10.12, 


AcGL,(K) > fEGLK(E). (12) 


D’apres là proposition 9.13 (voir chap. 9 p. 378), une condition nécessaire et 
suffisante pour que l'application f soit bijective est que son rang soit égal à la 
dimension de l'espace E. Autrement dit, 


J EGEE) = "msn (13) 


En regroupant les deux équivalences (12) et (13). et en tenant compte que le 
rang de l'application f est égal au rang de la matrice A (d'après la proposi- 
tion 10.10), on obtient l'équivalence 


ÀA € GLK) <= rgA=n, 


ce qui termine la démonstration. Г] 
Exemples 
1 1 1 
1. Là matrice 0 —1 1 | est inversible car son rang est 3. 
-1 Ü 1 


2. La matrice ( l 


11 ) n'est pas inversible car son rang est l. 


tid A " "m кы [L4 
La proposition suivante est la version matricielle de la proposition 9.14. ` Elle 
stipule que l'on ne change pas le rang d'une matrice lorsque l'on multiplie à 
gauche et/ou à droite cette matrice par une matrice inversible. 


Proposition 10.14 Seit A une matrice rectangulaire de type (n, p) à coeffi- 
cients dans К. 


1. Si B € GL,(K) alors rg(B x A) = rg A. 


2. Si C € GL,(K) alors rg(Á x C) = rg À. 
3. Si B € GL,(K) et C € СІК) alors rg(B x A x C) = rg A. 


Démonstration La démonstration de chacune des deux propriétés est immé- 
diate. Il suffit de considérer les applications linéaires canoniquement associées 
à chacune des matrices et d'utiliser les résultats de la proposition 9.14. La ré- 
daction est laissée en exercice. Il est à noter que la troisième propriété se déduit 
des deux premières, L] 


M voir en page Anik, 
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10.5 Changement de bases 


Nous avons vu au paragraphe 10.2.1 comment représenter sous forme matricielle 
une application linéaire f € £Cg(E, F) relativement à deux bases B et B (la 
premiere base B appartenant à l'espace de départ E et la seconde B' à l'espace 
d'arrivée p Le choix de ces deux bases étant arbitraire, l'utilisation de 
toutes autres bases C de E et C' de F est a priori acceptable. `" On a alors les 
deux représentations matricielles de f suivantes : 


— représentation relativement aux bases B et B' : 
Mats g: (f), 
— représentation relativement aux bases C et C' : 


Mate e: (f). 


Ces deux matrices, bien que différentes, représentent la méme application li- 
néaire, seules les bases de départ et d'arrivée différent. 


Une application linéaire possède ainsi autant de représentations matricielles 
qu'il est possible de choisir de bases différentes. 5e pose alors la question de 
savoir s'il est possible de passer directement d'une représentation matricielle 
à une autre? Autrement dit, pouvons-nous déduire de la matrice Mats s (f) 
l'expression de la matrice Mate e: ( f) sans même connaitre l'application linéaire 
f? Le cas échéant, suivant quel mode opératoire ? La réponse à ces questions 
fait l'objet des paragraphes suivants. 


10.5.1 Définition d'une matrice de passage 
Considérons dans un espace vectoriel E de dimension n deux bases distinctes : 
B-—(eje23...€,) et C= (tj, äs Un) 


et qualifions la base B d'« ancienne base » et la base C de « nouvelle base ». 


Décomposons chacun des vecteurs шү, Us, ..., Un de la nouvelle base C dans 
l'ancienne base B : 

uU; = риё T D92182 F>... + Pnlën 

Ur = Däer + рэе +... + Pn2€n 

Un = Pine + роње + <> + Dann 


1 Rappelons qu'une seule base suffit pour représenter matriciellement un endomorphisme 


puisque lea espaces de départ et d'arrivée sont identiques. 

Elle est méme parfois recommandée puisque certains cholx conduisent à des représenta- 
tions matricielles qui se prêtent mieux au calcul des puissances d'une matrice, au calcul 
du déterminant (voir chap. suivant), etc. 


(210) 
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c'est-à-dire, 
FL 


Wie [1,2,. ... n) u; = руё + Pasta +... + Dniffn = Y pue, 


Le) 


où les scalaires pij. ру, .... Paj représentent les coordonnées du vecteur t; 
dans l'ancienne base B de E. 


Définition 10.15 Soient E un K-espace vectoriel et B, C deur bases de E. 


On appelle matrice de passage de B à C la matrice carrée dont la j-ième 
colonne est formée des coordonnées dans B du j-iéme vecteur de la base C. 


Avec les notations utilisées, la matrice de passage de B à C est la matrice P 
définie par 


Wi Wz nn Zo 
" mi Piz Ss Pin €] 
def i pu Paz SES Pan Er ` 
Pal Pan? ar Pan En 


C'est une matrice carrée d'ordre n. 


Exemple On munit l'espace R? de la base B = (е, єз, ез) définie par e, = 
(1, 0,0), ез = (0,1,0) et ea = (0,0, 1) (c'est la base canonique de Rš), et de la 
base C = (з, 112, ua) définie par 


u x(10.-1, шо = (1,1,0) e us=(1,1,1). 


Pour expliciter la matrice de passage de B à C, il faut d'abord écrire les trois 
vecteurs de C en fonction des trois vecteurs de B. Cette étape préliminaire est 
ici trés facile puisque la base B est la base canonique. On a immédiatement 


u = €] — ез 
Us e| = ёз 
U = €] + En + ёз 


On еп déduit alors l'expression de la matrice P de passage de Ва C : 


u] шо us 
1 1 1 £1 
E ü —1 1 Ea ` 
=] ü 1 ез 


10.5.2 Propriétés des matrices de passage 


La question suivante se pose naturellement : quelle application linéaire remar- 
quable est associée à une matrice de passage ? La réponse donnée par la pro- 
position 10.15 nous sera d'une grande utilité. 
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Proposition 10.15 Soi! E un K-espace vectoriel muni des bases B et C. La 
matrice de passage P de B al est la matrice représentant l'application identité 
We : œ € E + œ € E relativement aur bases C et B. En d'autres termes : 


P = Mate glide). 


Démonstration Notons n = dimg(.E) et écrivons la matrice Mate glide) as- 
sociée à l'application ide relativement à la base de départ C = (11,2... ., Un) 
et à la base d'arrivée B. En appliquant la définition 10.12 (voir p. 407), pour 
j variant de l à n, la j-ieme colonne de la matrice Mate glide) est constituée 
des coordonnées du vecteur idg(u;) dans la base d'arrivée B. Or 


idg(u;)-— u; pourj=l...., n. 


Ainsi la j-ième colonne de la matrice Mate slide) est constituée des coordon- 
nées du vecteur u; dans la base B. C'est précisément la matrice P (d'après la 
définition 10.15). 


ATTENTION Si P est la matrice de passage de B à C alors P re- 
présente l'application identité avec pour base de départ la nouvelle 
base C et pour base d'arrivée l'ancienne base B, et non l'inverse! 
Schématiquement, 


Р = Mate slide) 


(E,C) (E. B). 


Remarques 


1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et B une base de E. La matrice 
de passage de B à elle-mème est la matrice unité Ll, puisque pour toute base 
B de Е, 

Mate slide) = Matglidg} = La. 


2. On note $ l'endomorphisme de E qui transforme Ё еп C, c'est-à-dire tel que 
P(e) = шу, P(e) = ыз, ..., Ple,)=üün. 


Cet endomorphisme est bijectif. C'est donc un automorphisme de E. On vérifie 
aisément que P, la matrice de passage de B à C, est aussi la matrice associée à 
Ф relativement à la base B, autrement dit, que P = Matg(). 


3. Une matrice de passage est nécessairement inversible puisque c'est la matrice 
associée à une application bijective (par exemple l'application identité). Si P 
est d'ordre n, on écrit 

P £ GL, (E). 
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Connaissant la matrice de passage de B à C, pouvons-nous en déduire la matrice 
de passage de C à B7 


Appelons Q € GL, (IK) la matrice de passage de C à B. En appliquant la propo- 
sition 10.15, la matrice Q représente l'application ide : E — E relativement 
aux bases B et C (remarquer l'ordre des deux bases), c'est-à-dire 


Q = Mats c(idg). 
Soit P € GLa (K) la matrice de passage de B à C. D'après la proposition 10.15, 
P = Mate slide). 


Calculons l'un des deux produits matriciels Q x P et P x Q. Rappelons que la 
matrice associée à l'application identité relativement à n'importe quelle base 
est la matrice unité. On a 


Q xP = Mats clidg) x Mate slide) 
= Mateclideoidg) = Matelide) = I. 
On en déduit directement que P^! = Q et on peut énoncer le résultat suivant. 


Proposition 10.16 Soit E un K-espace vectoriel muni des bases B et C. Si 


P est la matrice de passage de B à C alors P^!, la matrice inverse de P, est 
la matrice de passage de C à B. 


Exemple Reprenons l'exemple de R muni de la base canonique B = (e, es, ёз) 
et de la base C = (th; tia; tta] avec 


Ü. = Ej — €3 
Ha = ëj - Ez 
Ha = ëj + és + 63 


La matrice de passage С) de C à 8 s'écrit 


: z, Er si ej = 4(ш + uz + us) 
— и 
Q=; |i — 1 |u, ce je-750m-2n*tw) 
1 1 1 Jus ез = i(-2u, + uz + ua) 


et on voit que l'on a effectivement Q = P^! en vérifiant l'une des deux égalités 


ОхР= 1 ou P x Q =. 


Application au calcul de l'inverse d'une matrice 


Nous avons vu plus haut que toute matrice de passage est nécessairement inver- 
sible. Reciproquement, on se convainc facilement que toute matrice inversible 
définit une matrice de passage. Cette remarque nous fournit une méthode de 
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calcul de l'inverse d'une matrice, qui ne nécessite l'inversion que d'un seul sys- 
téme. Présentons la méthode sur un exemple. Considérons la matrice inversible 


0 1 0 
А= |1 -1 —2 
D -1 -3 


Interprétons A comme la matrice de passage d'une base B = (€1,€4, ea) à une 
base C = (а, uz, ua), ce qui revient à écrire le système 


Uj = ёз 
U = Ey — Garë 
Ha = -2es = des 


Son inverse, la matrice AT, peut alors s'interpréter comme la matrice de pas- 
sage de C à B. Une méthode pour l'obtenir consiste à exprimer les vecteurs de 
l'ancienne base B en fonction des vecteurs de la nouvelle base C. On déduit 
facilement du systeme précédent le nouveau systéme 

1 


Ej = Tk — zus 
Ca = Uj 

1 
ën = U — „ei 


Il contient les coefficients de la matrice A^!. On obtient finalement 


Ü 1 -l 
AT! = 10 ù 
] 1 
m m ie. 


Cette méthode que nous venons de présenter dans le cas d'une matrice inversible 
d'ordre 3 se généralise au cas des matrices inversibles d'ordre quelconque. 


10.5.3 Changement de bases pour un vecteur 


Soit E un K-espace de dimension n muni des deux bases B = (еу, &3,..., ex] 
et C = (11,195,..., Yn). Un vecteur m appartenant à E peut se décomposer 
dans chacune des deux bases B et C. On note zj, Ta, .... En les coordonnées du 
vecteur z dans l'ancienne base B et on qualifie ces coordonnées d's anciennes » : 


fi 


z = Y nie; = TIE + zze2 +... тле. (14) 
ges) 
On désigne par rj, r5, ..., т, les « nouvelles » coordonnées de z dans la 
nouvelle hase C : 
FE 
r= > ru, = T qU. + Toto +... + Z atn. (15) 


j=l 
On cherche les relations liant anciennes et nouvelles coordonnées du vecteur т. 


En partant de (15), on a 


us aso) 
i=l j=l t= Ï 
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få 
puisque ш; = Y pue, pour tout j € {1,...,n} (par définition de P). Ainsi, 


sel 


r= у E dÉ = Y Урије = > En) ei. (16) 


En comparant (14) et (16), on déduit l'égalité 


п n n. 
Y ne Y | Z puz | e 
im] i=] Åjæl 
Yaw, ed 
En identifiant les coordonnées, on obtient l'expression des anciennes coordon- 
nées du vecteur © en fonction de ses nouvelles coordonnées : 


n 
vie (1,2,...,n) zi = Уруг, 
j=1 
c'est-à-dire, 
Ti mi Dua Pin Ti 
T3 Е Р Pr cos Pan r 
Ta Pas Panz "rr Pan En 


ce qui démontre la proposition suivante. 


Proposition 10.17 Soit E un K-espace vectoriel muni des bases B et et 
soient X et X’ les matrices-colonnes des coordonnées de z dans les bases 


respectives B et C. 51 P est la matrice de passage de B à C alors 


X = PX. 


D'une maniere plus concise (par rapport à la justification donnée en préambule 
à la proposition 10.17), l'égalité X = PX' correspond à l'écriture matricielle, 
relativement à la base de départ C et à la base d'arrivée B, de l'égalité vectorielle 


z = idp(z). 


En effet, X’ € M, (K) étant constituée des coordonnées du vecteur z dans la 
base de départ C et X étant constituée des coordonnées de son image par idg 
(c'est-à-dire ici du méme vecteur =) dans la base d'arrivée B, on a, d'après la 
proposition 10.5, l'équivalence suivante 


m= idg(æ) => X = Mate glide) x 
Р 
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puisque P désigne la matrice associée à l'application idg relativement à la base 
de départ C et à la base d'arrivée B. 


ATTENTION L'égalité matricielle X — PX' signifie que les coordon- 

nées de z dans l'ancienne base B s'écrivent en fonction des coordon- 

nées de œ dans la nouvelle base C. La matrice P étant la matrice de 

passage de B à C, on serait pourtant tenté d'écrire l'inverse (chose 
qu'il ne faut bien évidemment pas faire!) 


Si l'on désire exprimer cette fois-ci les nouvelles coordonnées du vecteur æ en 
fonction de ses anciennes coordonnées, il suffit de multiplier l'égalité matricielle 
X = PX' par la matrice P^! (qui existe car Pe GL,(K)). On a en effet 


X=PX 4 PIX a= P~ PY’, 
et, puisque P-!P = L,, on obtient 
A up. 


Exemple Reprenons l'exemple de EY muni de la base canonique B = Lex, es, ea) 
et de la base C = (us, us, ua) avec wi = (1,0. —1), us = (1, 1.0) et ua = 
(1, 1,1), et considérons le vecteur ж = (3,6,9) de RF, Puisque B est la base 
canonique de R?, on a immédiatement 


T = dei + бел + Des. 


On note zi, r5 et ri les coordonnées de ce méme vecteur z dans la nouvelle 
1: £3 3 
base C = (14.12, 04). On a 


Ё r Ё 
т = түшү + Foto + rqua. 


Calculons zj. 25 et ze, Опа: 


1 1 1 = 3 
0-1 I т» = 6 |, 
=1 ü 1 2% 9 
—— 
= P =. w = x 
ou encore, de manière équivalente, 
HN fi 1 2\/3 
: == — 1 —2 1 ü 
ед 311 | 1 9 
w. n ... 
= X' = р-! = X 


Le vecteur X' s'obtient en effectuant le produit matriciel P^! X. On obtient 
mi = -3, m, = Ü et T = б, c'est-à-dire : 


E = Ju; + 6135. 


Attention, il ne faut surtout pas écrire ат = (—3,0,6) ». C'est faux car 
( —3,0, 6) représente le vecteur —3e, + без. 
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10.5.4 Effet d'un changement de bases pour une application linéaire 


On considère une application linéaire f : E — F où l'espace de départ E est 
de dimension p et l'espace d'arrivée F de dimension n. On munit l'espace E des 
bases B et C. Оп note X et X’ les matrices-colonnes de M, {Ж} constituées des 
coordonnées d'un vecteur 2 de E respectivement dans B et C. Si P € GL,(K) 
désigne la matrice de passage de B à C alors on peut écrire : 


X = PX. 


On munit l'espace F des bases B' et C' et on note Y et WI les matrices-colonnes 
de M, i (K) constituées des coordonnées du vecteur y = f(x) de F respective- 
ment dans B' et C'. Si Q € GL, (M) désigne la matrice de passage de B' ac 
alors on peut écrire : 


Ү= UNI ou Ү = DIN. 


On représente par A (respectivement par B) la matrice associée à f relativement 
aux deux bases B et В” (resp. C et С”), c'est-à-dire 


А = Matgg(f) et B = Mate cf). 
D'après la proposition 10.5, l'égalité vectorielle y = fir) peut s'écrire 
- relativement aux bases B et B’ sous la forme matricielle : 
Y=AX, (17) 
- relativement aux bases C et C' sous la forme matricielle : 
WI = DEI. (18) 


On cherche une relation liant les deux matrices A et B. Partons de l'égalité 
(17). Puisque Q € GL, (E), on a l'équivalences suivante : 


Ү= АХ < Q'Y=Q'AX. 
En utilisant Q^! Y = Y' et X = PX', on obtient 
Y = (Q^! AP)X". (19) 


En comparant la derniére égalité (19) avec l'égalité (18), on en déduit, par 
identification, une relation donnant la matrice B en fonction de la matrice A : 


BzQ!AP. 
On a ainsi démontré le théorème suivant. 
Théorème 10.1 Soient E un espace vectoriel muni des bases B et C, F un 
espace vectoriel muni des bases B' et C' el f une application linéaire de E 


dans F. Alors les deur matrices А = Mate el f) et B = Mate œ (f), toutes 
les deur du méme type, vérifient : 


B-Q'AP 


où P est la matrice de passage de B à C et ой Q est la matrice de passage de 
B àc. 
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H est à noter que les deux matrices rectangulaires À et B sont du meme type 
puisqu'elles représentent la meme application linéaire f : E =+ F. En re- 
vanche, les deux matrices carrées inversibles P et C) ne sont a priori pas du 
méme ordre, sauf si dimg( E) = dimg(F), auquel cas А, B, P et Q sont quatre 
matrices du méme ordre. 


Remarque L'égalité B = Q^! AP n'est rien d'autre que l'écriture matricielle 
de l'égalité fonctionnelle suivante 


f=idrefeide 
que l'on vérifie aisément puisque pour tout z € E, an a 


(idp o f o idg)(z) = id(f(idg(z))) = idg(f(z)) = f(z). 


et que l'on schématise par 


f 
E F 
idg T l id= . 
Ë F 


f=idrofoide 


Il suffit alors de compléter ce schéma en munissant l'espace E des deux bases B 
et C, et l'espace F des deux bases B' et C', puis en écrivant les matrices associées 
à chacune des applications relativement aux bases des espaces de départ et des 
espaces d'arrivée (le sens des fléches nous indique dans chaque cas l'espace de 
départ et l'espace d'arrivée). On obtient alors le schéma 


А = Mats elf) 


(EB) ———————-— (FB) 
P = Mate slide) T | Mats c (idr) = Q7' 
(Е,С) (FC) 


B = Mateo (S) 
et on retrouve l'égalité matricielle : 


Mate c (f) = Mate (ide) х Mats в) x Mate slide}. 
— = Q^ — = 


En particulier, lorsque f est un endomorphisme de E, on peut choisir В = B". 
La matrice associée à f dans la base B se note Matg( f). On peut aussi choisir 
C =C et la matrice associée à f dans la base С se note Matc( f). On a alors le 
résultat suivant. 
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Corollaire 10.1 Soient E un espace ueetortel muni des bases B et C et f 
un endomorphisme de E. Alors les deur matrices carrées A = Matg(f) et 
B = Mate( f), toutes les deur du méme ordre, vérifient : 


B-P-!AP 


бїтї 


ой P est la matrice de passage de B à C. 


On retrouve cette écriture matricielle à partir de l'égalité fonctionnelle : 
f = idg o f oidg, 


et en munissant les espaces E et F des deux bases B et C, puis en écrivant les 
matrices associées à chacune des applications. On obtient le schéma suivant : 


A = Matg( f) 


(E, B) (E,B) 
P = Mate slide) T | Matacüdg) = P7! . 
(E,C) (E,C) 


B = Mate f) 
On retrouve l'égalité matricielle : 


Mate( f) = Mats cde) x Mats) x Mate glide). 
Ss = Pr — = 


Exemple Reprenons l'exemple de lendomorphisme f qui au vecteur xz = 
(21.22.23) de R? associe le vecteur 


y = (277 + Do + Zs, Ту + 252 + Da, Zn + Za + ts) € ЕЗ. 


Soient Ë = (ei, ез, ез) la base canonique de R? et C = (uy, us, uz) la base de 
R? définie par 


u. (10,1) тә = (1,1,0) et us = (1,1,1). 


En notant P la matrice de passage de B à C, on vérifie que l'on a 


1 Ü 0 ,/1 1-2 2 1 | 1 11 
010 =; ] -2 1 1 2 i Ü —1 1 
004 l 1 | 112 -1 01 
_————— 
= Matei f) = Р-! = Mats(f) =P 


Ei 4 : | | à ' | у 
`" "L'ordre de la matrice carrée P est identique à celui des matrices carrées À et В. 
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Exercice 4 Soient f € £g(R?), B la base canonique de R? et A = Маїв(/) 
définie par 


1 - Déterminer B, matrice associée à f dans la nouvelle base C = (wt, us, us) 
où му = (1,0, 21), uz = (1, 21,0) et us = (1,1, 1). 

2. Calculer B" pour tout entier n. 

$ - En déduire que, pour tout n e N" опа: 


_ руп 4 —l —1 AL 1 1 1 
An = lab)” =] ð =l Ре а 1 1 1 i 
A ah ad^ 33 З 111 


Remarque Effectuer le produit matriciel P!A (au lieu du produit P-! AP) 
revient à calculer la matrice associée à f relativement à B (base de départ) et 
C (base d'arrivée). On retrouve en effet l'égalité 


Mats c( f) = P^!AL, 


à partir du schéma suivant 


A = Mati f) 
(E, B) (Е, B) 
In = Mats p(idg) T | Matgc(idg) = P^! . 
(E,B) ——————— (EC) 
Мав (f) 


De méme, effectuer le produit matriciel AP revient à calculer la matrice associée 
à f relativement, cette fois-ci, à C (base de départ) et B (base d'arrivée). En 
effet, l'égalité 


Ма s{f} = I, AP 


se retrouve à partir du schéma suivant 


À = Mata(f) 
(E, B) (E, В) 

P = Mate slide) T | Mate slids) = In . 
(E,C) (E, В) 


Mate sl f) 
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En reprenant l'exemple précédent, on obtient deux nouvelles représentations 
matricielles de l'application f (voir aussi la solution de l'exercice 2, p. 450) 


(1 1 -2 ,f1 1 -2 2 11 
„|1 2: = “Pq 53 1 2 1 |. 
dd a 311 1 1 l 1 2 
—Ó——M—M€ kamen 
= Mats ct f) =P! = Mate f) 


Te 
| 
er 
i 
Se Le 
d he шь 
LN 
H 
gg, 
= ri Mi 
= E ke 
bå = = 
w ` 
„==, 
Le- 
= Le 
bi 
pel en je 
Re а 


ne, sss" YIsnammmasasisn, nr 
Маіс,в(Ј) = Mats f) =P 


10.5.5 Matrices équivalentes, matrices semblables 


Définition 10.16 Soient n et p deur entiers naturels non nuls. 


X Soient A et B deur matrices rectangulaires de type (n, p) sur K. On dit que 
A est équivalente à B si 


3PEGL,(K) 1QEGL,(K) B=Q”AP. 


X Soient A et B deur matrices carrées d'ordre p sur K. On dit que À est 
semblable à B si 
JP e GL,(K) B=P AP. 


Remarques 

1. Deux matrices rectangulaires et de méme type sont équivalentes si elles 
représentent la meme application linéaire dans des bases différentes. 

2. Deux matrices carrées et de méme ordre sont semblables si elles représentent 
le méme endomorphisme dans deux bases différentes. 


Relation d'équivalence sur M, p (IK) 


La notion d'équivalence entre matrices de type (1, p) définit une relation d'équi- 

valence sur M, p (IS) au sens de la définition 2.28 en page 55. On a en effet les 

trois propriétés suivantes. 

— Toute matrice A de М,, ,(IK) est équivalente à elle-même (propriété de ró- 
Hexivité) puisque 


A-I;AI ave Lei et 1, € GL,(K). 


= Soient A et B deux matrices de Mn ,(K). Si A est équivalente à B alors B 
est équivalente à A (propriété de symétrie). En effet, A étant équivalente 
à B, 
JPEeGL,U(K) JQ € GL,(K) B=Q "AP 
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En multipliant à gauche par Q et à droite par P-1, on en déduit la relation 
А = OBP“!, c'est-à-dire, 
A-(Q')!BP" 


avec P^! € GL,(K) et Q^! € GL,(K). On a ainsi vérifié que B était 
équivalente à À. 


- Soient A, B et C trois matrices de M, „(K). Si A est équivalente à B et si B 
est équivalente à C alors A est équivalente à C (propriété de transitivité). 
En effet, A étant équivalente à B, 


JP; € GLK} IQ € GL,(K) B=Q;'AP:. (20) 
De méme, B étant équivalente à C, 
JP; € GL,(K) 30; € GL,(K) C = Q7 BP. (21) 
En injectant alors (20) dans (21), on obtient 
С = 05'Q7'APıPa. 
qui s'écrit aussi, puisque Q; 'Q7' = (Q Q.) ` e 
C = (QQ) A(P1P3) 


avec P1P3 € GL) et QQ: € GL4(K). On а ainsi vérifié que C était 
équivalente à À. 


Remarque En procédant comme ci-dessus, on vérifie facilement que la relation 
x À est semblable à B » définit une relation d'équivalence sur M,(K) au sens 
de la définition 2.28. 


Proposition 10.18 Soit A € M, (RL, Une condition nécessaire ct suffisante 
pour que À soit de rang r est qu'elle soit équivalente à la matrice J], définie 


(18) 


pat 


Jr == ( 1, Orp-r ) š 
ü, Â "г Ü, pr 


Demonstration Supposons que A soit équivalente à Jp. Cela signifie qu'il 
existe deux matrices inversibles P et Q d’ordres respectifs p et m telles que 


J, = Q^! AP, d'où 


rg(J,) = rg(Q ` AP). 


Or rg(Q^! AP) = rg(A) puisque les deux matrices Q^! et P sont inversibles 
(voir la proposition 10.14), et il est clair que le rang de la matrice J, est r. Par 
conséquent, 


rg(A) = r. 


U La matrice Je est de type (n, p) puisqu'elle est équivalente & la matrice A. 
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Réciproquement, supposons que A soit de rang r. Montrons qu'elle est alors 
équivalente à J,. Utilisons pour cela une application linéaire f de E dans F 
telle que 
Mats в'(/) = А 

avec B une base de E et B' une base de F. Le but est ici de trouver une 
base C de E et une base C' de F de telle sorte que la matrice associée à f 
relativement à C et C soit Jy, ce qui terminera la démonstration puisque les 
deux matrices représentant la méme application linéaire f relativement à des 
bases différentes, nous aurons ainsi montré qu'elles sont équivalentes. Rappelons 
quer € pet r < n. Nous n'effectuons la démonstration que dans le cas où r < p 
et r « n. Dans les autres cas, elle s'effectue selon le méme modele. Elle est 
laissée en exercice. Reprenons les notations de la démonstration du théorème 9.1 


{théorème du rang, voir chap. 9 p. 376). On désigne par Bkerf = (un... Wp-r) 

une base de Ker f et par Bj; = (£1,...,£.) une base de Im f. Les vecteurs 
ш, ..., Wp-r appartenant au noyau de f, ils vérifient 

vi e (L...,p-r) f(so;) = Or. (22) 

Soit C = (ti, tip Wi, pp) où les vecteurs tty, ..., Ur de E vérifient 

vi e (1,...,r) Jiu) = b. (23) 


D'après la démonstration du théorème 9.1, la famille C constitue bien une base 
de E. La base С’ de F s'obtient en complétant Bar par n =r vecteurs de 


F. Notons-les 14, ..., mr: On a C = (£4,..., Ж. ГОРКА vs). Écrivons à 
présent la matrice associée à f relativement aux bases C et C'. Elle se déduit 


de (22) et (23) : 
f(ui)f(ua) => > F (Ur) f (Un) >> fus) 


Ë, 
Êa 
Mate с (f) = Л 
Vi 
Cuir 
C'est la matrice Jp- п 


П vient immédiatement de la proposition 10.18 les résultats suivants. 


Corollaire 10.2 Soient А, B deur matrices rectangulaires de type (n, p) sur 
E. Une condition nécessaire et suffisante pour que À et B soient équivalentes 


est que 


rg (A) = rg (B). 
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Demonstration П est clair que si А et B sont équivalentes alors elles ont 
méme rang (puisqu'elles représentent la méme application linéaire dans des 
bases différentes). Réciproquement, si elles ont méme rang, alors, d'après la 
proposition 10.18, elles sont toutes les deux équivalentes à la matrice JL Elles 
sont donc équivalentes entre elles par transitivité de la relation d'équivalence 
entre matrices. L] 


Corollaire 10.3 Le rang d'une matrice et celui de sa transposée sont égaux. 
Autrement dit, 


VAE Ma (K) rg(A) = rg (AT) : 


Démonstration Soit À une matrice de type (n, p) à coefficients dans IK et de 
rang r. D'après la proposition 10.18, il existe P є GL (K) et il existe Q € 
GL, (K) telle que 


J, = Q^!AP, 
d'où, en passant à la transposition, 
27 -(Q'AP) =PTAT(Q-!)T, 


c'est-à-dire, en tenant compte que (Q -1)T = (QT)-1, 
JT = PTAT(QT-!, 
En multipliant à gauche par (P7)-! et à droite par QT, on obtient 
AT = (PT) !JTQT, 
et, en passant au rang, 
rg (AT) = rg(( PT) 1 JT QT) = rg(JT) 


puisque les deux matrices (PT)! et Q7 sont inversibles. Il suffit pour conclure 
de remarquer que, de toute évidence, rg(J1 ) = r. On en déduit alors que 
гр (АТ) = т, ce qui termine la démonstration puisque nous avons ainsi vérifié 
que rg (AT) = гр (А). О 


Remarque Deux matrices semblables sont nécessairement équivalentes (c'est 
immédiat). La réciproque est fausse : deux matrices équivalentes peuvent ne 
pas étre semblables. Par exemple, les deux matrices 


1 l 4 2 1 1 
Ü -i 4 et 121 
-10 4 11 2 


sont équivalentes puisque, d'apres la corollaire 10.2, elles ont le méme rang (qui 
vaut 3). Elles ne sont pourtant pas semblables puisque les traces sont différentes 
(nous utilisons ici la notion de trace d'une matrice carrée qui fait l'objet de 
l'exercice 5 ci-après, et en particulier la contraposition de l'implication < si 
deux matrices sont semblables alors elles ont la méme trace » (voir la question 
4 du méme exercice). 


448 Exercices de synthèse 
10.6 Exercices de synthëse 


Exercice 5 Soit A € M, (É). On appelle trace de A, et on note Tr(A), la 
somme des éléments de sa diagonale, Autrement dit, si A = (aj; iei jen alors 


Tr(A) = y ` Gu = dun + go +... n. 


I - Montrer que l'application Tr: M.K) — X est une forme linéaire. 


2 - Montrer que 


VÀ € M, (R) ( Tr(A7 x A) =0 + À = 0, ). 


9 - Montrer que : VA EM, (KE) YE € Mpal E) TrA x B) = Tr(B x A). 


4 + Soient A et B deur matrices de М, (К). Déduire de la question précédente 
que si À et B. sont semblables alors 


Tr(A) = Tr(B). 


5 - Avons-nous Tr(A x B x C) = Tr(B x A x C) pour tous A, B, C € MaE) f 
On pourra considérer les matrices 


1 ü Ü 1 о ü 
kalla) get ausi ny: 


б - Les matrices suivantes sont-elles semblables ? 


l - 4 1 3 4 
A=| 2 — 8 et B=| 0 — 6 
3-3 12 0 & 12 


Exercice 6 On considère l'application f qui à tout polynôme P de R3| X] as- 
socie le reste de la division euclidienne de P par X? — 1. On note B la base 
canonique de R4|X]. 


i - Montrer que f est un endomorphisme de Ral X]. 


2- Montrer queC = (1, X — 1, X? — 1L, (X? — IK + 1)) est une base de Ra[ X]. 
Expliciter les deur matrices suivantes 


Mats(f) «et Ма (/). 
3 - Calculer rg f. Déterminer l'image et le noyau de f et montrer que 
Ker f & Im f = E. 


4 - Montrer que f est un projecteur de Ral X]. 
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Exercice 7 Soient E un R-espace de dimension З muni d'une base B = (еу, ез, ex) 
et f l'endomorphisme de E dont la matrice relativement à B est 


2 1 0 
M= | -3 -1 1 |. 
1 Ü —1 


1 - Déterminer le rang de f. L'application f est-elle bijective f En déduire 
dimg(Ker f). 


2 - Calculer Matg( fF) pour k > 2. Déterminer le rang de ff pour k > 2 et en 
déduire dimg(Ker f^) pour k > 2. 


3 - Soit v € Ker f?. Montrer que C = (f^(v), —f(v), v) est une base de E. 
Écrire M' = Mate f). 

4 - On désigne par Pe GLs(R) la matrice de passage de B à C. Calculer P et 
P `! lorsque v = ea et vérifier que 


M' = PME. 


5 - On pose N = М +13. Calculer N° en fonction de M pour n Є №. En déduire 
l'erpression de N". 

б - Soient (р. нем. (qalagN €t (ralnen trois suites réelles définies par récur- 
rence par po = 0, go = 1, ro = 0 et pour n € N° par 


Pn =  SPa-1 + da-i 
du = —Jpn-i1- Tn-1 
Fn = Fa-ı 


Trouver les expressions de Pa. qu, Fa en fonction de n. 


10.7 Solution des exercices 


Solution de l'exercice 1 


0 0 0 0 0 0 000 
1-B=| a 0 0 J,B2=| 0 0 0 |eB?=| 0 0 0 |. Ainsi, 
c b 0 ab 00 0 0 0 


Vkz3 B*= 03. 
Puisque la matrice unité commute avec toute matrice (du même ordre), on peut 
utiliser la formule du binôme de Newton pour calculer A". Pour tout n € N, 


n(n —1) 
I B. 


A" = (B + I)" =X ci (Bt n k) = Is + nB + 
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On obtient, pour tout n € М, 


1 ü ù 
À" = па 1 Ü 
ne+ "C lab nb 1 
2 - De B = À - Is il vient B! = (A = Is) = А? — 3A2 + SA = I3 = 03, d'où 


АЎ = ҘА? = ЗА + In. 


3 - Pour n > 3, en multipliant l'expression ci-dessus раг А" on obtient 


Мп 23 А" = JAPI gant, Anc? 


Solution de l'exercice 2 


La base B est la base canonique de l'espace vectoriel ЁЗ, À première vue, la 
deuxième base C semble quelconque. HH n'en est rien. Les vecteurs qui la com- 
posent sont ce qu'on appelle des vecteurs propres. Is dépendent de l'endomor- 
phisme f considéré. Pour les obtenir, nous avons dü procéder à un calcul préa- 
lable non explicité pour l'instant. L'étude et la recherche de vecteurs propres 
pour un endomorphisme feront l'objet du chapitre 12. On a entre les vecteurs 
de B et ceux de C les deux systemes de relations 


Uj = EI — Eq EI = ju: + и + из) 
(Si) ç ио = е — ез et (89) + ез = blur — 203 + us) 


Ма = €j + Es фе 10—231 + Ua ua) 


m 
il 


> Pour calculer la matrice associée à f relativement à la base B, il faut au 
préalable calculer les trois vecteurs f(e), f(e), flea) et les exprimer par 
rapport aux trois vecteurs еу, ез et ез. On a 


fe) = (21,1) = 2e testes 
(S3) fies) = (1,2,1) = ер + 202 + es 
fies) = (1,1,2) = е +ез + dez 


Remarquons que, puisque B est la base canonique, les décompositions de f(e), 
fies}, Дез) par rapport à ej, es, ез sont immédiates. On en déduit alors 


fie) Ае) Fles) 
2 1 l Yë, 


1 2 1 je 
l 1 2 Ei 


Mats(f) = 
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> Pour calculer la matrice associée à f relativement à la base C, il faut cette 
fois-ci commencer par calculer fu), fus), fus}, On a 


f (11) = (1.0, -1) = = ёз 
(Sa) 4 final = (1,=1,0) = е = ез 
(из) = (4,44) = de, + des + des 


Attention, il faut maintenant décomposer ces vecteurs par rapport aux trois 
vecteurs u], us et шз. En utilisant le système de relations (85), on obtient 


J wi) = wi 
f (u2) = uz 
f (ua) = Aus 


Оп en déduit l'expression 


fiui) fius) fus) 
1 0 Ü ti 
Ü 1 Ü | ü ` 
Ü 0 4 Wa 


Matc(f) = 


Au chapitre 12, nous verrons que ce n'est pas un hasard si cette matrice est 
diagonale. Les éléments diagonaux s'appellent des valeurs propres. 


> Pour calculer la matrice associée à f relativement aux bases B et C , il faut 
cette fois-ci décomposer les vecteurs f (ei), f(e3), fles) (nous les avons déjà 
calculés plus haut, voir le système (Sail par rapport aux vecteurs un, us et ua. 
En injectant les relations du système (55) dans celles du système (54), il vient 


(му + ua + 43) 
Um == Zaun + dus) 
(—2u4 + t + dus} 


^ 
— 
m 
ы 
rt" 
ele mip- Grp 


On en déduit alors l'expression 
fler) flea) flea) 


_ 1 1 1 — \ ui 
Matsc(f) 23 | | 29 an Ta? 
4 4 4 Јаз 


> Pour calculer la matrice associée à f relativerment aux bases C et B , il faut 
décomposer les vecteurs f(uji), Pius), fus) par rapport aux vecteurs €j, es 
et es. C'est précisément ce que contient le système (84). On a donc 


u) Flur) fus) 


1 1 4 
MateslP= Ia 4 ale: 


—] ü 4 Єз 
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Remarquons que ces quatre matrices, bien que différentes, représentent néan- 
moins le méme endomorphisme. 


Solution de l'exercice 3 

On désigne par f £ L(K") l'application linéaire canoniquement associée à А 
et par B = (ej, en... En) la base canonique de К". 

1 - L'indice de nilpotence de А est celui de f. De plus on sait que si f est 
nilpotent d'indice p alors p < n, ce qui termine la démonstration. 


2 - Il suffit d'exprimer les images par f des vecteurs de la base canonique B. 


Ona: 
fle) = Ox» 
fies) = myg € Ke, = Vect (ei) 
flea) = азе + 079769 € Vect (ey, es) 


fie.) = dinEi + Aine? Tas €5n—1,n€n—1 € Vect (ei, Ez... ,€n—1) 


c'est-à-dire : fiel = Ок» et Vj € (2,3...., nj, Де) € Vect(ei,..., 65-1). On 
vérifie que : f2(e,) = f2(ez) = Og» et f*(e;) € Vect(ei,...,&j-2) pour tout 
je (3,..., n). Plus généralement, on montre que fiel = f*(eo) =... = 
fler) = Og» et 
Vj E [k+ 1.....nl Ге) € Vect (ei, €. .... ej-x). 

Par conséquent : f"(ei) = fes) =... = f"(e„) = Oga, c'est-à-dire f = 0 
ce qui implique A" = 0. 

3 - Décomposons la matrice A € M4(R) comme la somme de la matrice identité 


et d'une matrice triangulaire supérieure stricte 


02 3 
A= +В avec B= | 0 0 2 et В? = 
000 


© © ш 


0 4 
о 0 
0 ü 
La matrice B est nilpotente (on vérifie que B? = 04). Ainsi, grâce à la formule 


du binôme de Newton, on obtient 


1 2m Im? + m 
В? = ü 1 2m 
0 Q0 1 


mim — 1) 


A" = [s + mB + 7 


Solution de l'exercice 4 
On note B = (e, ез, ез) la base canonique de R$. 
1 - Commencons par déterminer la matrice P € GLa34(R). On a 


uj = ir ёз 1 l 1 
Us = Bj — ёз d'où P = A =1 1 
U = е E73 + ез -1 0 1 
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On déduit des équations précédentes le système suivant 
e| 3(u1 + ua + ua) 1 1 1 — 
e> (u — 202 + из) d'où P^- = L wu ¿yal 
es 


3(-2u + Uz + oua) l l 1 
La matrice B associée à l'endomorphisme f de R? dans la base C est donnée 
раг B = P-!AP. On obtient 


a—h Qi Ü 
B= 0 a — Б Ü | 
Ü ü a + 2b 


(a — Б)" Ü Ü 
2 - On en déduit alors que : В" = Ü (a — b)" Ü i 
Ü Ü (a + 25)" 


3 - De la relation A = РВР-!, on déduit А" = PB"Pr!. On obtient alors 
l'expression de A" demandée : 


" el el zw 11 
am = 12-07 aj 250.4 + 111]. 
-1-1 2 111 


Solution de l'exercice 5 


1 - Soient (œ, 8) € Ki et A = (ai disi jen et B = (ўт deux matrices 
de M, (K). L'application trace est linéaire car 


Tr(aA + 8B) = У аа + В) = o 3 os + EN ` bii = аТ‹(А) + STr(B). 


fæl kel i=1 
2 - Soit A = (aij)izi jen. Cherchons l'expression de Tr(AT x A). Опа 
АТ —(ajhsi n avec di, =a V(ij) € (1... n) x (1... n], 


d'oü AT x À = [Cu isen avec 


ч n 
Wit, 7) E {1 34d n) x {1,...,n} Cij = Y аңа) = Y ашау. 
k=1 kar] 


On obtient Tr(AT x А) = E cu = 3 > aka d'où 


iz] i=] k=] 


T(AT x A)=0 e (У, € {ln}? ai -0) +> A=. 
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3 - Remarquons que si À appartient à Ma ,(K) et si B appartient à My, (E) 
alors les deux produits matriciels À x Bet B x A sont bien definis et on a 
A x B € M„(K.) et B x A € M,(K) avec 


p n 
AxB= EEN et Bx A = p Т) ` 
13; 4,3 Sz rà 15E iep 


b—1 ke) 
On vérifie 
n p Р т. 
Tri À x H) - Y Y ab = У Урад 
iml] k=] k=1 i= 


où on a permuté les deux sommes. Les indices étant muets, remplaçons i par 
k, et k par i. On obtient 


p тт 


pon 
>: быа = > y Dik Thi 
L 


k=1 i= i=] k=} 
et on reconnait dans le terme de droite l'expression de Tr(B x A). On a ainsi 
vérifié que ТА x B) et ТВ x A) étaient égaux. 
4 - Les matrices À et B de M, (FE) étant semblables, il existe Pe GL, (К) telle 
que : B = P-! AP. D'après la question précédente, 
Tr((P^! x A) x P) = Tr(P x (P^! x Aj}. 
On en déduit 


Tr(B) = Tr(P x A x P) = Tr(P x P^! x A) = ТІ, x A) = Tr(A). 


u Ü Ü 0 


6 - Bien que l'on ait Tri A) = Tr(B), on ne peut pas en déduire que А et B sont 
semblables. L'égalité des traces est une condition nécessaire (pour que deux 
matrices soient semblables) mais non suffisante. En revanche, rappelons que si 
A et B sont semblables alors rg( A) = rg(B) (puisqu'elles sont associées à la 
méme application linéaire). Procédons par contraposition. On а 


rg( A) = 1 € rgiB) = 3. 


5- La réponse est non car on a Ax B x C = ( | 0 ) et Bx Â x (C = ( 0 0 ) 


On peut alors en déduire que A et B ne sont pas semblables. 


Solution de l'exercice 6 

l - Commençons par montrer que f est une application de Bs[X] dans lui- 
meme. L'image d'un polynôme P de RalAj par f est le reste de la division 
euclidienne de P par X? — 1. C'est donc un polynôme de degré strictement 
inférieur au degré de X? — 1. Ainsi f{P) € R3[X]. Vérifions maintenant la 
propriété de linéarité de f. Soient P, et P; deux polynómes de R4[ X]. 


Al Ri) E RIX] x RX] P, =Q (X2-1)+R et deg(Ri) < 2, 
3!(Qs, Ro) € R[X] x R[X] Р,=<0(Х?—1}+ fli; et deg( R5) <2. 
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Ainsi, pour tout œ € R et pour tout 3 € R. 
аР, + BP; = (ah + 80) (X? — 1) + R, + BR: 
et on vérifie 


deg(aH; + BR.) < max{deg(aRı), deg(8R5)) 
< max[deg(R;),deg(R3)) < 2, 


d'on 
f(aP, + AP) = а + BR; = af( P1) + BJ(P;)- 
2 - Rappelons que dimg(Rs[X]) = 4. П est donc suffisant de vérifier que la 
famille C = (1,X —1,X% — L(X* — 1)(X +1)) est libre dans R3[X]. Soit 
(a, 3,5, ó) € RI De la relation 
o + P(X — 1) + +(X? — 1) + (X? = 1)(X + 1) = Dee 
on déduit 
ës, tried 0-60, aœ-f-7-ó=0. 


D'où œ = 8 = y = б = 0. Explicitons les deux matrices Matg(f) et Matc( f). 
On à d'abord 


füs-1 fX-)ex-i Д(Х?-1)=0, f(X?- IK +1)) =0, 


d'où l'on tire f(X) = X, f(X?) = 1 et f(X?) = X. Ainsi, 


О 1000 
0101 0 1 O 0 
00900 0 0 0 0 


3- Ona rg(Ma(f)) = 2. Ainsi Im f = Vect (1, X — 1) et une base de Im f est 
Bim y = (1, X = 1). D'après le théorème de Grassmann, 


dimp (Ker f) = dima (Ra[X]) = dimp (Im f) = 4 — 2 = 2. 
Pour déterminer une base de Ker f, il suffit de trouver 2 polynómes de Ker f 
linéairement indépendants. Les polynómes X? — 1 et (X? — 1)(.X 4- 1) appar- 
tiennent à Ker f car 


IT - 1) = f((X? - UU 1) = 0 


et ils forment une famille libre (cela se déduit facilement du fait que la famille 
B = (1, X, X?, X?) est une base de R3[X]). Ainsi 


Ker f = Vect (X? — 1, (X? — 1)(X + 1)) 
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et une base de Ker f est By; = (X* -L(X^—1y X + 1)). Par construction, 
Ker f + Im f est le sous-espace de R3] X] défini par 


Ker f + Im f = Vect (Ker f U Im f). 


Il contient nécessairement les deux sous-espaces Ker f et Im f et a fortiori les 
polynömes 

l, X-1, X'—1 et (XE UK +1). 
Ces quatre polynömes étant linéairement indépendants, ils forment une base. 
On en déduit directement Ker f & Im f = E. 


4 - Il suffit de vérifier que Matg( f) x Matg( f) = Matg( f). C'est immédiat. 


Solution de l'exercice 7 


Notons M = (ma ig: zs. Puisque M = Matg(f), on a 
f(ei) = 26; — 3e; ез /(ез) = е – ез et f(ez)= ез — es. 


1 - Notons Су, Ca et C4 les trois colonnes de la matrice M. On remarque que 
Ca = —C, + 204. Les trois colonnes sont liées, En revanche, les deux colonnes 
С» et Ca sont libres, d'où rg M = 2 (la matrice M est singulière). On en déduit 
rg f = 2. L'application f n'est pas bijective. Grâce au théorème du rang, on en 


déduit dimg(Ker f) = 1. 
2 - Puisque M = Matg( f). on a Mk — Mats(f*) pour tout k € N. On obtient 


l i 1 0 0 0 
М? ж | -2 -3 — et M'=Ï 0 0 0 
1 1 1 000 


d'où MË = 0 pour tout k = 3. L'application f est nilpotente d'indice 3. De 
l'expression de M?, il vient rel f?) = 1, d'où dimg(Ker f?) = 2. On a aussi pour 
tout k > 3, rg ff = 0 et dimg(Ker f) = 3. 
3 - Soit v € Ker f*. Puisque l'espace E est de dimension 3, les trois vecteurs 
f^ (v), —f(v) et v forment une base s'ils constituent une famille libre dans E. 
Remarquons que l'hypothèse v € Ker f^ nous assure que le vecteur Foi est 
non nul. De plus, puisque l'on a l'implication flv) = Op => Pipi = Og, 
on en déduit, par contraposition, que le vecteur f(v) est non nul. Suivant un 
raisonnement analogue, on vérifie que le vecteur v est aussi non nul. Ecrivons 
la relation de liaison 

af (u) — Bf(v) + v = Dr, (24) 
En appliquant f? à l'égalité (24), on obtient 

af*(v) - Af (v) + of (v) = Og. 


Or, pour tout k > 3, ff = 0. Ainsi f*(v) = Pol = Og. Puisque v € Ker /?, 
fir) # Og. On en déduit alors que y = 0 et la relation de liaison (24) s'écrit 
af*(v) = 3f(v) = Og. En appliquant f à cette égalité, on obtient 


af (v) - Af (v) = 0g. 
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Puisque f*(v) = Og et Tipi # Og, il vient 3 = 0 et la relation de liaison (24) 
devient af?(v) = Og, dont on déduit а = 0. On a ainsi vérifié que la famille 
C = (f*(v), — fiv), v) était une famille libre dans E. La matrice М’ associée à 
l'endomorphisme f relativement à cette nouvelle base C s'écrit 


fe) flo) flo) 


Ex. 0 _1 0 X Pio 
M = 0 0 -1 J-F) ` 
Ü ü 0 v 


4 - Soit P € GLa(IR) la matrice de passage de B à C = (f2(es), — f (ea). ex). On 
note u; = f2(es), u> = —f(e3) et us = ез. On a 


uj = еј ~ 309 + ез 1 0 0 
и = ез + ез d'où P= | -2 -1 0 
uU = €z 1 1 1 


On déduit des équations précédentes le systeme suivant 


e| = U — du + uz 1 Ü 0 
єз = un + Uq d'où P = -2 -1 Ü 
e; = U Ï 1 1 


On remarque que l'on а P^! = P (on vérifie en effet que Р? = Is). 


5 - La matrice unité commute avec toutes les matrices. On peut utiliser la 
formule du binóme de Newton pour calculer N", Puisque Vk > 3, ME = 0, on 
obtient 


VneN N'=ls+nM+ 2m Ug, (25) 
Des expressions de M et М?, on déduit pour tout n € N celle de N" 
TET 
NY = | -3n—n(n—-1) 1-n-n(n-1) m-nín-l) 


6 - Pour tout n € №“, on a 


In 3 1 () Pa-1 
Tni = -3 A 1 т 1 3 
Ta 100 Ta—i 


qui s'écrit aussi, en notant X, = ( Pa Gn Tn J: sous la forme suivante 
Xn = NX,_1. On obtient par récurrence la relation X, = N" Xp pour tout 
n € N, où Хь = ( 010 = Ainsi, en tenant compte de (25), 

n(n — 1) 


Yn € M X, = (lo +nM + 7 


M?) Xo. 
On en deduit 


vVne€N p=n(n+1)/2, g,—1-n* et r,-—n(n—1)/2. 
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CHAPITRE 11 


Systemes d'équations linéaires 


11.1 Un outil pratique : le déterminant 


11.1.1 Tel Monsieur Jourdain 


En introduction à la théorie des déterminants, nous commengons par quelques 
rappels et commentaires sur les systemes linéaires 2 x 2, puis sur les systèmes 
linéaires 3 x 3. Dans les deux cas, la nation de déterminant associé à un systeme 
y apparait de manière naturelle. Ainsi, tel Monsieur Jourdain ` faisant de la 
prose sans le savoir, vous manipulez la notion de déterminant depuis plusieurs 
années sans meme le savoir. 


Le déterminant d'un système 2 x 2 


On considère dans R le système de deux équations à deux inconnues (z; et ra) 


ait; + йз = b 
(52x2) | 


GT) +H Gf bs 


OU ous, Gra, Br, Gan, Gag et b désignent des réels donnés. Soit 5 l'ensemble des 
solutions du système (85.3). H vérifie 


S= D N Do 
où D, et Dy sont les deux sous-ensembles de Е? définis par 


Т} = {(æ1, ra) e Ri | атт + arts = hu}, 


Da = (r1, 72) € R? | амт + amta = ba}. 


Nous donnons une interprétation graphique au système (8543) sur la figure 1 
ой D, et Da sont représentés par des droites. Pour obtenir une équation ne 
portant que sur l'inconnue zí, on peut multiplier la première équation par 


' Nous faisons référence ici à la pièce de théatre classique « Le Bourgeois gentilhomme = 
écrite en 1670 par Jean-Baptiste Poquelin dit Molière (1622-1673). 

2 Remarquons que ces deux sous-ensembles ne possèdent pas, en général, de structure de 
sous-espace vectoriel puisque (0,0) & T, et (0,0) € Ds, sauf si bj = b; = 0. Nous 
qualifions D, et Dy de sous-espaces affines de dimension 1 ou de droites affines. 
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Fig. 1 Interprétation géométrique d'un systeme réel 2 x 2. Les 
représentations graphiques des deux équations correspondent à 
des droites. Trois cas sont possibles : il n'y à pas de solution 
(les droites sont strictement paralléles, dessin de gauche), il y à 
une unique solution (les droites se coupent, dessin central), il у 
a une infinité de solutions (les droites sont confondues, dessin de 
droite). 


gaz, la seconde par —ajz et on additionne le tout. De méme, pour obtenir 
une équation ne portant que sur l'inconnue ra, on peut multiplier la première 
équation раг —a2j, la seconde par a11 et on additionne le tout. On obtient le 


système 


aba — ta 


(8) (anas — tank = baz — Arabe 
Ee ШҮ = 012021]22 


La quantité réelle 211075 — gata est présente en facteur dans les deux égua- 

tions. On l'appelle le déterminant du système 2 x 2. Cette quantité joue un 

róle capital. Discutons de sa valeur. 

— Supposons 411029 — 013021 É 0. Le systeme (5545) possède alors une unique 
solution (on dit qu'il est déterminé), notons-la (£1.34) où 


e baa — dyab A aba — han 
Түр = —— et Шо = ———————————, 
1122 — (12031 diitz? — 012031 


D'un point de vue géométrique, cela signifie que les droites associées aux 
deux équations se coupent. 


- Supposons maintenant 411029 = 012021 = Ü. Alors le système (55,2) s'écrit 
Ü = bag — tyh 
Ü = aya lèa m biaz 


Il est clair que si l'un (ou les deux à la fois) des deux scalaires brasə = 012692 
et ату — bida est non nul alors ce système est absurde et dans ce cas, il n'y 
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a pas de solution. D'un point de vue géométrique, les droites sont parallèles, 
En revanche, si l'on a simultanément btr — tigbo = Oet азо = ban =Ü 
alors ce systeme est trivial puisque les deux équations sont de la forme 
Ü = 0. D'un point de vue géométrique, cela signifie que les droites sont 
confondues. Il y a donc cette fois-ci une infinité de solutions. Pour les obtenir, 
on supprime une des deux équations du système initial (52,2), disons la 
deuxième, et on résout par rapport à l'une des deux inconnues. Оп obtient, 
par exemple, si oui = 0, 


1 
T| = т. == 1372). 


Les deux inconnues тү et x+ sont dépendantes l'une de l'autre. Les solutions 
; Em = Har: T i 

sont tous les couples (=: in 01272), Ta) où тә parcourt R. On dit que le 
système (55,2) est indéterminé, 


Pour ëtre cohérent avec les notations que nous allons utiliser par la suite, nous 


natans 
b 
Ciel 1 1) el "s et Ber) 
à Bé NL 229 bo 


ce qui nous permet de noter sous la forme plus concise det (Су, C5) le determi- 
nant du système (8554) : 


det (Cj, C3) = a11023 = 1221. 


Lorsque det (С, Со) est non nul, les coordonnées de l'unique solution du sys- 
tème (S345) s'écrivent 


. — det (B, C5) . = det(C;, B) 
ñi = — ee = =. 
det (C1, C3) det. (Ci, Ca) 


— ; l | e 
Nous remarquons, non sans intérét, que le déterminant d'un système 2 x 2 
vérifie les propriétés suivantes ` pour toutes matrices-colonnes 


(a) (4) = ol) 
az gell 222 
appartenant à Ma 1(R), et pour tous œ, 3 appartenant à Ё, 
det (aC, + Су, Cal = (aan + ajaz = (aan + Bay, joua 
= 0(011092 — 021012) + Pla) jaa — 051012) 


= adet (С, Со) + 3S det (Cj, Co) 


et on dit que le déterminant est linéaire par rapport à C4. On vérifie suivant 
le méme modèle qu'il est aussi linéaire par rapport à Ca. De plus, on vérifie 
facilement que si les matrices-colonnes C, et Co sont égales alors 


det (C4, Ca) = 0. 


1 i A EC z 
C Cette remarque motivera la definition générale d'une forme bilinéaire alternée sur un 
K-espace vectoriel (voir la définition 11.1, p. 465). 
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Le déterminant d'un systeme 3 x 3 


Considérons maintenant dans R le système de trois équations à trois inconnues 
(ri, r3 et r3) suivant 


11] + Gels + ügy = b, 
(8353) ATi + Gaata + йозтз= ba 
dati + in + ganz bs 


OÙ а, 012, 213, Di, 001, 022, 023. bz, oan, 032, баз et by désignent des réels 
donnés. Conformément à la notation utilisée plus haut, 5 désigne l'ensemble 
des solutions du système (Saxa). H vérifie 


Se PN Pn Ps 

oü 74, Ps et Pa sont les trois sous-ensembles de ЕЗ définis par 
P, = ((zi,z3, ra) € R? | 41121 + 1222 + 01323 = bh, 
På = ((zi,z2, 23) € R" | aziz: + a2222 + anra bah, 
Pa = {fm za, fa) € R? | 43171 + 03222 + 3323 = ba). 


Pour une interprétation graphique du systéme (5343), nous nous référons à la 
figure 2 où Pi, Ps et Pa sont représentés par des plans. En notant 


11 (212 dis hi 
Ciz | a |, G=| a |, Ca= | oa et B= | b |, 
(131 (an ü33 ba 


le système (5444) s'écrit aussi sous la forme 
куС + mala + {Са = B. (1) 


Nous pouvons déduire de l'équation précédente trois équations, portant chacune 
uniquement sur une des trois inconnues rj, 22 et r4. Pour ce faire, nous allons 
profiter du fait que nous travaillons ici dans l'espace R?, ce qui nous autorise 
à utiliser successivement les deux opérations de calcul vectoriel que sont le 
produit scalaire et le produit vectoriel. 


1. Pour obtenir une équation portant uniquement sur l'inconnue ri, on procède 
en deux étapes. On commence par effectuer le produit vectoriel de (1) par 
Ca, ce qui permet d'éliminer zo puisque Co ^ Со = 0. On а 


all A Ca) + 2a(Cs ^ Ca) = BAG. 
On effectue ensuite le produit scalaire de cette dernière égalité avec C4. On 
élimine ainsi x; puisque (Ca A Ca) - C4 = 0. On obtient 
zi (Cy A Co) - Ca) = (B A C3) - Сз. (2) 


M Pour tout ï € (1,2, 3], le sous-ensemble Р, n'est pas, en général, un sous-espace vectoriel 


de R^ puisqu'il ne contient pas le vecteur nul, sauf, bien sür, si b; = 0. Nous le qualifions 
de sous-espace affine de dimension 2 ou de plan affine. 
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o Ф 


Fig. 2 Interprétation géométrique d'un systeme réel 3 x 3. Les 
représentations graphiques des trois équations correspondent à 
des plans. Trois cas sont possibles. П n'y a pas de solution. C'est 
ainsi lorsque deux ou trois plans sont strictement parallèles entre 
eux (dessins du haut). I y а une unique solution. C'est ainsi 
lorsque les plans s'interceptent en un point (dessin du milieu). 
Il y a une infinité de solutions. C'est ainsi lorsque seuls deux 
des trois plans sont confondus ou lorsque les trois plans sont 
confondus (dessins du bas). 


2. De meme, pour obtenir une équation ne portant que sur r3, on effectue 
d'abord le produit vectoriel de (1) par Су, puis on effectue le produit scalaire 
avec C4. On obtient 


та((С» ^ Ci) . Ca) — (B^ Ci) Ca. 


On vérifie (revenir à la définition du produit scalaire et à celle du produit 
vectoriel dans R?) que 


(Ca À Ci) -C3 = -((C; À Сз) Ca) et (BA Ci): Ca =>-(C; A B): Cs. 


On en déduit 
zal(Cı ^ C3) - Ca) = (C1 A B) - Cs. (3) 
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3. Enfin, en effectuant dans l'ordre le produit vectoriel de (1) par C4 et le 
produit scalaire avec Со, on obtient une équation ne portant que sur l'in- 
connue £a. Elle s'écrit 


z3((Ca ^ C.) Cs) = (BA C1) Co. 


En revenant aux définitions du produit scalaire et du produit vectoriel dana 
F”, on vérifie que 


(Сз A CG = (C1 A Cal Ca et (BAD, G; = (CLA CS): B. 


On en déduit 
z3((Cı ^ Co) Сз} = (С ^ Co) - B. (4) 


On remarque la présence de la quantité réelle (Су ^ Co) - Ca en facteur de x, 
dans (2), en facteur de xo dans (3) et en facteur de zs dans (4). On reconnait 
en (C, ^ C35)- Ca le produit mixte de C4, Ca, Ca. Nous l'appelons déterminant 
du système 3 x 3 et nous le notons det (C1, Ca, Ca), et on vérifie 


det (С, Со, Сз} = 041022034 + 21032043 + 031012025 
131022013 — 021012033 — 011032023. 


Il est clair que si sa valeur est non nulle alors le systeme (5343) possède une 
unique solution (21,72,23) € BI où 


. — det(B,C2,03) _  det(C,,B, Са) . det (Ci, Со, B) 


1 = deit, Ca, Ca)” 75^ BA Cal 7 C Aert, Ca, Ce) 


Le systéme est dit déterminé. D'un point de vue géométrique, cela signifie que 
les plans associés aux équations du système (Saxa) s'interceptent en un seul 
point. 


Afin d'alléger l'exposé, nous laissons là la discussion et nous renvoyons le lecteur 
aux commentaires de la figure 2. Nous pouvons néanmoins déjà remarquer que 
la quantité det (C1, Ca, C4) joue le méme rôle (capital) vis-à-vis d'un systéme 
linéaire 3 x 3, que la quantité det (Су, Co) vis-à-vis d'un systeme linéaire 2 x 2 
et on peut vérifier que le déterminant d'un système 3 x 3 possède des propriétés 
analogues à celles du déterminant d'un systéme 2 x 2. En effet, il est facile de 
vérifier que le déterminant d'un système 3 x 3 est linéaire par rapport à Ca, 
par rapport à C4 et par rapport à C4. De plus, il est nul si, parmi les trois 
matrices-colonnes Су, Ca, Ca, deux sont identiques." 


Le but est maintenant de définir le déterminant pour un système comportant 
n équations et n inconnues (avec n un entier non nul quelconque) et à соећ- 
cients dans K (égal à R ou C). Pour y arriver, nous le déduirons, comme cas 
particulier, de la définition encore plus générale d'un déterminant d'une famille 
de n vecteurs dans un espace de dimension n. Nous nous intéressons dans un 
premier temps aux cas n — 2 et n — 3. 


Cus remarques seront à l'origine de la définition générale d'une forme trilinéaire alternée 
sur un X-espace vectoriel (voir la définition 11.3, p. 467). 
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11.1.2 Determinant d'ordre 2 


Commençons par donner la définition d'une forme bilinéaire alternée. 


Definition 11.1 Soit E un espace vectoriel sur К. 


K Une application (€1,c2) € E x E — olei е) € K est une forme bili- 
néaire si elle est linéaire en chacune des variables eq et ej. 


À La forme bilinéaire 2: E x E — E est dite alternée si 


vec E e(c,c) = 0. 


En d'autres termes, 2: E x E — E est une forme bilinéaire si pour tous œ, 8 
appartenant à К, оп a 


- pour tout (с.с) € E? et pour tout cz € E, 

(ac, + dei, ca) = au(e єз) + Hele), ез), 
- pour tout c; € E et pour tout (co. c5) € ЕТ, 

(ei. ac + Bes) = alen, е2) + Beie, су). 
Propriété d'antisymétrie 
Soient e, et œ deux vecteurs de E. Puisque р est alternée. 

glc + C2, €1 + Су) = Ü. 

Or, puisque & est bilinéaire, on à 


vlei Heze tea) = (е, + 02) + (ca. €1 + Co) 
= aee) + ple, es) + (es c1) + (ет, es). 


De plus, ole, eil = les, ca) = Ü (car pest alternée). Donc 


ple, ea) = —p(e3. €1). 


Le signe de alex, сз) change lorsque l'on permute les deux vecteurs сү et сз. 
On dit que y est antisymétrique. 


Quel intérêt avons-nous à disposer d'une forme bilinéaire alternée 7 


Notre motivation résulte de la constatation suivante. Si cj et c4 sont deux 
vecteurs liés alors (c1, c) = 0. En effet, si cj et c sont liés alors il existe 
(а, 3) € К? avec (a, 8) # (0.0) tels que : ec; + Jes = бк. Supposons (sans 
perte de généralité) que 3 soit non nul. Alors e; = —(a/8)e, et 


£x (x 
le, es) = (o. -5«) = —— P(c, €; j = 0. 
ü B —  — 
= (Ï 
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Une conséquence est que (су, со) ne change pas lorsqu'on ajoute à l'un des 
vecteurs un multiple de l'autre. Par exemple, pour tout (c1, cz) € E? et pour 
tout y € K. 


ple. Ca + ver) = pe, 02) + Ypleı,cı) = plen, 63). 
— =< Ñ Ssáau,8ks8ə 
= Ü 
Cas d'un espace vectoriel de dimension 2 


Vous remarquerez qu'à ce stade du chapitre, nous ne connaissons toujours pas 
de forme qui soit à la fois bilinéaire et alternée. Pour trouver une telle forme, 
nous nous placons dans le cas particulier d'un espace E de dimension 2. Nous 
nous donnons une base B = (€1,63) de E ainsi qu'une forme bilinéaire alternée 


ip: E x È — K. 
Calculons (су, сз) où сү et сз sont deux vecteurs de E rapportés à la base B: 
Ci = бе Hants et C3 = d12€1 + ü32€2 
où {a11 an) € K? et (012,022) € IK^. On vérifie que l'on a : 
ie, Col = aie: + tper dige + 02282) 
= planei 01261 + asso) + planen tize + 3262) 


= payée) + louer, 22282) T ares, 012€1) + ip(as1€s. 02362) 


1101281, е1) + a110229(€1, ez) + 0210129(€2, eil + anas (ёа, es), 


d'où, puisque vier, eil = plez, ез) = Ü (о est alternée), 
ple, Ca) = manye, 62) + G2101217(e2, ет). 
En tenant compte du fait que (es, е) = ien, ез). on obtient finalement." 
ole, ez) = (011022 — 021012) X plen, ea). 


Étant donné le choix d'une base B, parmi toutes les formes bilinéaires alternées 
existantes, une seule joue un rôle privilégié en algèbre linéaire. C'est celle qui 
vérifie : ole, ez) = 1. Notons-la 


detg : E x E — K. 


La notation indicielle utilisée pour B rappelle que cette forme est définie rela- 
tivernent à la base B. On a 


detg{c бз) = (011022 — 83112) х detgle,.e;) 


uu qui signifie qu'une forme bilinéaire alternée шо: E x E -+ K oü E est un K-espace de 


dimension 2, est entiérement déterminée раг son action sur ure base de F. 
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avec detg(e;, eë) = 1, d'où 
dets(c:.c2) = a11ü22 — 021002. 


T A A à T 
On peut vérifier que la forme detg est effectivement bilinéaire et alternée. De 
plus, elle est unique. Ceci se déduit de l'unicité de son écriture. La définition 
suivante a alors un sens. 


Définition 11.2 Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2. Étant donnée 
une base B = (ej,e3) de E, on appelle déterminant d'ordre 2 dans la 
base B l'unique forme bilinéaire alternée notée deta : E x E — E vérifiant 


detg(e;. ез) = 1. 


Bici 01161 + d31€4 EË бо = ae + area alors 


déf. 
detg(c;, ca) _ 011023 — 031012. 


C1 
b nat. 
On note symboliquement : detsic).ca]) = ап Gia | el. 
Moi daz | Ez 


Exemple Soit E un R-espace de dimension 2 muni de la base B = (е1, ез). Les 
deux vecteurs cj = 2e; + Зе» et co = 10e, + 15e; sont liés саг: 


+ 2 10 


dets(c.,.c2) = 3 15 = 2 x 15 = 3 x 10 = 0. 


En revanche les deux vecteurs сү = 2e; + des et œ = 5€; + Tes forment une 
famille libre (et ainsi une base de E puisque dimg( E) = 2) car : 


2 Б 
3 7 


t. 
dets(c., €) "2 


|[=2x7-3x5=-1#0. 


11.1.3 Déterminant d'ordre 3 


Commençons par donner la définition d'une forme trilinéaire alternee. 


Définition 11.3 Soit E un espace vectoriel sur K. 


X Une application (er. ez. el € E? — (е, es, es) € K est une forme 
trilinéaire si elle est linéaire en chacune des variables ci, Со et ca. 


X La forme trilinéaire р: E? =+ K est dite alternée si 


(бү, ca. ca) = 0 


i А " ѓа 
dés que deur des trois vecteurs Ci, Co ef Ca sont égaur. 


"TI suffit. de le vérifier à partir de son expression 
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En d'autres termes, p : E? =+ K est une forme trilinéaire si pour tous a, 8 
appartenant à K, on a 


pour tout Lex, c|) € E?, pour tout e; € E et pour tout es € E, 
placi + Be), ea, Сз) = eue, єз, Ca} + (е! ca, Єз), 
- pour tout c, € E, pour tout Lea, c5) € Е? et pour tout ca € E, 
ie, ac, + дез, Єз) = aplen, ca. ca) + Bele с), ба), 
pour tout e; € E, pour tout c; € E et pour tout (cg, c5) € Ei, 
ele, ©з, a€3 + Bez) = aple бз, ©з) + Belen, ez Сз) 
Propriétés 


Si l'on fixe l'un quelconque des trois vecteurs, y devient une forme bilinéaire 
alternée par rapport aux deux autres. On en déduit les propriétés suivantes. 


1. Des que l'on permute deux vecteurs parmi les trois, la valeur par w change 
de signe. Par exemple, pour tous бү, сз, cz appartenant à E, 


pe, Ca, Ca} = len, Ca, €1) = (lea, Сз.) = pler ©з, Су). 

2.51 l'un des trois vecteurs est combinaison linéaire des deux autres alors la 
valeur par & est nulle. Par exemple, considérons trois vecteurs Ci, сз, Єз de 
E et supposons qu'il existe (œ, 3) € К? tel que сз = œc, + dcs. Alors 

lei, бз, Сз) = le, co, oe + for) = ole, Ca, б} + Bye, ea, Ca) 
d'où, puisque wici, Ca, c1) = Ü et шісі, бз, es) = Ü (о est alternée), 
le, ез. xci + dez) = 0. 

3. Lorsqu'on ajoute à l'un des trois vecteurs une combinaison linéaire des deux 
autres, la valeur par ne change pas. Par exemple, pour tous œ, 3 apparte- 
nant à K et pour tous cj, ©з, ca appartenant à E, 

lc, Ca, Ca + ac + ea) = ele, Ca, Ca) + ay (c1, Ca, су) + Beie, Ca, co), 
d'où, puisque vie, ст, 01) = Ü et ele, сз, c2) = Ü (y est alternée), 
vele, бз, Ca + ae + Bes) = pci, Ca, Ca). 


"TI Autrement dit, la forme trilinéaire ар: ЕЎ -— E est alternée si 


vie, ele EI plee, er) = p(en 62.1) = p(en. 02,02) = 0. 
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Cas d'un espace vectoriel de dimension 3 


Plagons-nous dans un espace E de dimension 3 muni d'une base B = (61, ез, ea) 
et cherchons à caractériser une forme trilinéaire alternée 


wW: Ë X Ë x Ë — K. 
Proeédons comme au paragraphe précédent en caleulant pic, Co, Сз) ОП Сү, €; 
et c4 sont trois vecteurs de E rapportés à la base B : 


a 3 


4 
£l › Пё. rm › Oe, Lj et C3 = > КЕ 


ii =] ia = 1 Casel 


En utilisant le fait que p est une forme trilinéaire alternée, on a 


d 3 3 
plei, co, Ca) = d ` Gi 1€. 2. 0j 2€; W азе, 


EEN EA 


= » > Y 0j, 10, 205, 3 V (e, ёш, Eia) 


ыы? 

11012013 len, ei, eil 9051112023 len, €). 82] +... 
e= => oo nnn v — 

Nous n'avons explicité que les deux premiers termes de la somme. Il v a en fait 

33 = 27. Il est inutile de les écrire tous car on sait que (е. €. Ei) = Ü des 

que deux indices sont égaux. Ainsi, parmi les 27 termes, on ne considere que 


les termes où les indices 11, 72 et i3 sont tous les trois distincts. Autrement dit, 
on ne considere que les termes pour lesquels 


[iniz 63) = e({1,2,3}) 


avec т une permutation de l'ensemble {1,2,3}, c'est-à-dire œ € Ga On sait 
qu'il y a 3! = 6 permutations possibles de l'ensemble 11.2. 3) (voir page 48). 
Elles s'écrivent : 


_ 1 2 à = - ] 2 3 
Ai 2 3 EE ЕА эщ 
1 2 A 1 243 
вз = та = | | 3 sl n=na=|; » 1 
l 2 à 1 2 3 
CE = 723 9713 5 9 3 ] dg 773301712 = 5 12 


où 7; ; désigne la permutation qui opère uniquement sur le sous-ensemble (i, 7} 
de l'ensemble {1,2,3} (en échangeant i et j) et laisse invariant l'élément de 
11,2, 3) V {i j}. On a ainsi 


ele, Ca, Ca) = y Gt), Bere: 01231 Beta), (5) 
т Єз 
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c'est-à-dire 
Picca e) = 011022033 Per, en €z) + a21032013 vie, ea, €1) 
3-311223 (ез, €1, ёз] + азуйзайза (és. ёз, ет) 
+@21@12@зз les, €1, €3) + 411032023 (er, ёз, ез). 
Montrons que pour tout с € ©з, le terme (esi esi) Cain) est égal, à un 
signe multiplicatif pres, à (ej, ез, ез). Le cas de тү est immédiat puisque т, 


est l'application identité : 


(ena) Een (2): €c,(3)) = (e), ez, ez). 


Considérons les 5 autres cas : 


cas ой оз = 71,2 : (£s, Bartz): Coa) = vez 81.03) = -ple ёз, ex). 
cas ой тз = 723 : (es d) Bai, Beim l = ple ea, 62) = — (е1, ea, ез), 
— cas OÙ Ha = 71.4 ê plent ka Enh Beta) = tel es, ea. ет) = - le, Ea, ез), 


- савой os = T2,30T1,53 Pe Ersta C05(3)) = Plen Єз, 01) = (е, ez, es), 
сав ой ge = T2.3071,2 t р(е (1). Erai Seuil = len, ei, ёт) = (ез, 62, ез). 
En résumé, nous avons montré que 
Үс € Ga (ег), est st) = £(m)e(ei €z, e) 


avec slo) = +1 (respectivement eo) = —1) lorsque la permutation œ est une 
transposition (resp. la composée de deux transpositions). On déduit de (5) 


(сі, ep, es) = ( у} e(o)acayanatza (aya) x plen ezea) (6) 
rn 


c'est-à-dire ` 
(61,62,63) = (011022033 + d31d32ü13 + 31012023 
- 031029013 — 021012033 — 011032023) x ig(e1, ez, es). 
Là encore, étant donné le choix d'une base B, parmi toutes les formes trilinéaires 
alternées existantes, une seule joue un röle privilégié en algebre linéaire. On la 


note 
detg : E x E x E — E. 


ia are i HAT : LS = Е 
' ce qui signifie qu'une forme trilinéaire alternée p: Ex E x E — K ой E est un K-espace 
de dimension 3, est entièrement déterminée par son action sur une base de EF. 
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C'est celle qui vérifie detg(e1,&;,e3) = 1. On peut vérifier qu'elle est effec- 
tivement trilinéaire et alternée, et ce en effectuant les calculs à partir de son 
expression (qui se déduit de (6)) : 

dets(C1.C2.63) = 411022033 + 021032013 + 03113033 


— 231222013 — 021012033 — 011032033. 


Une fois de plus, l'unicité de l'écriture prouve l'unicité de la forme. Tout cela 
nous conduit à la définition suivante. 


Définition 11.4 Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3. Etant donnée 
une base B = (ез, es, ez) de E, on appelle déterminant d'ordre 3 dans la 
base B l'unique forme trilinéaire alternée notée detg : E? — K vérifiant 


detg(&i, ez, е4) = 1. 


Si pour tout j € {1,2,3} on note ату, 024, aa; les coordonnées du vecteur cj 
dans la base B alors 


def 
dets(ei,ez,en) = A. e(o)85(,105(2)200(3).3 


2864 


(11023033 + 021032043 + 31012093 


431422013 = 021012033 — (011032023. 


C] Єз — C3 

ап ар Ou | €1 
аз oan üz | ёз ` 
Hai баз sg | ёз 


On note symboliquement : дев (ст, бу, ca) nat 


Développement selon la règle de Sarrus 


Pour se souvenir de la formule du déterminant d'ordre 3, on peut utiliser la 
disposition pratique 


811 212 213 31 812 "33 
`, > p 

2] 222 23 da] 232 33 
P X `, 

azl 33 033 daj 32 ü33 


Ainsi, dans l'expression de detalei, Ca, Сз) 

-- les trois premiers termes (ceux précédés d'un signe +) se retrouvent grâce 
aux trois premieres diagonales descendantes, 

- et les trois derniers termes (ceux précédés d'un signe —) se retrouvent gráce 
aux trois premières diagonales montantes. 
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En procédant ainsi, on dit que l'on a developpe le déterminant d'ordre 3 selon 


la règle de Sarrus. `` 


Exemple Soit E un R-espace de dimension 3 muni de la base B = (ej. ëo, ea). 
Les trois vecteurs 


C| = ё E, Co = tp +de et C4— =E] + ез 


forment une famille libre car leur déterminant dans la base B est non nul : 


1 Ü -l 
Q —1 1]=—1. 
—1 2 0 


Remarques 


1. Les coordonnées par rapport à la base B de chacun des trois vecteurs ei, Ca 
et са peuvent étre disposées soit en colonne (comme nous l'avons fait dans 
l'exemple ci-dessus), soit en ligne. Cela n'influe pas sur la valeur finale de 
дене, 62, сз). En effet, on vérifie facilement l'égalité 


ji 012 dis ij G21 AI 
21 Чо U23 = | 412 Wor ‘aa |. 
Gai Har das (13 Gan dan 


2. Un déterminant d'ordre 3 peut se décomposer en une combinaison linéaire 
de 3 déterminants d'ordre 2. Par exemple, 


йу ou Ou 
dai (gg Maa 
Mal Gag Aaa 


11022033 + 31032013 + 31012023 = 03122013 = 031812033 — 113223 


811422033 = 43223) = Az (010033 — 032013) + 031 (12023 — 022013] 


соо do 
йаз da 


(113 ü13 
223 ds 


Чіа la 


= dl 
Han Gan 


+ Ga 


On dit que l'on a développé le déterminant d'ordre 3 par rapport à sa premiere 
colonne. Nous reviendrons sur cette remarque au 8 11.1.5. 


11.1.4 Déterminant d'ordre n 


Nous généralisons maintenant les notions de forme bilinéaire alternée et de 
forme trilinéaire alternée en introduisant celle de forme multilinéaire alternée. 


i105 


" SARRUS, Pierre (1798, Saint Affrique (dans l'avevron) - 1861, Saint Affrique). Mathéma- 
ticien francais, Professeur à la Faculté des Sciences de Strasbourg. 
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Définition 11.5 Soit E un K-espace vectoriel et n £ N, n 2 2. 
) 


X Une application (c1,€3,...,c4) € E" —— (е, Ca... € K est une 


forme n-linéaire alternée si elle est linéaire en chacune de ses variables. 
X La forme n-linéaire y : E" — É est dite alternée si 


wien, Car, Cn) = Ü 


dés que au moins deur des vecteurs C1, Ca, ..., Cn sont égaur. 


Commentons cette définition. 


— Dire qu'une application e ` E" =+ K est n-linéaire signifie que pour tout 
entier + € [1,2,...,n] et pour tous vecteurs ej, j € (1,2....,n) \ {ih 
appartenant à E, l'application 


c; € E — (ei... Ci Cis Cyn al EK 
est linéaire. 
— Lorsque l'on permute les vecteurs бү, ..., Cn, la valeur de q(e,..., c4) est 
inchangée à un signe multiplicatif prés. On rappelle que toute permutation 
est décomposable d'au moins une manière en un produit de transpositions 


(voir l'exercice 8, p. 78). En notant ©, l'ensemble constitué de toutes les 
permutations de l'ensemble [1,2,..., n], on a 


Ча € Gn (е1). Coi- -s Coin)) = &(©}р(сү,со,... Cn) 


avec el) = +1 (respectivement ef) = —1) lorsque la permutation т peut 
s'écrire comme le produit d'un nombre pair (resp. impair) de transpositions. 
Le nombre e(o) s'appelle la signature de la permutation c. 

Cas d'un espace vectoriel de dimension 7 


On suppose n > 2. Pour trouver une forme n-linéaire alternée у: E" — К, 
nous nous placons dans un espace E de dimension n que nous munissons d'une 
base B = (eren... Gel, L'expression de р s'obtient alors en développant 
per, Car... Gel où chacun des vecteurs Ci, Ca... ‚Cn est décomposé dans la 
base B comme suit 


Fi тв - 
Ci = 3 | jac, m 3 Tig dEi ++ Cr = d di, nein: 
1g21 


ір ==] Ze Pl 


Оп a done, puisque y est une forme n-linéaire alternée, 


v > бе. bD (044 Zine ess >` au ne.) 


ij=l ig] isl 
тї TL 
> i Kä 04, 104,2 - Ain n P (Ei Bian. es, )- 


i;-lig-1 in =Ï 


(ei, Ez, Cn) 


n 
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Parmi tous les termes présents dans la somme (il y en a n"), tous sont nuls 
sauf ceux pour lesquels 


diin... fa) =0(41,2,....n4) 


avec т une permutation de l'ensemble {1,2,...,n}, c'est-à-dire т € Gp. Rap- 
pelons qu'il y a n! permutations de l'ensemble {1,2,...,n}. On obtient ainsi 


ele, Ca,- -e Cn) = b» Gerili i Brjah ee Gate) n Pl € c1). E TP TTE Erin} )- 
meg 


Par commodité, nous utilisons la notation indicielle suivante : 


n 


CT = Ue) * Ge(2).2 X... X loinn 
i=] 
De plus, puisque ples) Geist) =E(0)pl€1,....,. en) pour tout т € Gn, 
"n 
Glen, Cas: En] = | Kä (к au) vele, ez... Enl- (7) 
TES „ ï= 1 


Afin d'alléger les notations, on note parfois w(c.....,. Ca] sous la forme (F) 
oü F est la famille définie par F = Ier... Gel, Ainsi, l'égalité (7) donnée 
ci-dessus s'écrit 


ei.) = (Део) х p( B). (8) 


EG, 


Une forme n-linéaire alternée  : E" — K où E est un K-espace de dimension 
n, est par conséquent entièrement déterminée par son action sur une base de E. 
La définition suivante a alors un sens. 


Définition 11.6 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 2. Étant 
donnée une base B = (E1, ez... €n) de E, on appelle déterminant d'ordre 
n dans la base B l'unique forme n-linéaire alternée notée беёд : E" — E 
vérifiant 

detse ez... €&) = 1. 


Si pour tout j € (1,2,...,n) on note ату, алу, +++, An les coordonnées du 


vecteur c; dans la base B alors 


detg(ci, Ca... Ca) déf > (zo) По) 
i=] 


meg. 


où &„ désigne l'ensemble des permutations de {1,2,...,n}. 
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Òn note symboliquement 


C] Ca En 
Ou 813 Gin | €1 
not, П без Er 
detg(€1,€3,...,€4) = Hä 22 Aan 2. 
dn] Ung "rr Con En 


Il est évident que la formule donnant l'expression d'un déterminant d'ordre n 
généralise celle d'un déterminant d'ordre 3 (voir la définition 11.4, p. 471). On 
retrouve aussi l'expression d'un déterminant d'ordre 2. En effet, 


2 
> (eo) Пао) = Y £(0)46(1),196(2),2 


себу i= sE le mal 


dii di 
Hai (za 


E(01)09,(1),120:1(2),2 + (92) (1),100 (29,2 


car Өз = (01,02) avec о = | | : EE Lo, 
eom (1) =] et my (2) = 2, d'ou g1).1 = i1 et or, (21,2 = ds, 
т(1)=2 et 0:(2) = 1, d'où ази) = 0л e asyg= 012. 


De plus, £(m1) = 1 et elos) = —1. Finalement, 


Ui 019 


= 013055 — 2021012. 
ai dep 


Om a ainsi retrouvé l'expression d'un déterminant d'ordre 2. 


Notations 


Soit n = 2. Pour toute famille F = lei.) de vecteurs de E, on note 
parfois detg(€1,..., Ca) sous la forme detg(.F). En particulier, l'égalité 


detg(e1,€2,...,64) = l 


s'écrit aussi 


dets (B) =1. 


Remarques 


1. D'après la définition de la forme dets : E" — K. l'égalité (8) s'écrit main- 
tenant sous la forme 
e(F) = detz(F) x p(B) (9) 


où F désigne une famille de n vecteurs de E et où 2: E" — K désigne une 
forme n-linéaire alternée (quelconque). En particulier, puisque la forme detg 
est elle-même n-linéaire alternée, elle vérifie aussi l'égalité (9) et, dans ce cas, 
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cette dernière est triviale. On peut aussi considérer comme forme n-linéaire 
alternée, le déterminant dans n'importe quelle autre base C de E. Ainsi, pour 
toute famille F de n vecteurs de E, 


detc(F) = detg (F) x det (S) (10) 
ou encore, en inversant les röles des deux bases B et б, 
detgi F} = dete (F) x detg(C). (11) 


Ce dernière égalité nous sera utile pour démontrer la premiere propriété de la 
proposition 11.3. En particulier, en choisissant JF égale à C dans (10), ou encore 
F égale à B dans (11), on obtient 


I = detg(C) x dete (B). 


car dete (C) = 1 = іеі (В). Nous utiliserons ce résultat dans la démonstration 
de la proposition 11.1. 


L'intéret de disposer d'une forme n-linéaire alternée devient évident au vue de 
la proposition suivante. 


Proposition 11.1 Soient Ë un K-espace vectoriel de dimension n = 2 muni 
d'une base B el Ui, Up, ..., Un des vecteurs de E. Une condition nécessaire 
el suffisante pour que vj, Ug, .... Un forment une base de E est que 


detis (t; , va, ue Un) Fu. 


Démonstration Montrons que si detg(vi...., Dal est non nul alors la fa- 
mille (15,..., t) est libre et constitue done une base de E puisque 


card(z,;,... Ua) = dimg( E). 


Utilisons un raisonnement par contraposée. Supposons la famille (t;,..., Gel 
liée et montrons que detg(1;..... v4) = Ü. D'après la proposition 8.6 (voir 


p. 320), un de ses vecteurs s'écrit alors comme une combinaison linéaire des 
autres vecteurs : 


j-lgjzi 
où 3; € К pour tout j € {1,2,..., n) \ [i]. On en déduit 


detg (t1,..., Gel = detg(vi,..., Vi- 14 У GU Vin eeen Uni 
joli 


[11] — 
"Elle s'écrit en efiet sous la forme 


detg[ F] = dets; (F) x detg( B), 
c'est-à-dire detg( JF) = дев] puisque detg(8') = 1. 
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et par la propriété de linéarité de la forme dets par rapport à sa d-ibme variable, 


FE 
detg (v1,.:.;, Un) = SE Bj dote... vi 1, Vj; Bei... Un}. 
FGEC 


П apparait ainsi n — 1 déterminants dans la somme de droite. Pour chacun 
d'eux, le vecteur v; y est répété deux fois. Puisque la forme dets est alternée, 


chacun de ces n — 1 déterminants est nul et on en déduit que dets (tj, t) 
est nul. 
> Montrons maintenant la réciproque. Supposons la famille (v,,...,v,} libre 


et montrons que detg(t,,..., v4) É 0. Puisque (v,,..., v4) est libre et puisque 
son cardinal est égal à la dimension de E, c'est donc une base de E. Notons- 
la désormais C. On peut ainsi définir l'unique forme n-linéaire alternée notée 
dete : E" — K vérifiant де (С) = 1. La relation suivante (nous l'avons 
établie plus haut) 

1 = detg(C) x dete(B) 


permet de conclure directement car il est clair que detg(C) ne peut être nul. O 


Déterminant d'une matrice carrée 


En s'inspirant de la formule donnée dans la définition 11.6, on peut définir le 
déterminant d'une matrice carrée indépendamment de tout. contexte vectoriel. 


Définition 11.7 Soit А = (ais iei. jen une mairice carrée d'ordre n > d On 
appelle déterminant de A, et on note det(A), le scalaire `` 


det( À) er x` (sto) Цао). 


ses, i=] 


Donnons à présent une interprétation vectorielle au déterminant d'une matrice 
A d'ordre n. Considérons un K-espace vectoriel E de dimension n 2 2, muni 
d'une base B et désignons par či, ..., c, les vecteurs de E dont les coordonnées 
par rapport à B correspondent aux colonnes Су, ..., C, de A. Le déterminant 
de la matrice А s’interprete alors comme le déterminant des vecteurs ey, .... 
En de E par rapport à la base B: 


det(A) = detg(ci...., En) 


et on écrit parfois 
det(A) = det(C;,..., Ch). 


CH La notion de déterminant est dépourvue de sens pour des matrices rectangulaires et non 


carrées. Il ne faut pas faire l'amalgame avec le rang d'une matrice qui, lui, eat défini pour 
n'importe quel type de matrice (qu'elle soit rectangulaire ou carrée). 
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C'est l'écriture que nous avions utilisée au paragraphe 11.1.1. 


Remarque ЇЇ est clair que detg(B) = 1 pour toute base B d'un K-espace 
vectoriel E de dimension n > 2. On en déduit que pour tout entier n = 2, 


det(L,) — 1. 


La caractérisation suivante est tres utile en pratique. 


Proposition 11.2 Pour qu'une matrice carrée d'ordre n z 2 sur IK soit inver- 
sible il faut et il suffit que son déterminant soit non nul. En d'autres termes, 


pour toute matrice carrée A d'ordre n > 2 sur K, 


AcGL,(K) <=  det(A) Z 0. 


Démonstration L'inversibilité de la matrice À carrée d'ordre n équivaut š 
l'indépendance linéaire de ses r vecteurs colonnes, qui équivaut à son tour 


à 
det(A) # Ü. D 


Proposition 11.3 Soit n. un entier naturel supérieur ou égal à 2. Pour tous 


A,BEM„(K), on a : 


det(A x B) = det( A) x det(B). 


En particulier, si A € GL, (E) alors det( A^!) 


Démonstration t> Elle s'effectue en considérant séparément les cas où A est 
inversible et ой A n'est pas inversible. Supposons dans un premier temps la 
matrice A inversible. Elle s'interprète alors comme une matrice de passage 
d'une base B d'un K-espace vectoriel E de dimension n à une base C du même 
espace, Cela signifie que sa j-ieme colonne est formée des coordonnées dans la 
base B du j-ième vecteur de la base C. On a ainsi 


det(A) = detg(C). (12) 
Soient Ci, ..., Cj, les colonnes de la matrice B et Ci, ..., C, celles du pro- 
duit AB. Désignons par Z la famille constituée des vecteurs de E dont les 
coordonnées par rapport à C correspondent à Cj, ..., CL. autrement dit telle 
que 

det(B) = dete (F). (13) 
П est clair que C; = AC; pour tout j € [1....,n]. Les colonnes de la matrice 


produit AB contiennent ainsi les coordonnées des vecteurs de F par rapport à 
la base B. On a donc 
det( AB) = detg{ F}. (14) 
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Or, nous avons vu que l'on pouvait écrire (voir page 476) : 
detg( F) = detc(F) х detg(C). 
Ainsi, en tenant compte des égalités (12), (13) et (14), on en déduit que 
йе (АВ) = det(B) x det(A). 
Le cas oü A n'est pas inversible est immédiat. On a det(A) = 0 (d'après la 
proposition 11.2) et la matrice produit AB est nécessairement non inversible 
car, sinon, il existerait une matrice C telle que (АВ)С = In, ou encore, par 


associativité du produit matriciel, telle que A(BC) = L, et A serait inversible. 
On a donc det(AB) — 0 et l'égalité det( AB) — det(B) x det(A) est satisfaite. 


> Soit A € GL,(K). En prenant la matrice B égale à A^! (qui existe puisque 
A est inversible) et en utilisant le fait que det(L,) = 1 pour tout n € N tel que 
n > 2, on obtient 

1 = det(A) x det(A 1). 


On en déduit d'une part que les deux scalaires det(A) et det(A 1) sont non 
nuls puisque leur produit est non nul, et d'autre part que 


det{A=1) = 1/det(A), 
ce qui termine la démonstration. = 


Remarques 


1. Puisque le produit est commutatif dans IK, on déduit de la proposition 11.3 
que, pour tous A, B € M (E) avec n > 2, 


det{A x B) — det(B x A). 


2. Soient A et B deux matrices de M, (E) avec n = 2. Si A et B sont semblables 
alors leurs déterminants ont là méme valeur. En effet, A et B sont semblables 
signifie qu'il existe une matrice P € GL,{K) telle que B = P-!AP et on en 
déduit 


det(B) = det(P-! AP) = det(P^! ) x det(A) x det(P) = det(A) 
car det(P^!) = 1/det(P). 


Proposition 11.4 Pour tout A € Mj,(K) avec n 2 2, 


det(A) = det(AT). 


Démonstration Rappelons que si А = Lou lei. zen alors AT = СРЯ Jen 
avec аң, = a5, 1 < i, j < n. On doit montrer que det(A) = det(AT), autrement 


dit que 
Kë («T асы) = > (ste) Ile.) (15) 


mE. теб. 
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Soit œ € &,. En posant j = c(i), soit i = c^! (j), on a 


n 


Т 
Ile“. - [Ie (16) 


ї=1 j=l 


Un tel changement d'indice revient en fait à röordonner le produit des scalaires 
а... 73,20 eee Daten Suivant le premier indice. `` On vérifie facilement 
que la signature d'une permutation g et celle de sa réciproque, la permutation 
c l, sont identiques. En multipliant le terme de gauche dans (16) par é(o) et 
celui de droite par sie 1), on obtient 


e(a) [| амгы = to") [M а-у). (17) 


Il revient au méme de sommer le terme de gauche dans (17) par rapport à 
т € ë, que de sommer le terme de droite de (17) par rapport à a’! € &,. 


Ainsi, 
kB (et) По.) = 5 (007 T о). (18) 


теё. Gel o 1248, j=] 
On reconnait à gauche dans l'égalité (18), l'expression du déterminant de A. 
Intéressons-nous à celle de droite. On a 


3t Lie na, ul = у (ete) DT аш) (19) 
ECH 


le, ve, =] 


ой on a remplacé o~t par œ (puisque l'indice de sommation est muet) et j par i 
(puisque l'indice de produit est aussi muet). On reconnait cette fois-ci à droite 
dans l'égalité (19) l'expression du déterminant de AT. En regroupant (18) et 
(19), on obtient finalement (15), c'est-à-dire det(A) = det{AT). LI 


Remarque Soit A € M,(K) avec п = 2. Rappelons que les colonnes de la 
matrice AT correspondent aux lignes de la matrice A. Puisque le déterminant 
de A et celui de sa matrice transposée, la matrice AT, sont égaux, le déterminant 


KEN Pour s'en convaincre, plaçons-nous, à titre d'exemple, dans le cas ой n = 4 et considérons 
la permutation 
25 | i 2 3 4 | 
34 2 LI 


On a gii) = 3, el) = 4, old) = 2 et old) = 1. D'où 


(1р1 X ons * (araya < боду 
= азу X 042 X 023 X 014 


da X 093 X 031 X 342 où on a réordonné suivant le ler indice 


= Ün r - 11) Ж бл „—-1үлу X Sala X Bier (a) 


car cr (1) = 4, a7! (2) = 3, 07 (3) = 1 et o7 (4) = 2. 
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de A s'obtient aussi en calculant le déterminant de ses lignes Li, La, ..., In; 
et on écrit 


det(A) = det(L;, Lo, . . , Lu). 


11.1.5 Développement d'un déterminant suivant une colonne ou une ligne 


En pratique, la formule du déterminant d'ordre n donnée dans la définition 11.6 
est rarement utilisée. On lui préfere la formule de récurrence (sur l'ordre) donnée 
ci-après. 


Soient A une matrice carrée d'ordre n > 3 telle que A = (a;j)1<ijgn. Son 
déterminant est donné par 


TL 


det(A) = V^ (En X aij х det(A) ) 


i-l 


oü l'indice j prend une valeur quelconque entre 1 et n, et où A désigne 
la matrice carrée d'ordre n — 1 obtenue en supprimant dans A la i-iéme ligne 
et la j-ième colonne. On dit que Гоп a développé le déterminant suivant la 
j-ieme colonne. Afin d'alléger l'exposé, nous décidons de ne pas démontrer ce 
résultat. 


Pour tous í, j € {1,2,...,n}, le déterminant de la sous-matrice AU) s'ap- 
pelle le mineur de aj; dans A et le produit (—1)**^det(AU) s'appelle le 
cofacteur de a;; dans A. 


Ainsi, un déterminant d'ordre m se décompose en une combinaison linéaire 
de n déterminants d'ordre n — 1, ces derniers se décomposant chacun en une 
combinaison linéaire de n = 1 déterminants d'ordre n = 2, et ainsi de suite 
jusqu'à s'étre ramené à l'ordre 3. À ce niveau-là, on a le choix entre 


— calculer directement chacun des déterminants d'ordre 3 en utilisant la régle 
de Sarrus, 


- ou développer chacun des déterminants d'ordre 3 par rapport à une ligne 
ou à une colonne pour faire apparaitre une combinaison linéaire de déter- 
minants d'ordre 2. 


Nous insistons sur le fait que le calcul d'un déterminant est indépendant du 
choix de la colonne par rapport à laquelle on effectue le développement. Ainsi, 
on développera de préférence par rapport à la colonne comportant le moins de 
termes non nuls. 


HO Vous en trouverez une démonstration dans l'ouvrage : Algèbre Г, J.-M. Monier, Collection 


J'intégre (Dunod, 2000). 
Rappelons que la règle de Sarrus n'est valable que pour les déterminants d'ordre 3. Elle 
ne peut done être généralisée pour n z A. 


ED 
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кү» Р " T ( LO] 
Exemple En utilisant un développement par rapport à la première colonne, 


2c ü Ü 
SI — 2 Zu é -5| 0 dÉ eh 
(4) Ü 1 Ü 1 —1 2 
3 Ü 1 w— O 
= ñ = ñ 
Оп peut aussi developper par rapport à la deuxieme colonne : 
2 of 0 
5 A 2 =-|3 | |=- 
3 ó 1 


Puisque le déterminant d'une matrice et celui de sa matrice transposée sont 
égaux, on peut aussi développer le déterminant suivant n'importe quelle ligne. 
Par exemple, en développant par rapport à la deuxieme ligne, 


2 0 0 
si) AH al) | = —5 0 i-i 11-213 EET 
0 1 3 1 3 Ü 


= () = Ü 
Déterminant d'une matrice triangulaire 
La formule de récurrence d'un déterminant nous donne immédiatement l'ex- 


pression du déterminant d'une matrice triangulaire. 


Proposition 11.5 S: T = (tis lg; jen est une matrice triangulaire (inférieure 
ou supérieure) alors son déterminant est le produit de ses coefficients diago- 
nodum: 


det(T) — П i 


i=l 


Démonstration Rappelons que si une matrice est triangulaire supérieure, alors 
sa transposée est une matrice triangulaire inférieure. De plus, le déterminant 
d'une matrice et celui de sa transposée sont égaux. Ainsi, nous n'effectuons la 
démonstration que dans le cas d'une matrice triangulaire supérieure. Démon- 
trons la propriété en utilisant un raisonnement par récurrence sur l'ordre n. Il 
est clair que la propriété est vraie pour n = 1. Supposons-la vraie à l'ordre n — 1 
(c'est notre hypothèse de récurrence) et montrons qu'elle est vraie à l'ordre m. 
Soit T une matrice triangulaire supérieure d'ordre t : 


Fio йз -e Em 

Ü taa +++ Бра 
Т = 

0 аул ü Lon 


US est à noter la présence symbolique du signe de (—1)'*7 (où i est l'indice de la ligne et 
j celui de la colonne correspondant au coefficient considéré] en exposant de chacun des 
termes de la colonne par rapport à laquelle on a développé. Cela aide à ne pas les oublier 
lorsque l'on développe! 
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En développant par rapport à la n-ième ligne, on obtient 


у fg c fin (fu fua co fa 


Ü f == tan | Ü Io + Dat (об) 


d ic Ü Fran = 1 | 0 NA 0 ба 1.61 
Utilisons à present notre hypothèse de récurrence. Elle s'écrit 
п a co Dal 
Ü io fan = 
a | = [T ta. (21) 
| А: : i=1 
Ü ad ü nn] 


En injectant (21) dans (20), on obtient 


ml ri 
дет) = trin x [[tu. c'est-à-dire det(T) = [| tú. 
iml del 
ce qui termine la récurrence sur n. LI 


On déduit immédiatement des deux propositions 11.2 et 11.5 la caractérisation 
suivante. 


Corollaire 11.1 Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice 


triangulaire (supérieure ou inférieure) soit inversible est que ses coefficients 
diagonaur soient tous non nuls. 


1L1.6 Propriétés des déterminants 


Chacune des propriétés que nous énongons dans ce paragraphe se justifie en 
considérant le déterminant comme une forme multilinéaire alternée. Pour bien 
les assimiler, nous conseillons de les vérifier sur un déterminant d'ordre 2 ou sur 
un déterminant d'ordre 3. Rappelons que le déterminant d'une matrice et celui 
de sa matrice transposée sont égaux. Par conséquent, toute propriété énoncée 
par rapport aux colonnes reste valable si elle est énoncée par rapport aux lignes. 
Il nous semble plus approprié d'énoncer chacune des propriétés du déterminant 
par rapport aux rangées, englobant ainsi lignes et colonnes. 

- PROPRIETE 1 : si tous les éléments d'une méme rangée sont nuls alors le 

déterminant est nul. 


- PROPRIÉTÉ 2 : si l'on permute deux rangées du même type (ligne ou co- 
lonne) alors le déterminant change de signe. 


- PROPRIÉTÉ 3 : si l'on multiplie par œ € K tous les éléments d'une méme 
rangée alors le déterminant est multiplié par a. Par exemple, 


12 4 4 4 1 1 1 1 1 
3 10|=4|3 1 0/—4x3|1 1 0 
3 Ü 1 301 1 Ü 1 
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En particulier, si toutes les rangées d'une matrice n x n sont multipliées par 
le méme scalaire œ alors son déterminant est multiplié par a". Autrement 
dit, 

va EK VAEM,(K) det(aA) = a"det(A). 


Par exemple, 

1 0 1 
0|z4*|1 2 0 |=4 x7. 
2 Ü 1 3 


- PROPRIÉTÉ 4 : si une rangée s'écrit comme une combinaison linéaire des 
autres rangées du méme type alors son déterminant est nul. En particulier, 
si deux rangées paralléles sont égales alors le déterminant est nul. 


- PROPRIÉTÉ 5 : le déterminant ne change pas lorsque l'on ajoute à une 
rangée une combinaison linéaire des rangées du meme type, à l'exception de 
la rangée considérée. 

Les propriétés du déterminant que nous venons d'énoncer sont tres utiles dans 
les calculs. En effet, avant de procéder au développement par rapport à une 
colonne ou à une ligne, on à souvent intérét à faire apparaitre le plus de zéros 
sur la ligne ou la colonne par rapport à laquelle on a choisi de développer. 


Exemples 
1. Calculons le déterminant D, suivant 
(14-1/3 (1-2)/3 (1 +1)/3 
D = | (1-2i)/3 (1+i)/3 (1c i)/3 
(121.3 Drun (1-23 


oü i? = —1. Toutes les lignes étant multipliées par 1/3, on en déduit 
1+1 1-3 1+1 
Di =— | 1-2 1+1 1+1 
1+1 1+1 1-21 
En retranchant la colonne 1 aux colonnes 2 et 3, on obtient 
1 1+i —3 Ü 
Di = 37 1-4 Зі ài 
1+1 0 —3i 
Puis, en additionnant la ligne 3 à la ligne 2, il vient 


1+1 -3i 0 
D=>|2-i 3 0 
2| +i 0 —3i 


Enfin, en développant par rapport à la dernière colonne, on trouve 


1+1 —di 


Жез. ар 
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2. Calculons à présent le déterminant Ds suivant 


1 1] 1 
D.= 1 j jy 
1:37 9 


où j = e#!7/3. En additionnant les colonnes 1 et 2 à la troisième colonne, et en 
tenant compte de l'égalité 1 + j +j? = 0, il vient 


| 1 
Dell j Dt, 
10 


d'ou, en développant par rapport à la troisième colonne, 


l j 25 
ek i: = 3j(j — 1). 


Exercice 1 Calculer les déterminants d'ordre n suivants : 


1 1 1 1 Inn n 

1 1 Ü n 2 nm n 
А„=|1 0 1 el D. =] m n 3 

0 п 

1 ü 0 1 n m n m 


Application au calcul du rang d'une matrice rectangulaire 


Nous donnons dans ce paragraphe une méthode permettant le calcul du rang 
d'une matrice rectangulaire, basée sur la théorie des déterminants. 


Définition 11.8 Soit A € M, ,(K). On appelle déterminant d'ordre k 


extrait de À tout déterminant d'une matrice carrée d'ordre k déduite de A 
par suppression de n — k lignes et de p — k colonnes. 


En particulier, une matrice carrée déduite de A par suppression de n — 1 lignes 
et de p— 1 colonnes est d'ordre 1. On l'identifie alors à un scalaire et on convient 
que son déterminant est égal au scalaire lui-même. 


Le résultat suivant peut s'avérer très utile en pratique. 


Proposition 11.6 Soit A une matrice non nulle de M, ,(K). Le rang de A 


est le plus grand entier p tel qu'il existe un déterminant non nul d'ordre p 
ertrait de А. 
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Démonstration Pour une démonstration de ce résultat, nous renvoyons le lec- 
teur à l'ouvrage : Algèbre L J.-M. Monier, Collection J'intégre (Dunod, 2000). 
= 


Exemple Calculons le rang de la matrice rectangulaire 4 x 3 suivante 


Єй dn GAN e 
3 gx ba h 
S N be Ô 


Son rang est au moins égal à deux puisqu'il existe (au moins) une matrice 
extraite d'ordre 2 dont le déterminant est non nul. Par exemple, la matrice 
obtenue à partir de A par suppression des deux dernieres lignes et de la dernière 
colonne convient car 
1 2 
j Z 


É 0. 


Examinons à présent les déterminants d'ordre 3 extraits de A. Intéressons-nous 
d'abord à la matrice extraite correspondant aux trois premières lignes de A. 
Son déterminant est nul : 


1 2 0 

3 2 21=0. 

4 4 2 
En revanche, la matrice extraite obtenue en supprimant la premiere ligne a un 
déterminant non nul : 

3 2 2 

d 4 2 |70. 

5 6 0 
On a donc exhibé un déterminant non nul d'ordre 3 extrait de A. Il est clair 
qu'on ne peut pas extraire de déterminant d'ordre supérieur (puisque la matrice 


est de type (4, 3)). On conclut donc que le rang de A est égal à - Set 


11.2 Généralités sur les systémes d'équations linéaires 


11.2.1 Définition 


Commençons par la definition générale d'un systeme d'équations linéaires. Les 
entiers m et p sont toujours non nuls. 


CT À titre d'entrainement, on peut vérifier que la méthode des zéros échelonnés confirme ce 
résultat. 
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Définition 11.9 X On appelle système de n équations linéaires à p in- 
connues et à coefficients dans E ` un système d'équations de la forme : 


Gti + Gale +…+ Giplp = h 
ant + ün t+... tat, = bo 


(5) 
йл fi + ügzfa +... + UnpEp = b, 


ou les inconnues sont les scalaires Тү, £e Ep de K et où les données 
sont les scalaires aj; de K pour l < i € n et 1 € j € p (appelés coeffi- 
cients du systeme} et les scolaires b; de K pour 1 < i € n (appelés seconds 
membres du système). 


À On appelle solution du système tout p-uplet (1,23 
vérifie les n équations du système précédent. 


Х Un système est dit homogène si lous les seconds membres sont nuls. 


Un système d'équations linéaires peut avoir 


plus d'équations que d'inconnues (c'est le cas sin > p et le systeme est dit 
surabondant ), 


moins d'équations que d'inconnues (c'est le cas sin < p et le système est 
dit sousabondant ), 


- autant d'équations que d'inconnues (c'est le eas si n = p). 


On note 5 l'ensemble de tous les p-uplets Le, ra...) гь} € KP vérifiant les n 
équations du système (8). I] vérifie 


Det? 


ï= Ï 
où, pour tout i € (1, 2,..., п}, H; est le sous-ensemble de KF défini par 


def. 
Hi ef TES Tp) € KP | айя + antat... атр = b; b. 


П est à noter que, pour tout i € [1,2,....n], Mi n'est pas, en général, un 
sous-espace vectoriel de FEF puisqu'il ne contient pas le vecteur mul, sauf si 


b, Е о?” 


Comme nous le verrons, un systéme linéaire de type (n, p) peut, soit ne posséder 
aucune solution, soit en posséder une seule, soit en posséder une infinité, et il 


TU : . i 
' "Оп dit aussi un système rectangulaire de type Ir, p) OM HE X p. 


a Les sous-ensembles Hi, Ha... Hu sont qualifiés de seus-espace affine de dimension р 1 
[on dit aussi hyperplan affine). I sera établi plus loin, qu'à l'instar des sous-ensembles 
Hi. Ha, ..., Ha. l'ensemble $ des solutions d'un système linéaire ne possède pas de 


structure de sous-espace vectoriel de KF, sauf dans le cas particulier où tous les seconds 
membres sont nuls. 
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n'y a pas d'autres alternatives. Ce n'est pas parce qu'un systéme possede 
autant d'équations que d'inconnues qu'il possède nécessairement une solution. 
Le « bon » critère porte non pas sur la taille du système mais sur son rang 
(le rang d'un système sera défini au 5 11.2.3). Néanmoins, remarquons dès à 
présent qu'un système homogene de type (n. p) admet toujours pour solution 
le vecteur 
(0,0,...,0) € KP, 

qualifié de solution banale ou solution triviale, et ce quelles que soient les 
valeurs prises par n et p. 


Définition 11.10 X On dit que deur systèmes linéaires sont équivalents s'ils 
ont le méme ensemble de solutions. 


X Un système est dit déterminé (respectivement indéterminé) lorsqu'il pos- 
séde une unique solution. (resp. une infinité de solutions). 


11.2.2 Interprétation matricielle 


П est commode d'écrire un système de type (m, p) sous la forme d'une équation 
matricielle. Pour cela, considérons la matrice rectangulaire A € M„„(K) et les 
matrices-colonnes X € M, j (K) et Be M, (IK) définies par 


й Aaa coo “dip Tı bi 

бә] боз rr Ор Ez b; 
A= А . : , X= А et B= 

Tr] ул Be Den En bn 


Le systeme (S) s'écrit sous la forme d'une équation matricielle (équivalente au 
système) 
(EM) AX- B 


où les données sont la matrice rectangulaire A £ M, ,(K) et la matrice-colonne 
B € M, (ÉX), et oü l'inconnue est la matrice-colonne X € M, i (K). Par consé- 
quent, il est équivalent de résoudre le systeme (8) ou de résoudre l'équation ma- 
tricielle (EM). Dans ce cas, il s'agit de déterminer toutes les matrices-colonnes 
X de M, 1(K) vérifiant l'équation matricielle AX = B. 


Remarque En notant Cj, Ca, ..., C, les colonnes de la matrice A (ce sont 
des éléments de M, 1(IK)), l'équation matricielle (EM) peut aussi s'écrire sous 
la forme 

(EM) zi + Tala +...+ Tp Cp = B. 


Nous utiliserons parfois cette écriture. 
^" Lorsque l'application n'est pas linéaire, il v a d'autres alternatives. Par exemple, l'équa- 


tion 22 = 4 possède deux solutions distinctes. L'application z £ R ++ z2 € Е n'est pas 
linéaire. 
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Définition 11.11 Un système d'ëquattan matricielle AX = B avec 


A eMail, Xe M, (K) e BeM,(K) 


est dit rectangulaire. En particulier, il est dit 

- échelonné si la matrice A est échelonnée, 
carré si la matrice À est carrée, 

- triangulaire si la matrice À est triangulaire, 


diagonal si la matrice À est diagonale. 


11.2.3 Interprétation vectorielle 


Pour discuter de l'existence de solutions à l'équation matricielle (EM), nous 
allons réécrire cette derniere sous la forme d'une équation vectorielle. 


Équation vectorielle équivalente 


On sait qu'il existe une unique application linéaire f : KP — К" admettant 
A € Me pl) pour matrice associée relativement aux bases canoniques de EP et 
de Е". Nous l'avons appelée application canoniquement associée à A. Notons 


т = {(ту.то,...‚,ш„}Е KP et b= (bhbn. ba) € K". 


Le système d'équations linéaires (S) et l'équation matricielle (EM) sont alors 
équivalents à l'équation vectorielle 


(EV) fix) = 6 


où l'application linéaire f € Cw (KF, K") et le vecteur b € K" sont les données 
du probléme, et le vecteur m € KF l'inconnue du problème, Ainsi, il est équi- 
valent de résoudre le système (S) ou de résoudre l'équation (linéaire) vectorielle 
(EV). Il s'agit par conséquent de trouver tous les vecteurs z appartenant à KP 
qui vériBent l'équation (EV). L'ensemble des solutions s'écrit 


S = {æ € К" | f(z) = bj. 


Remarque En notant er, ez, ..., ер les vecteurs de la base canonique de KP, 
l'équation vectorielle (EV) s'écrit 


(EV) хусу + raea +... + Tri, = b 


où c = Де), ca = flies), ..., ep = Лер). C'est la version vectorielle de 
l'égalité matricielle (EM'). Résoudre (ЕМ), ou de manière équivalente résoudre 
(EV'), revient donc à chercher si le vecteur b est combinaison linéaire des 
vecteurs Ci, Co, ..., б, et, le cas échéant, à trouver toutes les combinaisons 
linéaires possibles auquelles b est égal. 
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Discussion sur l'ensemble des solutions 


Nous allons maintenant chercher à caractériser l'ensemble 45. Est-il vide? S'il 
ne l'est pas, possède-t-il un ou plusieurs éléments ? Remarquons sans attendre 
que si b = Ox» (l'équation est dite homogene) alors 


& = Ker f. 
Or le noyau de f n'est jamais vide puisqu'il contient toujours le vecteur nul. 


Ainsi une équation homogene n'est jamais impossible. Elle admet toujours Og» 
pour solution. 


Proposition 11.7 Soient f : KP — K" une application linéaire et b un 
vecteur de K". Alors l'ensemble S = {кж € EF | f(x) = b) vérifie 


1. £ =W sz b Z Пај; 


LS s= {£ +v |v € Kerf} si bë Im f, oü est un vecteur de KP tel que 


f (ë) = b. 


Démonstration 0 est clair que si b £ Im f alors 5 = Ñ et l'équation est 
impossible (voir p. 38). Supposons à présent que b € Im f. Cela signifie qu'il 
existe au moins un vecteur appartenant à KP, notons-le £, tel que 


et on a Š x Ü (puisque x € S). L'équation est possible. Montrons maintenant 
que les deux ensembles & et (Z + v | v € Ker f] sont égaux. Soit zm € $S. 
Raisonnons par équivalence. On a 


f(x) =b <= Да) = Л) = fr — 2) = Оқ". 


Ainsi, l'appartenance de z à & est équivalente à l'existence d'un vecteur v de 
Ker f tel que œ — £ = v, c'est-à-dire tel que x = 2 + wv, ce qui termine la 
démonstration. = 


Remarques 


1. Dans le cas particulier oü l'équation est homogène, l'ensemble & constitue 
un sous-espace vectoriel de KP, puisque A est le noyau de f. En revanche, 
en général, Š ne possède pas de structure de sous-espace vectoriel. Pour s'en 
convaincre, il suffit de prendre deux vecteurs te; et wo dans A et de vérifier 
que leur somme n'appartient pas au méme sous-ensemble 5 (c'est immédiat). 


2. La dimension de Ker f s'obtient grâce au théorème du rang : 
dime (KP) = rg f + dimg (Ker f}. 
D'où, en notant r = rg f. 
dimg (Ker f) = p — r. 


Supposons qu'il existe une solution # à (EV). 
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Si Ker f est réduit au vecteur Ок alors 2 est l'unique solution à (EV) 
puisque 

© = [zcv (ne {0к» |} ЕЯ IS + Ox») — [a]. 
Le système (S) équivalent à (EV) est déterminé. 


Si maintenant dimg (Ker f) = 1 alors cela signifie qu'il y a une infinité de 
solutions à (EV). En effet, si on note vi... vy ., les vecteurs d'une base 
de Ker f, alors 


Yw ES las... over) € KP" wertet +... рр. 
——À mm” 
€ Ker f 
La forme générale d'une solution dépend donc de p — r scalaires que sont 


les coordonnées d'un vecteur de Ker f dans une base du meme sous-espace 
Ker f. Dans ce cas, le systeme (S) équivalent à (EV) est indéterminé. 


En résumé, l'équation vectorielle linéaire fir} = b peut 
— ne posséder aucune solution (c'est le cas si b g Im f), 
posséder une solution unique (c'est le cas si b € Im f et Ker f = [Og ]). 
posséder une infinité de solutions (c'est le cas si b € Im f et Ker f É {Our |). 
et il n'y a pas d'autres cas de figure. 


Il est à noter l'importance dans notre discussion des deux sous-espaces Im f et 
Ker f. En pratique, ce n'est pas tant ces deux espaces qui nous intéressent. mais 
plutôt leurs dimensions. Définissons à présent le rang d'un système linéaire. 


Définition 11.12 On appelle rang d'un système le rang de la matrice A 
qui lui est associée (ou de manière équivalente celui de l'application f cano- 
niquement associée). On le note 


Comment savoir si b € Im f sans expliciter complètement Im f ? 


Considérons la base canonique B. de l'espace K”. On rappelle que Im f est 
engendré par f(B.). Ainsi, b € Im f signifie que la sur-famille (f(B.), b) est 
liée, En pratique, cela revient à vérifier que le rang de la famille ( f(B.), b) est 
égal à celui de la famille f(B.). Par conséquent, si B. = (e;,.... ep) alors on a 
l'équivalence 


belmf = rg(flei).....f(ep),b) = rg(f(eu)..... f(ep)). 
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Exemple Soit m € R. On a équivalence entre le systéme réel 3 x 3 


Ti + a = m 
Ta + a = 2 
Tï + 213 + za = 
et l'équation matricielle 
1 1 0 T m 
Ü 1 1 Fa = 2 
12 1 Ta A 


L'équation vectorielle associée s'écrit f(x) = b oü x = (51,29,23) et b = 
(m, 2, 3) sont deux vecteurs de R et où 


f : m = (£1, £2, ma) ER ++ y = (yi ga yi) € ВЗ 


AVEC 
у = (71 + £an Ta + Ea, Iu +22; + 33). 


C'est un endomorphisme de R$. Nous l'avons déjà étudié au chapitre 9 (voir 
p. 367). Son image est engendrée par les trois vecteurs e; = f(ei), ca = f(ea) 
et сз = fes) où В. = (еу. ез. ез) désigne la base canonique de R?. On a 


c; = (1,0,1), c = (1,1,2) et су = (0,1,1). 


Ces trois vecteurs forment une famille liée puisque со = € + c3. On vérifie sans 
peine que deux des trois vecteurs, par exemple су et cs, forment une famille 
libre. On a donc rg (сї, e, са) = 2. De plus, il est aisé de vérifier (en utilisant 
la méthode des zéros échelonnés par exemple) que 


3 simz#l 


rg (c1, C2, Ca, b) = | 2 sim=l 


Par conséquent, 

- ві т x 1 alors rg (ej, Ca, c3, b) # rg (61,03, Ga), d'où b € Im f; 

- si m = 1 alors rg (cr, Ca, Ca, b) = rg (es, co, ca), d'où b € Im f. 

Vérifions ces résultats. L'image de f est nécessairement un plan vectoriel puisque 
c'est un sous-espace de dimension 2. Nous avons déjà établi (voir p. 367) que 


Im f = (U ya ya) ER | ys Di 


H est alors tres facile de savoir si le vecteur b appartient à Im f. En effet, 
b = (by bs. ba) € Im f si, et seulement si, bz — bj = bs = 0. On vérifie alors 
facilement que l'unique valeur de m pour laquelle b = (m,2,3) € Im f est 
m = l. La figure 3 résume la situation. À gauche est représenté le cas m Æ 1 
et à droite le cas m — 1. 


Systèmes d'équations linéaires 493 


Fig. 3 Illustration de b Z Im f (dessin de gauche) et de b € 
Im f (dessin de droite). 


11.3 Résolution d'un systéme de Cramer 


En préambule à l'étude générale des systèmes linéaires que nous effectuerons 
au paragraphe 11.4, nous nous intéressons ici à l'étude de systèmes linéaires 
particuliers, les systèmes de Cramer. Comme nous nous en rendrons compte au 
paragraphe 11.4.3, l'étude de tels systemes linéaires est primordiale puisque. 
dans le cas général, nous essaierons de nous y ramener (ce qui constituera une 
étape essentielle de la méthode d'élimination de Gauss). 


11.3.1 Definition 


Definition 11.13 Un système de n équations linéaires à p inconnues est dit 
de Cramer 

— s'il possède autant d'équations que d'inconnues (c'est-à-dire si n = p) 

- et si le rang r du systeme vérifie : r = n = p. 


Un systeme de Cramer est aussi appelé systéme régulier. 


Un systeme de Cramer est donc un systéme carré dont la matrice associée est 
inversible. Avec les notations utilisées, un systeme de Cramer s'écrit 


а + 201322 + ...+0mE, = b 
goot d 42312 d... Казаа = b 
(5) 
AnıTı 82215 +... ааа = b, 
et il vérifie 
üii da Hin 


Un] On? =: (Inn 
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Interprétation vectorielle 


D'un point de vue vectoriel, un systeme est de Cramer si, et seulement si, l'ap- 
plication f canoniquement associée à ce systeme est bijective. Par conséquent, 
pour tout vecteur b appartenant à К", il existe une unique solution à l'équa- 
tion vectorielle (EV). C'est le vecteur de К" que nous avons noté ë dans la 
proposition 11.7. La surjectivité de f nous assure l'existence de ce vecteur et 
l'injectivité de f nous assure son unicité puisque le noyau de f est réduit au 
vecteur nul de К" : 


S= (3v [ое (0e) = (2+0x.) = (2). 
Le vecteur i de К" s'obtient en appliquant l'application réciproque f^! à 
l'égalité vectorielle (EV). On a 

fiz)-b <= f ifiz)ef^(b < Eef (b. 


Interprétation matricielle 


D'un point de vue matriciel, dire qu'un systéme est de Cramer signifie que 
sa matrice associée est une matrice carrée inversible. L'équation matricielle 
(EM) possede une unique solution. Nous la notons X. C'est la matrice-colonne 
composée des coordonnées du vecteur £ dans la base canonique de E". Elle 
s'obtient en multipliant à gauche les deux membres de (EM) par A^! (qui 
existe puisque À est inversible). On a 


AX=B = A'AX-A^CIB  X-A-!B. 


On à ainsi démontré de deux manières différentes le résultat d'existence et 
d'unicité suivant. 


Proposition 11.8 Un système de Cramer possède une solution el une seule. 


11.3.2 Les formules de Cramer 


Il existe des formules donnant chacune des coordonnées Fi, Шо, ..., En en 
fonction des coefficients aj, 1 < iJ € n et bj, 1 < i = n. Elles sont données 
ci-dessous. 


Proposition 11.9 (Formules de Cramer) Les coordonnées Pi... Zu de 
l'unique solution d'un systéme de Cramer d'équation matricielle AX = B, 
sont données par 


_ det (On, Ca... Cy B, Con On) 


vj €11,2,..., Si 
A det A 

où Ci, Co, ..., n représentent les n colonnes de la matrice A et où le 
numérateur est le déterminant de la matrice déduite de A en remplaçant la 
j-iéme colonne C; par la matrice-colonne B. 
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Démonstration On commence par écrire l'équation matricielle АХ = B sous 
la forme matricielle équivalente 


où С, Cs, ..., n appartenant à M, 106), désignent les n colonnes de la 
matrice A. Étant donné j € (1,2,...,n], on a 


det (C1, C5, .. š ‚2-1, B, Cj, Cn) 
= det(C,, Ca, Cj У аьа... Cn), 
k=1 


et en utilisant la propriété de linéarité du déterminant par rapport à sa j-ième 
colonne, on obtient 


det (Ci, Cs, ... Су-21, B, Сучас: r + Cn) 
n 
= f, дес, Ca, . .. C; 1 Св Crans Ca): (22) 
k=1 


Il apparait ainsi une somme de n déterminants à droite de l'égalité. Remarquons 
que dans n — 1 déterminants, la matrice-colonne Ce, k # j, y est répétée 
deux fois. Le déterminant étant une forme alternée, il ne reste dans la somme 
que le terme 2; det(C1, C3,... , C; 4, Cj, Can, Съ) correspondant à l'indice 
k — j, les autres étant nuls. Ainsi, la relation (22) se simplifie sous la forme 
suivante 


det. (C1, C5, Сул. В, Суал. Cr) 
== Es det(C1, Cs, . .., Cj 1, C, Ciri, : + Cal: (23) 


On remarque que 
det (Ci, ба,---„Су-1, Čj; Cii Ê a Cn) = det А. 


C'est le déterminant de la matrice A. I est bien évidemment non nul puisque 
l'application f étant bijective, la matrice A est inversible. On déduit alors de 
(23) la relation 


ze det (Ci, Cas Oi, B, Cia e Са) 
g det A | 


ce qui termine la démonstration. [] 


Les formules données dans la proposition 11.9 sont connues sous le nom de for- 
mules de Cramer, du nom du mathématicien suisse Gabriel Cramer. L'uti- 
lisation de telles formules nécessite le calcul de n + 1 déterminants. Par consé- 
quent, elles deviennent vite lourdes à manipuler lorsque la taille du systéme 
croit. En pratique, les formules de Cramer sont attractives pour un systeme 
d'ordre n = 2 ou n = 3, elles le sont un peu moins pour п = 4. Elles sont 
rédhibitoires pour n z 5. 
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CRAMER, Gabriel (1704, Genève (Suisse) - 1752, Bagnols-sur-Cèze (France). 


Il a été Professeur de mathématiques et de philosophie à 
Genève, Dans son article Introduction to the analysis of al- 
gebraic curves publié en 1750, Cramer а été le premier à 
énoncer une regle générale permettant le calcul des solu- 
tions d'un systeme linéaire n x n, règle qui est à l'origine 
des formules qui portent son nom. S'il l'illustre avec soin 
dans plusieurs cas simples (m = 1, m = 2 et m = 3), en 
revanche, il n'en donne aucune démonstration dans le cas 


général. 


Une méthode beaucoup plus utilisée que les formules de Cramer pour la réso- 
lution d'un systéme linéaire est la méthode d'élimination de Gauss. Elle sera 
présentée plus loin (voir p. 500). 

Exemples 

1. Considérons dans R le système 3 x 3 


T] = Ez = 1 1 0 —1 
— m; + r4 = 1 OU ü —1 1 |= =l. 
=£] + 27 = 1 | —1 2 Ü 


C'est un systeme de Cramer. Les coordonnées Тү, Fo, Za de son unique solution 
sont les réels donnés par 


: 0 -1 ‚| 11-1 
түе ERI lle 
E 2 с реа 

1 01 
et Ï; = — D -1 1|=4 
Til 21 


On a donc & = {(5,3,4)} с Е?. 
2. Soit j le complexe défini par j = е21"/ 3, Considérons dans C le système 3 х 3 


m + fa + Ty = | 1 1 1 
zi + ja + jxs = j où 1j j° | =&3j(j- 1) #0. 
Tı + j'za + m = j 1 p ] 


C'est aussi un système de Cramer. Son unique solution (24.72, 23) appartient 
md 
à C”, On obtient 
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Les valeurs de Zo et F3 s'obtiennent plus facilement. En effet, on а 


1 1 J 1 11 j 
ñi = |l j Ë |=0 et # = 1j il=0 
3j(j = 1) 1 j j l j2 j 


=. 
30-1) 


puisque dans l'expression du déterminant donnant 2л (respectivement donnant 
£3), la deuxième colonne (resp. la troisième colonne) est un multiple de la 
première colonne. On a done & = [(j,0,0)) c С". 


11.4 Résolution d'un systéme d'équations linéaires 


Nous reprenons ici l'étude générale d'un systeme de n équations linéaires à p 
inconnues et à coefficients dans IK, d'équation matricielle 


(EM) AX = В. 


Nous insistons sur le fait que les deux entiers n et p ne sont pas nécessairement 
égaux. Ainsi, le système considéré pourra être sousabondant (cas où n < p) ou 
surabondant (cas oü n > p). Remarquons que, pour ces deux cas, la matrice A 
sera rectangulaire et les deux matrices-colonnes X et B ne possederont pas le 
méme nombre de lignes. Le système considéré pourra aussi être carré et, dans 
ce cas, la matrice A sera elle-même carrée et les deux matrices-colonnes X et 
B possèderont le méme nombre de lignes." Conformément à ce qui a été fait 
dans les paragraphes précédents, nous utiliserons souvent l'équivalence entre 
l'équation matricielle (EM) et l'équation vectorielle 


(EV) f(œ) =b. 
11.4.1 Compatibilité d'un système 


Définition 11.14 Soient A € Mn AE), X € M, (K) et B € M, (K). On 
note Ch, Cos... C, les colonnes de la matrice rectangulaire A. Le système 
d'équation matricielle AX = B est dit compatible si 


rg(C4, Ca, Cp, B) =rg(C1,C2,.... Cp). 


D'aprés ce que nous avons déjà vu à la fin du paragraphe 11.2.3, l'interprétation 
vertorielle que l'on peut donner à un systéme compatible est évidente. Si on 
note ej, ез, ..., €, les vecteurs de la base canonique de l'espace de départ KP 
alors, pour j variant de 1 à p, la colonne C; est constituée des coordonnées 


SH Attention, rappelons qu'un système carré n'est pas nécessairement de Cramer. Pour qu'il 


le soit, il lui reste à vérifier une condition sur son rang (voir la définition 11.13, p. 493]. 
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du vecteur f(e;) dans la base canonique de l'espace d'arrivée E". Dire que le 
système d'équation matricielle AX = B est compatible revient donc à écrire 


rel Fler), f (ea)... .. fep), b) = rg(f(e), flea)... flep)). 
ou, de maniere équivalente, 


b E Im f. 


La propriété de compatibilité du système d'équation matricielle AX = B signifie 
donc que b € Im f, c'est-à-dire que l'équation est possible. Elle nous assure 
l'existence d'au moins une solution. 


11.4.2 Le théoréme de Rouché-Fontené 


Le point de départ à l'étude d'un système linéaire de type (n, p) est le calcul 
de son rang. Notons-le r. Rappelons que 


геп et r = р. 


Nous allons considérer successivement les trois cas suivants: r = m = p (cas 1), 
r= п < p (cas 2) et r < n (cas 3). À toutes fins utiles, rappelons que, d'après 
le théorème du rang, 

dimyg (Ker f) = p — r. 


Procédons à l'étude des cas. 


Csl:r=n=p 


Lorsque r = n = p, le système est de Cramer. Ce premier cas a fait l'objet du 
paragraphe 11.3 dans son intégralité. Quel que soit le vecteur b € K", l'équation 
vectorielle admet toujours une unique solution (voir la proposition 11.8). 


Cas Zir=n et n< p 


Nous considérons maintenant le cas où le rang est égal au nombre des équations 
(r = n) et où le système est sousabondant (n < p). Remarquons que le cas où 
п = p, que nous excluons ici, correspond au cas 1 précédent. Du point de vue 
vectoriel, la condition r — n signifie que 


dimg(Im f) = dimg(K") 


ou, de maniere équivalente, que Im f = К", ou encore que f est surjective. Ainsi, 
quel que soit le vecteur b € IK", l'équation vectorielle admet non seulement 
toujours une solution (le systöme est compatible : S x ñ) mais, en plus, il y en 
a une infinité puisque 


dimg (Ker f) = p— n > 0. 


Une solution est donc un vecteur de KP dépendant de p — n paramètres. 
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Cas 3 : r <n 


Considérons à présent le cas ой le rang est strictement inférieur au nombre 
des équations (r < n). Remarquons que pour ce deuxième cas, le système peut 
étre surabondant, sousabondant ou même carré. En revenant au point de vue 
vectoriel, la condition r < n signifie que 


dimy (Im f) < dimg(IK") 


ou, de manière équivalente, que Im f C Kn avec Im f К", ou encore que f 

n'est pas surjective. On ne peut résoudre l'équation vectorielle que si b € Im f. 

Il faut par conséquent envisager les deux cas suivants. 

- Si b g Im f (c'est-à-dire si le système est incompatible) alors il n'y a pas de 
solution, 


S = ñ. 


- Si b € Im f (c'est-à-dire si le système est compatible) alors il y a au moins 
une solution et elle dépend de p — r parametres puisque 


dimx (Ker f) = p — т. 


Cette solution est peut-être l'unique solution (c'est le cas si p = г, ce qui 
signifie que f est injective puisque dimg (Ker f) = 0). Il y en a peut-être 
une infinité (c'est le cas si p > r). Tout dépend donc de la valeur de p — r. 


On résume ces trois situations dans le théorème suivant. 


Théorème 11.1 (de Rouché-Fontené `) Considérons un système (5) de 
n équations linéaires à p inconnues, à coefficients dans K et de rang r. Trois 
cas sont possibles. 
]. Si r = n = p alors le systéme (S) est de Cramer. Il admet une unique 
solution. 
B. Sir = n < p alors le système (S) admet une infinité de solutions et ce 
quels que soient les seconds membres. 


3. Sir < n alors le systeme (5) admet au moins une solution si, et seulement 
si, le système est compatible. Dans le cas où le système (S) est compatible, 
il posséde une unique solution lorsque r = p; il en posséde une infinité 
lorsque r < p. 


ЇЇ ressort de ce théoréme que le point de départ à l'étude de n'importe quel 
systéme linéaire, qu'il soit sousabondant, surabondant ou méme carré, est le 
caleul de son rang. Il est à noter que si le théoréme de Rouché-Fontené offre 
l'avantage de donner une vue synthétique pour la résolution d'un système li- 
néaire, il ne nous donne en revanche aucune stratégie pour savoir si un système 


“H Roucué, Eugène (1832 - 1910) : mathématicien français, il fut élu à l'Académie des 


Sciences en 1896. FONTENÉ, Georges (1848 - 1923) : mathématicien français. 
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est compatible ou non, et, le cas échéant, aucune technique pour résoudre ce 
systeme. La méthode d'élimination de Gauss, présentée au paragraphe suivant, 
va remédier à ce manque. 


11.4.3 Méthode d'élimination de Gauss 


La méthode d'élimination de Gauss (appelée aussi méthode du pivot de Gauss) 
est une méthode de résolution systématique d'un système linéaire de type (п, p) 
de la forme 


211271 T aTa F... + Gig T m 

Á gab 4+022124 ...+42pTp = b 
(S) j 

Geif) + anata +... +änplp = bn 


d'inconnues les scalaires ri, r2. ..., x, de К. Elle permet une discussion sur 
l'existence éventuelle d'une solution, suivie, dans le cas oü l'existence est établie, 
d'un calcul de sa forme générale. La méthode se décompose en deux étapes : 
une premiere étape dite d'élimination, suivie (éventuellement) d'une seconde 
étape dite de remontée. 


Gauss, Karl Friedrich (1777, Brunswick - 1855, Göttingen). 


Illustre mathématicien et physicien, il était surnommé par ses 
pairs Prince des mathématiciens. Son œuvre est considérable. 
La paternité de la méthode qui porte son nom, revient initia- 
lement au mathématicien chinois Liu Hui (200 ans avant notre 
ёге) qui en exposa en quelques phrases les principes dans son 
livre Neuf chapitres sur la science du calcul. Gauss s'en inspira 
lorsqu'il étudia l'orbite de l'astéroid Pallas, laquelle étude le 
conduisit à la résolution d'un systeme de six équations à six 
inconnues. 


Étape d'élimination 


Cette premiere étape vise à écrire le systéme (8) (que nous qualifions d'initial) 
sous une forme échelonnée, Pour y arriver, la manière de procéder est identique 
à celle de la methode des zéros échelonnés, à l'exception du fait que nous opérons 
cette fois-ci directement sur les équations du systeme. La méthode des zéros 
échelonnés est détaillée au chapitre 8. Nous ne la rappelons pas. On désigne 
par Ei, Es, ..., En les équations du système initial, et par Су, Ca, ..., Cj les 
colonnes de la matrice associée à ce systeme, Le passage du système initial au 
système échelonné s'effectue en utilisant les opérations élémentaires suivantes : 


— multiplication d'une équation E, par un scalaire non nul, ce que nous notons 


E, = aE; ave aeK”, 
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- addition d'un multiple d'une équation Ej; à une autre équation Ep, ce que 
nous notons 
E, — Er + Еҥ avec a E K, 


— échange des équations Ej et Ex, et/ou des colonnes C4 et Cp, noté 
EA + Er, Cp — Up. 


Il est facile de vérifier que le système échelonné est équivalent au système initial. 
Supposons par exemple que le rang r du système initial soit strictement inférieur 
au nombre de lignes et au nombre de colonnes. À l'issue de l'étape d'élimination, 
on aura le système échelonné de type (n, p) suivant 


апа абдае +. +a... tan = М 
05325 +... + Gore +... ayq, = Ё, 
F r # H Г r 
(5) tt = Š, 
0 = by 
0 = h, 
où les scalaires ajj, 455, ..., GL, sont tous non nuls et où 27, 25, ..., T, COT- 


respondent à une permutation éventuelle des inconnues. Bien sür, en l'absence 
de permutation des colonnes, 


Zi =7, TEEN un man. 
On désigne par EY, E, ..., Ej, les équations du nouveau systeme. Les équations 
0= bu: DEET Ü = H. 


ne contiennent pas d'inconnue. Elles traduisent la compatibilité ou l'incompa- 
tibilité du systeme. En effet, 


— si pour l'une d'entre elles, disons la f-ième où £ € (r+ 1,..., n], le scalaire 
bj est non nul alors l'égalité 0 = b; est absurde, ce qui signifie que le système 
n'est pas compatible." Il n'y a donc pas de solution : 


5 = 0. 


- Si bj = Ü pour tout i € {r+1....,n} alors les équations E An E, 
sont toutes triviales (de la forme 0 = 0), ce qui signifie que le systéme est 
compatible.” Il possède au moins une solution. La forme générale d'une 


133] 


Cm vérifie en effet que l'on a rg( C1 , C5, sy Gal = ret MC, C5... Cp. B!) =r+lol 
Mr Єз, oo, Ср désignent les colonnes de la matrice associée au système échelonné et ой 
B' désigne le second membre, 


xm puisque l'on a, cette fois-ci, rg( C4, C5,..., Cp) = r = ral Oh... Ch]. 
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solution est un vecteur de KP, dépendant de p — r paramètres. Pour lobte- 
nir, on commence par résoudre le système (ST de type (r.i) donné ci aprés, 
obtenu à partir de (S") en supprimant les équations triviales El, ,, ..., EL 
(qualifiées de non principales ou de secondaires) et. en faisant passer aux se- 


conds membres dans les équations Ej, ES, ..., EL (qualifiées de principales) 


les termes comportant les scalaires mu, En: Le système (S) s'écrit 
f i i i E = " 
0112 + 41223 +...+aj,r. = Ü 
r "i p FF 
(S") ur g t... + е = b 
I gr SC r 
DE = М! 


où les scalaires xï. #5, .... gf sont les inconnues (dites principales) et oü 
les seconds membres bi), b3, ..., b sont définis par 


5 = bi - (ai ritea +... + атк ). 
bj = WM At): 
Ç = ÚW (аге +... drop) 
Les p — r scalaires гу, у, ..., Tp apparaissent uniquement dans les seconds 
membres by. Бо, ..., K et sont maintenant traités comme des paramètres (ils 
sont qualifiés d'inconnues non principales). Le système (S") est de Cramer 
CRT 
dj 212 c ар 
Ü оа» --- a, EN 
TD | x IME Il gu FÉ Ò. 
Er Ze {=1 


D -— 0 a 
П possède donc une unique solution. C'est un vecteur de IK" dont chacune 
des coordonnées va dépendre des p — r paramètres A... Th 
Étape de remontée 


Le système (S") obtenu à l'issue de l'étape d'élimination est un système trian- 
gulaire supérieur dont la résolution s'effectue en partant de la dernière équation, 
puis en remontant jusqu'à la premiere équation. En effet, de la derniere équation 


2» | " 
(od = h... 


il vient immédiatement, puisque a7, Z Ü, 


rr 
Q5 
Er = 
F 
ar. 


On injecte alors ce résultat dans l'avant-dernière équation 


П ï N į FE 
a. l „r Ir j + G, rtr = 0, 13 
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membres les termes comportant les deux inconnues non principales r4 et ms, 
autrement dit en résolvant le système 3 x 3 suivant 


dri — Jaa + ra = 3 = in + бту 
(S1) m + mm = l- ra 
Шо = 2 + drs 


où les inconnues sont maintenant тү, ro et та et où r4 et rs sont des para- 
metres. C'est un système de Cramer. Il possède une unique solution. On deduit 
facilement de (SY) 


С 
ta = 2+ drg, puis ғо = —1 + Zr4 — års et enn s= —2- js 


Il convient maintenant de revenir à la solution du système (51) initial. C'est un 
vecteur de R de la forme 


(21.272,23, 24,25) = (—2 — 325, —1 + 274 — 335,2 + 325. 74,35) 
où chacun des deux paramètres 24 et rs parcourt l'ensemble R. On a 
8 ={(—2— 575, —1 + än — 315,2 + Arg, 74.35) avec yeR et zs € R). 
Il v а une infinité de solutions. 


Remarque On peut aussi développer l'expression générale d'une solution du 
système (51) comme suit 


(-2— Exe, 21 + 2r, — 305,2 + Arn, 74,18) 
= (-2, —1,2,0,0) + z4(0, 2,0, 1,0) + zs(— 2, —3,3, 0, 1), 
ce qui permet de réécrire l'ensemble A sous la forme 


S=f2+v|ve Ker7) 


&=(-2,-1.2,00) et Kerf = Vect ((0,2,0, 1,0), (-2, —3,3,0,1)). 


Étude d'un systéme carré 


Reprenons l'exemple du système réel 3 x 3 dont nous avions étudié l'équation 
vectorielle au paragraphe 11.2.3 en page 492. Il s'écrit 


тү + Ts = m 
(82) т; + їз = 2 
тр + 2 + ma = A 


oü les réels z;, т» et xa sont les inconnues et ой m est un paramètre réel. 
C'est un système carré (il possède autant d'équations que d'inconnues}, ce qui 
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Remarque Lorsque m = 1, l'ensemble des solutions s'écrit aussi 
5 = [z+ e | ve Ker f} 
avec 2 = (—1,2,0) et Ker f = R(1, —1,1) саг 


(71 03,2 — 23,23) = (—1,2,0) + z3(1, =1, 1). 


Étude d'un système surabondant 


Considerons dans R le systéme 4 x 3 


— dl + Ta -= Bra = -7 
' Pr, = To = Та = 4 
(Sa) Ae: — 232 + Фа = U 
Ar, + Ars = 2r3 = 11 


d'inconnues les réels жү, To et ra. Ce système est surabondant (il posséde plus 
d'équations que d'inconnues). ^ Écrivons le système sous une forme échelon- 
née. En effectuant à partir de (53) les trois opérations élémentaires Ex — 
Es + 2E,, Ез —— Es + 3E; et E; — E; + ЗЕ, puis les deux opérations 
Ез — Es = Es et Eu + Ey = TE, et enfin Ea =+ Ез, on obtient le système 
échelonné 


-pi + Ze — Oa = —T 

ту — lí = -10 
(83) GÜr4 = 60 
0 = 0 


dont on déduit que le rang est 3 et que le système est compatible (puisque la 
derniere équation est de la forme 0 = 0). Il existe donc au moins une solution et 
il ne peut en exister d'autres puisque le rang du système est ici égal au nombre 
des inconnues. Déterminons cette unique solution. On l'obtient en résolvant 
les trois premières équations du systeme (53). autrement dit en résolvant le 
systeme 3 x d de Cramer suivant 


=ï; + m — Dm = si 
(S!) z2 - rs: = D 
02 = 60 


Оп obtient facilement (méthode de remontée) que 
ta =], puis g = 1 et enfin x = 3, 
L'ensemble des solutions de (84) est donc un singleton. Il s'écrit 


S = ((3,1,1)]. 


SS Nous sommes assurément dans le cas 3 du théorème de Ronché-Fontené. I] convient 


d'étudier la compatibilité du système pour savoir s'il possède au meins une solution, 
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11.5 Exercices de synthèse 


Exercice 2 Résoudre, lorsque cela est possible, les systèmes linéaires 


T = 2 т — dy + z = 1 
- + y = 1 dr + y — z = >l 
ES + z = : r + lly - = = 5 
š RN = 
т = Jy + z = Ü =. y + s 3 
r + y = zx = 2 
dr + y- z = Ü ii 
т + liy - 5 0 T олт =" 4 
ж + y + Ae = T 


Exercice 3 Soient (a1,03,...,04,) € C" et V, le déterminant (d'ordre n) de 
Vandermonde défini par 


1 1 1 
П da Up 
. déf. | 
Vn = : š 
ZUM a; an? 
aï ri gh 
I 1 1 
= 3 аң ы On 
1- Vérifier que : V, = Is; — à1) 
LL aj ` az ' + + š gn-d 
aj? ap? ... ap? 
2- En déduire que : V, — II (a; — ai). 
lgicien 


Exercice 4 On considère le déterminant d'ordre n suivant : 


l+? z 0 ... 0 
X lar? т 
Ал =, 0 0 
: , æ 1-+ n T 
ü u. 0 T 1 + x? 


I - Montrer que pour tout n € N \ {0,1,2}, 
An = An-1 = SS (An: = An-2)- 


2 - En déduire que : Au = Ani + 2°" pour tout n € NÅ (0, 1}. 
3 - Calculer A, pour n Є N°. 


DIS Solution des exercices 


Exercice 5 Discuter suivant les valeurs du paramétre réel m, et résoudre lorsque 
cela est possible, les systèmes linéaires réels suivants 


ï + y + d: = 0 
(51) dr ~ y + mz = 1 
dx + 2y + z = 2 
2x + Sy = Be = 8 
(Sa) dx + dg - % = H 
1 2r + dy + mz = T 
mr + dy — 7:2 = m 


11.6 Solution des exercices 


Solution de l’exercice 1 


l - I] suffit de retirer à la premiere colonne la somme de toutes les autres. De 
cette maniere, la premiere colonne contiendra n — 1 zéros : 


L 1 1 --- 1 2-n 1 1 --1 
11 0 -- 0 0 1 0 - 0 
А„=|1 D 1 ` |= 0 0 1 ` : 
ie "asc xe vl к roce чы di 
10... 0 1 ü 0. 0 1 


Le déterminant d'une matrice triangulaire étant égal au produit de ses coeffi- 
cients diagonaux, on obtient An = 2 — n pour tout n € №". 


2 - En retirant la dernière colonne aux п = 1 premières, on obtient 


1 n n n l-n Ü 0 © n 
n 2 nmn ri 0 2—n ü + T 
D =| nm n 3 ^". : |= Ü Ü 4 — m : 
SC n : : "`. `à. m 
n no n mn ü ü Zr Ü г 


On en déduit D, = (1 — n) x (2—n) x «>> x (—1) x n pour tout n € N*. On 
peut montrer facilement que D, = (—1)"^!n! pour tout n € N°. 


Solution de l'exercice 2 


1 - La résolution est ici facilitée par la forme triangulaire inférieure du système 


H 
il 


(81) — + y 


= 

l 

É 

+ 

Lr 

Ж 
Gò ка Mä 
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Le système est carré et son rang est 3 (puisque son déterminant est non mul). 
Le système est donc de Cramer (on est dans le cas 1 du théoréme de Rouché- 
Fontené) : il y a existence et unicité d'une solution. Ainsi, 


S = ((2,5,16)). 


2 - Considérons à présent le système carré 


T — dy + z = 1 
(Sa) 2r + y — z = -l 
xï + lly — 5$ = 5 


Remarquons que son rang est au moins égal à 2 puisque l'on peut extraire au 
moins une sous-matrice 2 x 2 de déterminant non nul, et il n'est pas égal à 3 
car 


1 —3 1 
2 1 -1|=0. 
1 11 -$ 


Écrivons le systéme sous une forme échelonnée. En effectuant à partir du sys- 
tème (S43) les opérations élémentaires E; — Es — 2E), Es +— Es — Ei, puis 
Ез — Ез — 2E5, on obtient le système échelonné 


T = ğ + z: = 1 
(85) Ty — de = -3 
0 = 10 


Nous retrouvons que le rang est égal à 2 (nous sommes donc dans le troisième cas 
du théoréme de Rouché-Fontené). La dernière égalité est absurde. Elle traduit 
l'incompatibilité du système. П n'y a donc pas de solution : 


5 = #. 


3- Nous nous intéressons au système carré 


x — dy + ж = Ü 
(33) 2r + y — zz = Ü . 
x + lly — As = Q 


La matrice de ce système est identique à celle du système (53) étudié à la 
question précédente. On est donc encore dans le cas 3 du théorème de Rouché- 
Fontenė, Observons que cette fois-ci, le systeme est nécessairement compatible 
puisque tous les seconds membres sont nuls. Nous sommes donc assurés de 
l'existence d'au moins une solution. Puisque le rang du systéme vaut 2, la forme 
générale d'une solution dépend de 3 — 2 — 1 paramétre. L'étape d'élimination 
s'effectue comme dans l'exemple précédent et conduit au systeme échelonné 
(homogène) 


r = 3y + “z = Q 
(85) dy = Ae = Ü 
0 = 0 
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En effet, en procédant ainsi, on obtient 


І 1 T | 
ü (3 = M TEE da = 01 

V. =| : : : 
(] ai "(aa —üj) -- a? (a, a) 


0 al (а-а) ->> ata, — a3) 
En développant par rapport à la premiere colonne, on a 


3 — Œj SE En — Ui 


r À r 
an "(ng ар) 5 ап (дд — à1) 


aj (a; al  a"-?(a, =m) 


puis en factorisant par ag — a, dans la première colonne, par аз — a, dans la 
deuxième colonne, .… et enfin par a, — aj dans la (derniere) (n — 1)-ieme 
colonne, on obtient 


1 1 
n 
Vn = [1 ü;— 
" ( J 1} Ok n—3 
Er a 2 fé 
m= п=2 
(la üa 


2 - Par souci de clarté, notons yi _ W. À la question précédente, nous avons 
établi la relation suivante 


1 1 1 
п da da аһ 
(1) GE Ке def. 
Va e П - a) VI avec VS = i : : 
j=2 oi —% gn " an-3 


Hemarquons que vis est un déterminant (de Vandermonde) d'ordre n — 1. On 


procede alors de même avec vn. On transforme les lignes LE, 2gig n-i, 
de la manière suivante : L) zs LP aL, 2<ix<n-l, puis en développant 
par rapport à la première colonne, on obtient que 


1 1 1 
n a3 ü4 (Lg 

v. = | а, – а.) | v, avec vi, | : : 
pu ej * ap ->> an 
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Solution de l'exercice 5 


1 - Remarquons que le système (51) étant carré, cela exclut le cas 2 du théo- 
rème de Rouché-Fontené. En effectuant à partir du systeme (54) les opérations 
Es — E; -2E,, Ез — Ез – ЗЕ, puis Ey — 5E; — 46, on obtient le système 
échelonné 


т + dy + dz = Ü 
(81) — by + (m —6)z = 1 
(-4m-—]168): = ü 
dont le rang dépend de la valeur du paramètre réel m. 
- Si m = —4 alors le rang est 2 et la derniere équation est absurde puisqu'elle 


devient 0 = 6. Nous sommes dans le cas 3 du théorème de Rouché-Fontené : 
le rang du systéme est strictement inférieur au nombre d'équations et le 
systeme n'est pas compatible. I n'y a pas de solution. 


— Si m # —4 alors le rang est 3. Nous sommes maintenant dans le cas 1 
du théoréme de Rouché-Fontené : le rang du systéme est égal au nombre 
d'équations et le système est carré. Le système est de Cramer. Il possède 
une unique solution (2, y, z) Є R?. On obtient 


-m + 2 t enfi 2m + 5 
= et enfin == 2 
2m + 8 2m + 8 


z= ——. uis 1 
2m + 8 P y 


En résumé, l'ensemble 5 des solutions vérifie 


JE +5 -m+32 3 
S= 2m +8 2m A RT Am 8 
Ü sim-—-—4 


)} sim £ RA {—4} 


2 - Remarquons que le système (55) étant surabondant, cela exclut les cas 1 et 2 
du théorème de Rouché-Fontené. En effectuant à partir du système (84) les trois 
opérations élémentaires E; = Ез —-2E;, Ез — Ea — E; et E, — 2E, — mE;, 
puis Es = —šEz, et enfin Es — Ез + 2Es et Ea — Е — (16 — 5m)Es, on 
obtient le svstéme 


Zr + © — Br = 8 
y 
(8) У - Hg < O: 
2 (m + ü)z = 1 
(2+4т} = —m- 16 


Interrompons l'étape d'élimination pour discuter de la valeur du pivot m + 6. 


- Supposons m = —б. П est facile de voir que le rang du système vaut 3 
(il est strictement inférieur au nombre d'équations) et le système n'est pas 
compatible (la troisième équation est absurde) : le système ne possède pas 
de solution. 


Hidden page 


CHAPITRE 12 


Réduction des endomorphismes 


12.1 Éléments propres d'un endomorphisme 
12.1.1 Valeurs propres et vecteurs propres 


Définition 12.1 Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E. On 
appelle valeur propre de f tout scalaire A € K peur lequel il existe un 
vecteur u non nul de E tel que 


fin) = Au. 


Ce vecteur u non nul de E se nomme vecteur propre de f associé à la 
valeur propre A et le couple (A u) de K x (E (0g)) se nomme élément 
propre de f. 


Ки) fu) 


Pd d 


Fig. 1 Représentation dans Е? du cas où flu) Z Au (figure de 
gauche, le vecteur u et son image par f ne sont pas colinéaires) 
et du cas où fiu) = Au (figure de droite, le vecteur w et son 
image par f sont colinéaires). 


Remarques 


1. Dans la définition 12.1, la condition qu'un vecteur vérifiant flu) = Au soit 
non nul est impérative, car si on autorisait le vecteur nul, n'importe quel scalaire 
А de K conviendrait et la définition d'une valeur propre serait alors dépourvue 
d'intérét. 
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2. Bien évidemment, les notions de valeur propre et de vecteur propre n'ont 
de sens que pour des endomorphismes puisqu'un vecteur propre et son image 
appartiennent nécessairement au méme espace vectoriel. 


Un vecteur propre associé à une valeur propre est-il unique ? 


La réponse est « non ». Pour s'en convaincre, considérons un vecteur propre 
u appartenant à E, associé à la valeur propre A. Soit x un vecteur non nul 
appartenant à Ku. On а z = au avec a x 0 et 


f(z) = ам) = af(u) = alu = Aou = Az. 
Ainsi, tout vecteur non nul colinéaire à u est aussi vecteur propre associé à А. 


Exemples 


1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 muni d'une base B = (e; eo, ea). 
On considère l'endomorphisme f défini par 


fe) = е-е -– ез, 
Îles) = -eı +e- ез, 
Îles) = —ei – ез + ез. 


Le vecteur u; = e; + ез + ез est un vecteur propre de f associé à la valeur 
propre À; = —1 car 


fiw) = е) + f(ez) + flea) = —(е + es + es) = ~u. 


Comme nous l'avons noté plus haut, tout vecteur non nul colinéaire à u, est 
aussi vecteur propre associé à Àj = —1. Les vecteurs us = €] —6e3 et Ua = e3—6€3 
sont deux vecteurs propres de f associés à la valeur propre Аз = 2 car 


f(ua) = f(e) — fles) = 2(e1 — ез) = 2u2 


(ыз) = f(ez) — fles) = Mes — ез) = 2us. 


Tout vecteur non nul colinéaire à 42 ou à ug est aussi vecteur propre associé 
à Мм = 2. On peut aussi vérifier que toute combinaison linéaire de u; et ua 
est aussi vecteur propre associé à Au = 2. Comme nous le verrons par la suite, 
М = —1 et А» = 2 sont les deux seules valeurs propres de f. 

2. Considérons à présent le R-espace vectoriel E = C*(R) des applications 
définies sur R à valeurs dans R et indéfiniment dérivables sur R. Cet espace est 
de dimension infinie, Considérons l'application linéaire f qui à un élément ç 
de C^ (R) lui associe son application dérivée, 


f: CR) — CR) 
p =+ p 
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L'application f est un endomorphisme de E et les applications de la forme 
x =+ e^* sont des vecteurs propres de f associés aux valeurs propres À € R 
CAT 

Vr E R (er) = AM, 


L'ensemble des valeurs propres de f est donc l'ensemble Е. Remarquons que 
cet ensemble est infini. 


12.1.2 Caractérisation des valeurs propres 


On note idg : x € E — x £ E l'application identité de E. Soient A € K une 
valeur propre de l'endomorphisme f et u un vecteur propre associé à A. On a 
les équivalences suivantes 


f(u)2Au <= (Ў - АҸЕ) (м) = 0s <= w€ Ker(f= Aide). 


L'existence d'un vecteur propre u nécessairement non nul signifie que le noyau 
de l'endomorphisme f — Aide n'est pas réduit à l'ensemble {0g } ou, de manière 
équivalente, que l'endomorphisme f = Aide n'est pas injectif. 


On peut par conséquent énoncer la caractérisation suivante. 


Proposition 12.1 Soient E un K-espace vectoriel et F un endomorphisme de 


E. Une condition nécessaire et suffisante pour que À € E soit valeur propre 
de f est que l'endomorphisme f — Aide ne soit pas injectif. 


Une valeur propre peut-elle être nulle 7 


= - А А [1] x 
Bien évidemment, la réponse est « oui s. En effet, Ü est valeur propre d'un 
endomorphisme f de E signifie qu'il existe un vecteur u # Og tel que 


fiu} = Qu = Üp. 
Autrement dit, Ü est valeur propre de f signifie que 
Ker f É {0g}, 


c'est-à-dire que f n'est pas injectif. Ainsi, une condition nécessaire et suffisante 
pour que D soit valeur propre de f est que f ne soit pas injectif. 


Proposition 12.2 Soient E un K-espace vectoriel, f un endomorphisme de 
E et (A u) € Kx (EMVOg]) un élément propre de f. Alors, pour tout k € N°, 
[ME u) est un élément propre de f" ой 


fr "pae wf. 
k fois 


De plus, si f est bijectif alors X xx 0 et (Au) est un élément propre de f^. 


{1 ï "- È i 
En revanche, un vecteur propre n'est, par définition, jamais égal au vecteur nul. 


r 


ols Sous-espaces propres 


Démonstration Soit (A, u) € K x (E (0g]) un élément propre de f. 


> Montrons que (AF, ш) est un élément propre de f“ pour tout k € N*. Ef 
fectuons une récurrence sur l'entier k. La propriété est immédiate pour k — 1. 
Supposons que (À*71, w) soit un élément propre de f*-! (c'est notre hypothèse 
de récurrence) et déduisons-en que (AF wu) est un élément propre de fk. Par 
hypothöse, 

Раи) = AF- lu. 


En appliquant f à cette égalité et en utilisant la propriété de linéarité de f, on 
obtient 
ta) = РАК 1) = ART f(u) = (AT х Aju 


oà il a été tenu compte que (А, u) était un élément propre de f. On a ainsi 
obtenu l'égalité 
f*(u) = Ағи, 


ce qui montre que (AF, u) est élément propre de f. 


> Supposons à présent que l'endomorphisme f soit bijectif. I] est ainsi injectif 
et donc A É 0 (nous utilisons ici la caractérisation suivante : 0 est valeur propre 
d'un endomorphisme f si, et seulement si, f n'est pas injectif). Par hypothèse, 


Appliquons f! (qui existe car f est bijective) à cette égalité, On obtient 
f (f(u)) = f (Aw). 
Or. f^! (f(u)) = u (par définition de f^!) et 
f (wu) = Af” (u) 
puisque /-* est linéaire. On en déduit l'égalité 
xu = f (w), 


ce qui montre que (А1, w) est élément propre de f~t. О 


12.2 Sous-espaces propres 


12.2.1 Definition 


Considérons deux vecteurs propres u et v associés à la meme valeur propre A 
de f. On vérifie que tout vecteur de la forme au + Зо avec (o, 3) € К? est 
aussi vecteur propre associé à A. En effet, 


fiou + Bv) = œf (u) + 3 f (v) = aku + ñu = Aou + бо). 


Réduction des endomorphismes 519 


Rappelons qu'un vecteur propre est (par définition) non nul. Aussi, pour que 
l'ensemble formé de tous les vecteurs propres associés à la valeur propre A 
définisse un sous-espace vectoriel, il faut lui adjoindre le vecteur nul. 


Définition 12.2 Soient f un endormorphisme d'un K-espace vectoriel E et 
À € K une valeur propre de f. On appelle sous-espace propre associé à 
À, et on note Es, le sous-espace vectoriel de E constitué des vecteurs propres 
associés à À et du vecteur Op. Autrement dit, 


Еу = (z € E | f(x) = Ax) = Ker (f — Aide). 


Remarques 

1. Tous les vecteurs de l'espace propre E, sont des vecteurs propres de f (as- 
sociés à la valeur propre A), à l'exception du vecteur nul. 

2. Si u € E est un vecteur propre associé à À € К alors Ku C Fs. 


3. Si Ü est valeur propre de f alors En = Ker f. En d'autres termes, si 0 est 
valeur propre de f alors son sous-espace propre est le noyau de f. 


12.2.2 Somme de sous-espaces propres 


Soient En, et Ex, deux sous-espaces propres de f associés aux valeurs propres 
distinctes Au et Ал. Nous allons montrer que les deux sous-espaces Fa, et E, 
sont en somme directe dans E. Rappelons qu'une condition nécessaire et suf- 
fisante pour que deux sous-espaces soient en somme directe est que leur inter- 
section soit réduite au vecteur mul (voir la proposition 8.16, p. 341). Pour le cas 
présent, on doit vérifier que l'on a 


Ex, QO Ex, = {0g}. 
C'est immédiat. En effet, si u € Ex, N En- alors 
fiu)=Au et  f(u)- Mot. 


On obtient 
ET — Alu = Ü x 


et on en déduit и = бк puisque Ау É А. La somme des deux sous-espaces 
propres Ex, et En, se note alors 


Ey, © B. 


Bien entendu, un endomorphisme peut posséder plus de deux sous-espaces 
propres. La somme de sous-espaces n'ayant été définie au chapitre 8 que dans 
le cas de deux sous-espaces vectoriels, nous allons généraliser les définitions de 
somme, somme «directe et sous-espaces supplémentaires au cas de plus de deux 
SOUS-CSPACES. 
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Définition 12.3 Soient E un K-espace vectoriel et Fi, ..., Fm des sous- 
espaces de E. 


X La somme F, +... + Fm est le sous-espace de E défini par 


déf. 
Fa +... + Fm sl (zr, +.. +E | Dr, € F,...,ær. € Fm l. 


X En particulier, la somme des sous-espaces Fi, ..., Fm est dile directe si 
pour tout vecteur z appartenant au sous-espace F, +... + Fan: 


J'(zg....zR)e Fi Ж... Ж Fm m= Ppr F... + Er. 


Les vecteurs Try, ..., Zr, sont alors appelés les composants du vecteur x 
respectivement dans F1, .... Em et le sous-espace Fi +... + Fm se note 


F DB... D Fim. 


X Enfin, les sous-espaces Fi, ..., Fm sont dits supplémentaires dans E si 


E= F EP... B Е. 


Exemple Considérons un K-espace vectoriel E de dimension finie muni d'une 
base B = ler, ez... ep). On vérifie facilement que les droites vectorielles Ker, 
Kes,..., Ke, sont supplémentaires dans E et on écrit alors 


E = Ke, & Kes Ф... Ф Ken. 
En effet, puisque B est une base de E, pour tout vecteur z de E, 
Alfa. € K" m ae + 0263 +... + onen: 
ou encore, en notant X; = ewe; pour tout i € 11, T2 п}, 
3l(mi,mə,... ma) € Ке x Kes x... х Ke, Fer +m +... +: 


Les vecteurs mi, Ea... En sont les composants du vecteur æ respectivement 
dans Ke, Kes. .... ex. 


Revenons à présent à l'étude des sous-espaces propres. 


Proposition 12.3 Soient E un K-espace et f une application linéaire de E 
dans F. Si Ay, Aq, ..., Am sont des valeurs propres de f deur à deux distinctes 
alors la somme des sous-espaces propres correspondants Ex, Ex, ..., Ex 
est directe. On la note dans ce cas 


Ea, Ф Ёл, PDE 


"mi^ 
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alors, de la relation de liaison 
а) +... аы +... I + am (m = 0р, 
— hs. uuu. u... 
E En, E Ex. 
on déduit, puisque la somme des sous-espaces Ex, ..., Еу, est directe, que 


{1 L 1 і 
| u! + ++ + ol, D => Ü = 


al Um) +... + айы") = Üg 
D'où, puisque chacune des familles £1. La, ..., Cm est libre, 
gll! iE all? = i 
al") =) 5 a tm) = 0 


On a done montré que la famille £ était libre. 


Le sous-espace Es, B Es, B... GE. n'a aucune raison d'être l'espace E 
tout entier. Autrement dit, les sous-espaces propres Еу, Esx,, ..., EX, ne 
sont pas nécessairement supplémentaires dans E. Mais rien ne s'oppose à ce 
qu'ils le soient, et dans ce cas particulier, on dira que l'endomorphisme f est 
diagonalisable. Nous reviendrons plus en détail sur ce point dans la suite du 
chapitre. 


Exercice 1 Soient E un C-espace vectoriel et f € Cel E) vérifiant 
fofef=ide 
Soit j = —1/2 + iv 3/2. Montrer que : 


E = Ker(f —idg) 5 Ker (f — jide) Ф Ker (f — j ide). 


12.3 Cas d'un espace de dimension finie 


On se restreint maintenant au cas où E est un K-espace vectoriel de dimension 
finie et on note 


dim (F) = n. 
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12.3.1 Écriture sous forme matricielle 


On munit l'espace E d'une base B = (ej, e3,....€4). Soient f un endomor- 
phisme de E, А une valeur propre de f (А € K) et z un vecteur propre de f 
associé à À (m € E et m Z Og). En notant А = (aijhigi jen la matrice (carrée 
d'ordre n) associée à f relativement à B et X la matrice-colonne formée des 


coordonnées ri, 29, ..., En du vecteur propre ж dans la méme base B, l'égalité 
vectorielle 
fir) = Ar 
s'écrit dans la base B sous la forme matricielle 
АХ = АХ, 
c'est-à-dire, 
dji Gun rr din T] T1 
ü21 буу "` an I2 А T3 
(Lal Ant de rer En En 


" š + (3) 4 А E 
On étend aux matrices carrées les notions définies sur les endomorphismes. 


Définition 12.4 Soit A une matrice carrée d'ordre n à coefficients dans К. 


X On appelle valeur propre de A tout scalaire À € K pour lequel il existe 
une matrice-colonne X € M „a (E) non nulle telle que 


AX = AX. 


La matrice-colonne X € M, (E) est appelée vecteur propre de A associé 
à À et le couple (А, X) se nomme élément propre de А. On appelle espace 
propre de A associé à À, et on note Ey, le sous-espace de Мы i (K) défini 
par 


E, = [X € Mn (K) | AX = АХ}. 


X On appelle spectre de A le sous-ensemble de K constitué de toutes les 
valeurs propres de A. On le note Sp(À). 


12,3.2 Calcul des valeurs propres 


Commençons par donner une caractérisation des valeurs propres, plus pratique 
que celle de la proposition 12.1. On note L, la matrice unité d'ordre n. On 
rappelle que L, est inversible et que c'est la matrice associée à l'application 
identité relativement à n'importe quelle base de E. Puisque A = Matg(f), la 


Les notions de valeur propre et de vecteur propre sont dépourvues de sens pour des 


matrices rectangulaires et non carrées | 
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matrice associée à l'endomorphisme f — Aide relativement à B est A = Al. 
L'après la proposition 12.1, 


A valeur propre de f == = f = Aidg non injectif. (2) 


D’apres la proposition 9.8 (voir chap. 9 p. 369), puisque l'espace E est de di- 
mension finie, on a équivalence entre les propriétés d'injectivité et de bijectivité 
de l'endomorphisme f — Aidg. Autrement dit, 


f = Ар non injeetif <= — f — Aidg non bijectif. (3) 


Happelons qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme 
soit bijectif est que sa matrice représentative dans n'importe quelle base soit 
inversible (voir la proposition 10.12 chap. 10 p. 430). On a ainsi l'équivalence 
suivante | 


F-Aids non bijectif <= A — АІ, non inversible. (4) 


Enfin, là matrice À — AL, est non inversible si, et seulement si, son déterminant 
est nul. En regroupant ce dernier résultat avec les trois équivalences (2), (3) et 
(4), on obtient finalement 


A valeur propre de f = => det(A = А) = ü. 


On a ainsi établi la proposition suivante. 


Proposition 12.4 Soient E un K-espace vectoriel de dimension n muni d'une 
base B, f un endomorphisme de E et A sa matrice associée relativement à 


B. Une condition nécessaire et suffisante pour que À € E soit valeur propre 
de f est que 
det (A — AL,) = 0. 


On en déduit que, pour que 0 soit valeur propre de A, il faut et il suffit que 
det (A) = 0, c'est-à-dire que À ne soit pas inversible (d'après la proposition 
11.2. chap. 11, p. 478). On a ainsi montré la caractérisation suivante. 


Corollaire 12.1 Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice 
carrée À soil inversible esl que Ü ne soit pas valeur propre de A. En d'autres 
termes, pour toute matrice À carrée d'ordre n sur KE, on a l'équivalence : 


AEGLIE) <> OE Sp(A). 


Etant donnée la matrice A € M. (E). l'application 
A € K — det (A – AL) Е K 


est une application polynomiale de degré n. Cela conduit & la définition sui- 
vante. 
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Définition 12.5 Soit A une matrice de M„(K). 


X On appelle polynóme caractéristique de A le polynóme à coefficients 
dans K. de degré n, noté Pa, défini par 


PAQ) E aet (A — Aln) 


X L'équation algébrique Pa(A) = Ü s'appelle équation caractéristique as- 
sociée à la matrice À. 


La détermination des valeurs propres de f dans K équivaut. au calcul des zéros 
du polynôme caractéristique Pa € K[X] de degré n. En effet, À € K est valeur 
propre de f équivaut à 


PA (A) = 0, 
c'est-à-dire à 
ii — A 012 Hin 
ü21 ar — À (am 
š = Í). 
nl And Stiet: nr == À 


Exemple Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 muni d'une base 8 = 
(e1,6:,e:). Reprenons l'exemple de l'endomorphisme f qui au vecteur g, de 
coordonnées rj, Ta, r3 dans B, associe le vecteur y, de coordonnées u), yo. ya 
dans B telles que 

ih = Шу Eg F3 

a = =T] + Z+ — Та 

Ya = —T1 Tat 74 


Relativement à la base B, la matrice associée à f est 


1 -1 -1 
A=] -=l 1 —1 
-1 -1 1 


Le polynóme caractéristique de A est 
l-A -l cl 
РА(А) = | -1 1—-À -1 |= {A+ (A — 2). 
—1 -1 1-A 


Les valeurs propres de A, et donc de f, sont les deux réels —1 et 2. On écrit 


Sp(A) = {—1,2}. 
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Le polynóme caractéristique Pa est par conséquent invariant lorsqu'on remplace 
À par une matrice semblable ou, de maniére équivalente, lorsqu'on représente 
f dans des bases différentes. On le note ainsi Ру et on dit que P; € K[X] est 
le polynóme caractéristique de l'endomorphisme f. On a 


P,(A) = det(Matg(f) — А) pour toute base B de E. 


Le calcul des valeurs propres étant invariant par changement de base, nous 
pouvons ainsi nous placer dans n'importe quelle base de E pour calculer les 
valeurs propres d'un endormophisme f de E. 


Définition 12.6 Soi! f un endomorphisme d'un K-espace E de dimension 
finie. 


X Si À € K est une racine simple du polynôme caractéristique de f, on dit que 


A est une valeur propre simple de f. 


К À € К est une racine de mulliplicité h du polynôme caractéristique de f, 
on dit que À est une valeur propre multiple d'ordre h de f. 


Existe-t-il toujours des valeurs propres ? 


La réponse est « oui » à la condition que le corps RK considéré soit algébri- 
quement clos. C'est le cas du corps C. Rappelons que tout polynóme de C[X] 
de degré n admet n racines (comptées avec leurs multiplicités) dans C (voir 
le théoréme de d’Alembert-Gauss, p. 248). Le polynóme caractéristique d'un 
endomorphisne f d'un C-espace vectoriel E se factorise ainsi dans C sous la 
forme 


m. 
h 
РҚА) = (-1" TJA - A)" 
i=1 
OU Ат, Аз, ..., Am désignent les valeurs propres distinctes de f, de multiplicités 
respectives һу, ha, ..., Am et on a 


msn et h +h +...+ h. = n. 


Ainsi, un endomorphisme d'un C-espace vectoriel E de dimension n, admet 
toujours (au moins) une valeur propre (dans C) et le nombre de valeurs propres 
distinctes est inférieur ou égal à n, ce que l'on résume sous forme matricielle 
par : 


VA € М„(С) ( 9р(А) #0 et card(Sp(A)) <n). 


La situation est différente lorsque l'on travaille sur le corps des nombres réels 
car, contrairement à C, R n'est pas algébriquement clos. Un endomorphisme 
d'un K-espace vectoriel peut ne pas avoir de valeur propre. C'est le cas dans 
l'exemple suivant. 
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Exemple Soient 8 € [0, 27[ et Ag = | = pe ) € Mad). Опа 


Pa, (A) = M — Tr(Ag)A + det(Ag) = А? — 2Acosd + 1. 
Les valeurs propres sur C sont Ау = e! et № = e car 
Pas (e!) = Pa, (e^) = 0. 


Si 8 x Üet 8 x x alors A, ne possède aucune valeur propre dans F ; son spectre 
est vide (Sp( Aj) = B). En revanche, si 8 = 0 ou si # = т alors le spectre est 
non vide puisque 


Sp(Ao) = Spl) = (1) et — Sp(Ar) = Sp(l2) = {-1}. 


Exercice 2 1 - Montrer que sï À € К est une valeur propre de À € M(E) 
associée au vecteur propre X alors A" est valeur propre de A” associée à X 
(n € N* J, 
2 - Déterminer les valeurs propres d'une matrice idempotente, c'est-à-dire d'une 
matrice À € Mí(K) vérifiant : 

AT = A, 


et d'une matrice À € M‚{K) telle que 


3 - Montrer que si À € GL,(K) alors (A X) est élément propre de A si, et 
seulement si, {AT1,X) est élément propre de AT. 


12.3.3 Calcul des vecteurs propres 


Intéressons-nous maintenant au calcul des vecteurs propres correspondant à 
chacune des valeurs propres. Soit ж = тує + тое +... + nên un vecteur 
propre de f associé à la valeur propre A. Calculer g, c'est résoudre l'équation 


(f — Aidg)(z) = Og. 


Les solutions sont les vecteurs du sous-espace propre Ej = Ker(f = Aide). 
Puisque f — Aide n'est pas injective, il existe des solutions autres que le vec- 
teur Ок. Se pose alors la question de la dimension du sous-espace propre En. 
Remarquons que si u É Ок désigne un vecteur propre de f associé à la valeur 
propre À € [К alors, nécessairement, 


Кис Е, d'où dimg(E:) 21 


саг арк (Ku) = 1. Le sous-epace propre Es est donc de dimension supérieure 
ou égale à 1. La proposition suivante complete ce résultat. 
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ou R est une matrice rectangulaire de type (p. n — p) et 5 une matrice carrée 
d'ordre п — p. En développant par rapport aux p premières colonnes, on obtient 


Р(Х det (Mate (f) — AL.) 
(À — A? x det(S — AL, nl 


(—1)P x (A = Ар x det(8 = AL,..,). 


Ainsi, (А =À)” divise le polynôme Py, ce qui termine la démonstration puisque 
(А — Àp ne divisant pas ©, cela signifie qu'il divise nécessairement (À = А)", 
d'oü p € h. En particulier, si la multiplicit de А est égale à 1, on en déduit 
immédiatement que p = l. LI 


Comment déterminer la dimension d'un sous-espace propre ? 


Dans le cas d'une valeur propre simple, c'est immédiat car le sous-espace propre 
associé est de dimension égale à 1. En revanche, dans le cas d'une valeur propre 
de multiplicité h z 2, cela l'est moins car la dimension du sous-espace propre 
associé n'est a priori pas égale à h. Pour déterminer dimg (E). il suffit d'ap- 
pliquer le théorème du rang à l'endomorphisme f ~ Aidg. On obtient alors la 
relation 


dimg (E) = rg( f — Aide) + dimg (Ker(f — Aidg)), 
d'où, puisque E, = Ker (f — Aide), 


dimg (Ex) = dimx(E) — rg( f — Aide). 


Le calcul du rang de f = Aide nous permet donc de trouver dimx (Ex). 


Détermination d'une base d'un sous-espace propre 


Apres avoir calculé la dimension du sous-espace propre Ea. on en cherche une 
base. Si p = dimy(E,) alors cela revient à chercher p vecteurs linéairement 
indépendants vérifiant l'équation vectorielle 


(f - Adel) = 0g 


ou, de maniere équivalente (en se placant dans la base B), vérifiant l'équation 
matricielle 


ai — À “15 Së in T] Ü 
ga go — À + Oan I3 Ü 
nl Ant a rin — A En 0 


DU Et, Ea, En désignent les coordonnées du vecteur x dans la base B. Ainsi, 
la détermination d'une base du sous-espace propre E; se ramène à la résolution 
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Son rang est égal à 2. Ainsi, rg (A — (—1)13) = 2, d'où dime (Ex) —3—2 = 1. 
On retrouve bien que le sous-espace propre E, est de dimension égale à 1. 
En éliminant dans le système (SV la derniere équation et en faisant passer aux 
seconds membres les termes comportant l'unique inconnue non principale ra, 
on se ramene au systeme 2 x 2 


EW | 231 = Li 


T3 


{Jra dra 


On obtient rz; = zy et т» = my. Ainsi, un vecteur propre X.€ M344(R) de A 
associé à À, s'écrit 


T T3 
À = т» = fa avec Ta € R. 
Za Ia 


Finalement, un vecteur propre z de f associé à Ау s'écrit sous la forme 
m = Tai + t383 + Tres avec та € В. 


On obtient le vecteur propre u; = ë; + e4 + ез en choisissant r3 = 1. Le 
sous-espace propre associé est une droite vectorielle. I est donné par 


EA, = Eu. 


Détermination du sous-espace propre associé à А = 2 


La valeur propre À> = 2 est une valeur propre multiple d'ordre 2 et on a 
dimg(E4,) = 1 ou 2. Un vecteur propre de А vérifie (A — 213) X = 0, c'est-à- 
dire, 


zd 1 zi 0 
p cbe z |= { 0 
=Ï p x їз 0 


De manière évidente, ri A — 213) = 1, d'où dimna (E4,) = 3— 1 = 2. Les trois 
équations du systeme sont identiques. On se raméne à une seule équation à 
trois inconnues, qui se résoud en fixant deux des trois variables et en résolvant 
par rapport à la variable restante. En fixant то et r3 on voit que la solution de 
l'équation 

= ~ £i ~ Ta = Ü 


est zi = (ta + r3). Ainsi, un vecteur propre X de А associé à Аз s'écrit 
X — (29 + Ta) 
À = Жо = Ta avec SER et zs € К. 
T3 Ta 


Un vecteur propre z de f associé à Ao s'écrit sous la forme 


m = o—(rg-oraje.-or3463-R Fraën avec 23 GR et rs € Е. 
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En choisissant d'une part ro = 0 et ra = -—1, et d'autre part ro = 1 et 
Ta = =l. on obtient les deux vecteurs propres us = ë, — ез et ug = ёз — ёз. 
Ces deux vecteurs sont linéairement indépendants (vérification immédiate). Le 
sous-espace propre associé est un plan vectoriel. Il est donné par 


Ex, = Vect(ts, us). 
Pour faire la transition avec le paragraphe suivant, on remarque que 
dimg( Za, } + dimg( Fj.) = dimg( E). 
=] = 2 = d 


Puisque E;, ME, = (Ops). on en déduit que les deux sous-espaces sont sup- 
plémentaires dans F et on écrit 


E = Еу, = En. 


12.4 Diagonalisation et trigonalisation 


12.4.1 Diagonalisation d'un endomorphisme 


Comme nous l'avons vu au paragraphe 12.3.2, tous les endomorphismes d'un K- 
espace vectoriel E n'admettent pas nécessairement de valeurs propres (et donc 
de vecteurs propres). Cependant, s'ils existent, les vecteurs propres d'un endo- 
morphisme f associés à des valeurs propres distinctes forment une famille libre 
dans l'espace E (voir les commentaires à la suite de la proposition 12.3). Cela 
fait d'une famille de vecteurs propres un « bon candidat » pour constituer une 
base de E puisque, pour étre une base, il ne lui reste plus qu'à etre génératrice 
de l'espace E tout entier. Et si c'est le cas, on dira que f est diagonalisable. 


Définition 12.7 Soit E un -espace de dimension finie ou infinie. Un en- 
domorphisme f de E est dil diagonalisable sur E sil existe une base de 


E formée de vecteurs propres de f. Diagonaliser f. c'est trouver une telle 
base. 


Quel intérêt avons-nous à diagonaliser un endomorphisme ? 


Placons-nous maintenant dans le cas d'un espace vectoriel E de dimension n. 
Supposons que f € Ёк Е) soit diagonalisable, c'est-à-dire supposons qu'il existe 
une base notée 

C = (U), UZ, Un) 


constituée de vecteurs propres de f. Ecrivons la matrice associée à f relative- 
ment à la base C. Par définition, son j-ieme vecteur colonne est constitué des 
coordonnées du vecteur f(u;) dans la base C. Or, uj, шо, ..., wu, étant des 
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vecteurs propres de f, cela signifie qu'il existe n valeurs propres comptées avec 


leurs multiplicités, notées Ai, Aa, ..., À, et appartenant toutes à K, telles que 
Дмча) Am, J(u;) = ous, =>... fus) = Asus. 
On en deduit alors 
fu) Fu) co — f(w) 
À 0 “= 0 Hi 
Мас(7)= | 9 ^ ^. Im, 
= Se 0 |: 
D. - a Жы [ан 


C'est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres 
(distinctes ou confondues) Ау, Аз, ..., À, de f. On la note aussi: 


Matc(f) "2^ diag (Аз, Aa, An). 


En notant P € GL, IE) la matrice de passage d'une base (quelconque) B de E 
à la base des vecteurs propres C, on à la relation 


diag (Ar, Ap,- - An) = P7! Matg( f) P. 


Pour toute base B de E, la matrice Mate f) est ainsi semblable à une matrice 
diagonale. 

En résumé, si un endomorphisme f d'un K-espace vectoriel E est diagonalisable 
sur K alors sa matrice associée dans la base formée de ses vecteurs propres est 
diagonale et toute matrice associée à f relativement à une base (quelconque) 
de E est semblable à une matrice diagonale. 


On a la définition suivante. 


Définition 12.8 Soit A une matrice de M„(K). On dit que À est diagonali- 
sable si elle est semblable à une matrice diagonale, c'est-à-dire s'il existe une 
matrice inversible P € GL, (E) et s'il existe une matrice diagonale D € M,(K) 


telle que 
D = Р-!АР. 


Diagonaliser A, c'est trouver D. 


Dire qu'une matrice rectangulaire est diagonalisable n'a pas de sens! Il faut 
qu'elle soit carrée. Comme le montre l'exemple qui suit, la manière de diago- 
naliser une matrice (qui est diagonalisable) n'est pas unique. 


Exemple Soient la matice carrée А appartenant à Ma(R) et les trois vecteurs 
colonnes U}, Us et Us appartenant à Ms 1 (Ë!) suivants 


1 =i -1 I 1 0 
А = —] 1 —l . U = 1 , La = Ü et Us = 1 
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On a déjà vérifié que U, est un vecteur propre de A associé à Ау = =l et 
que Us, Us sont deux vecteurs propres de A associés à A2 = 2 (voir p. 531). 
Considérons les trois matrices Р, Q et H de GL3(K) suivantes 


U Us U Us U Us 
_ {1 1 0 e 1 1 Ü 
P = 1 0 1 S HE 0 1 1 : 
l -i -=i —i 1 -1 
U Us Vi 
1 Q 1 
St, e ая 
-1 — 1 
On vérifie alors que 
-1 0 0 1 l 1 1 1 —1 -1 l 1 Ü 
020 = = 2 —1 —1 —1 l — 1 Ü 1 |, 
ü ü 2 -1 3 -=l -] -1 1 1-1 -l 
— ut” — —— en, u. u 
= diag( —1,2.2) =P! = À =P 
2 Ü Ü 2 — -1 l -1 -1 1 1 ü 
Ü — Of =s- 1 l 1 —1 l -1 0 1 1 
ü Ü 2 ` V —1 2 —1 1 —1 l -1 1 -1 
= diag(2, —1, 2) = Q”! = À = Q 
20 Ü 1 2 —1 —1 l —1 —1 1 0 1 
Ü 2 QO0|-z[-1 2 -i cl 1 —1 0 1 1 
00 -1 1 1 1 =] =] 1 =l —1 1 
T s= —h.La. nm —h I 
= diag(2,2,—1) =R”! = À =R 


Remarque Soit A une matrice d'ordre п diagonalisable. Si Aj. ..., Am dé- 
signent les valeurs propres de A, distinctes deux à deux et de multiplicités 
respectives hy, ..., Am, alors, pour tout à € 11,...,m]. la valeur propre À, 
est présente h; fois sur la diagonale principale de la matrice D. Le rang de À 
est alors égal au nombre de valeurs propres non nulles (comptées avec leurs 
multiplicitös). De plus, puisque det(D) = det( A), on a 


det(A) = [ [AF = (Uu x... x A) x x (Àm x... X Am). 
i=l a A 
hı fois Rm fois 
Puisque Tr(D) = Tr(A), on a 


ТА) =V hihi = (M ot) +... + (Àm +... + Am). 


ES ha fois him fois 
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12.4.2 Caractérisation de la diagonalisation en dimension finie 


Proposition 12.6 Soient E un K-espace de dimension finie et f un endo- 
morphisme de E. Soient Aj, Ag, .... Am les valeurs propres distinctes de f et 
Еу, Ex, ..., Ea, les sous-espaces propres correspondants. Une condition 
nécessaire et suffisante pour que f soit diagenalisable est que 


dimg (E3,) + dimg(Ex,) +... + dimg (Ex) = dimg(E). 


Démonstration > Soient n; = dimg(E4,) pour tout i € (1.2,..., m] etn = 
dim (Е). Supposons f diagonalisable et montrons que ту + mg +... + nj, = n. 
Si f est diagonalisable alors il existe une base C de vecteurs propres de f. De 
plus, la matrice associée à f dans cette base est diagonale. On s'en sert pour 
calculer le polynôme caractéristique Ру. En notant Àj, Aa, ..., Am les valeurs 
propres distinctes, de muitiplicités respectives hi, ha, ..., hm, on a 

"m 

ЧАЄ К Pr) = det(Matc(f) — AL} = IIo. — AIS, 

i=l 
d'où h; + hy +... ha, = n puisque Ру est un polynôme de degré égal à n. 
Il est alors suffisant de montrer que n; = h; pour tout i € {1,2,...,m} car de 
l'égalité hy + ha +... + bo = n, on pourra en déduire l'égalité recherchée : 


nina... Nm = N. 


~ Pour tout i appartenant à {1,2,..., m}, les vecteurs propres de C corres- 
pondant à la valeur propre A; (il y en à h;) forment une famille libre. On a 

donc nécessairement 
VicÍ[l1,2,..,] m > hi. (5) 


- D'aprës la proposition 12.5, la dimension d'un sous-espace propre est infé- 
rieure ou égale à la multiplicité de la valeur propre à laquelle il est associé. 
On a donc 

Vi€[1,2,...,m) meh. (6) 


De (5) et (6) on déduit n; = A; pour tout 1 € [1,2,..., m]. 


[> Montrons à présent la réciproque. Supposons que nj + na +... + fin = Ts 
et montrons que f est diagonalisable. On extrait une base de chacun des sous- 
espaces propres Ex Fig: ..., Ex... Soient 


11 (2) Um] 
Ci = (ш! ДЕРИ C; = (u, es ++ Cm = D EEN 


des bases respectives des sous-espaces Ex... E4,,..., Бу. Tous les vecteurs 
appartenant à ces bases sont des vecteurs propres. On considère la famille C 
que l'on obtient en réunissant l'ensemble des m bases Су, Сз, ..., Cm : 


1 1 2 z 
C = (uf u, lus Y... Lo cs aai a RE) | 
— uuu 


E En, € Ei, E Ex. 
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C'est une famille libre dans E. Nous avons déjà vérifié ce point au para- 
graphe 12.2.2 (c'est une conséquence de la proposition 12.3). Or, les familles 
C;,lziszm,étant disjointes deux à deux, on a 


card(C) = card(C4) + card(Ca) +... + card(C,,) = ni + no +... + Nam. 
En tenant compte de notre hypothèse (n; + n3 +... + r4 = n), on obtient 
card(C) — n. 


Puisque toute famille libre de n vecteurs dans un espace de dimension n est 
une base, la famille (de vecteurs propres) C ainsi construite est effectivement 
une base de E; cela qui termine la démonstration. rl 


Remarque Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un endomorphisme 
f d'un K-espace vectoriel E soit diagonalisable est que l'espace E se décompose 
en une somme directe des sous-espaces propres Ex, Eng. +... Ea, : 


É = Es, D Ex, B... b Ex... 


On déduit immödiatement de la proposition 12.6 une condition suffisante [mais 
non nécessaire) pour qu'un endomorphisme soit diagonalisable. 


Corollaire 12.2 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Si un endo- 


morphisme f de E possède eractement n valeurs propres distinctes deux à 
deur, alors f est diagonalisable 


Démonstration Soit f un endomorphisme de E avec dimg(E) = n. Suppo- 
sons que les valeurs propres Aj, Аз, ..., À, soient distinctes deux à deux. Ce 
sont donc nécessairement des valeurs propres simples de f et, d'après la pro- 
position 12.5, la dimension de chaque sous-espace propre est égale à 1. On a 
ainsi 

dimg (Ei, ) + dimg( Es.) +... + dimg (Ex, ) = dimg(E) 

T — hs [s_—s,kl&h — — —," 


= = = 


et, d'aprés la proposition 12.6, cela nous permet de conclure que f est diago- 
nalisable. 


Comme l'illustre le deuxieme exemple ci-après, la condition donnée dans le 
corollaire 12.2 est suffisante mais non nécessaire. 


Exemples 
2 1 0 

1. On considère la matrice А = | 0 1 —1 | de MAR) et on vérifie дие: 
ü 2 4 


PACA) = –(А — 2)*(A — 3). 
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Tout endomorphisme est-il diagonalisable ? 


Оп se convainc facilement que la réponse à cette question est « non ». En effet, 
d'aprés le corollaire 12.3, pour qu'un endomorphisme d'un K-espace vectoriel 
E soit diagonalisable, il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient 
satisfaites : 
1. le nombre de ses valeurs propres (comptées avec leurs multiplicités) est égal 
à la dimension de E: 


2. la dimension de chacun des sous-espaces propres est égale à l'ordre de mul- 
tiplicité de là valeur propre correspondante. 


Il existe des endomorphismes pour lesquels l'une ou l'autre de ces deux condi- 
tions (ou les deux à la fois) n'est pas vérifiée (voir l'exemple précédent et l'exer- 
cice 3). Néanmoins, nous pouvons remarquer que si K = C alors la premiere 
condition (celle portant sur le nombre de valeurs propres) est automatiquement 
vérifiée puisque tout polynôme de СХ] est scindé sur C. L'obstruction à la dia- 
Eonalisation d'un endomorphisme d'un C-espace vectoriel ne pourra apparaitre 
que si la deuxieme condition (celle portant sur la dimension des sous-espaces 
propres) n'est pas vérifiée. 


Il est intéressant de noter que certaines catégories d'endomorphismes ne sont ja- 
mais diagonalisables. C'est le cas des endomorphismes nilpotents, à l'exception 
de l'application nulle. Ce point est développé ci-après. 


Endomorphisme nilpotent 


Proposition 12.7 Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E de 
dimension finie. Supposons f non identiquement nul. 51 f est nilpotent alors 


f n'est pas diagonalisable. 


Démonstration Utilisons un raisonnement par contraposée. Supposons que f 
soit à la fois nilpotent et diagonalisable et déduisons-en que f est identiquement 
nul. Soit n = dimg( E). Plagons-nous dans une base B de E. Soit N € M, (E) 
la matrice associée à f dans B. D'après notre hypothèse, N est nilpotente et 
diagonalisable. Il existe alors une matrice inversible P telle que 


D2P-!NP 


avec D = diag(A1, Às,..., À4) et où Àj, As... An sont les valeurs propres (dis- 
tinctes ou confondues) de la matrice N. En multipliant à gauche par P et à 
droite par P-!, on obtient 


N = PDP”! 


et on montre (par récurrence sur l'entier k) que 


VkeN NË = Pipi 


540 Diagonalisation et trigonalisation 


Puisque N est nilpotente, NF = 0, pour un certain entier p non nul. Il vient 
alors que D? = (,, autrement dit que 


M 0 - Ó 0 © -- 0 
0 X ` i) foo : 
See ZS 8 br желй 
Ü 0 A о. 0 Q0 
П en résulte que Àj = As =... = Au = Ü. La matrice diagonale D est donc 


nulle. On en déduit que la matrice N est nulle, ou, de manière équivalente, que 
l'endomorphisme f est identiquement nul. 


Décomposition de Dunford 


L'importance de l'étude des endomorphismes nilpotents apparait clairement 
dans la proposition suivante. 


Proposition 12.8 Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E de 
dimension finie, dont le polynóme caractéristique est scindé sur K (ce qui 
est toujours le cas lorsque K = CJ. Alors il existe un unique couple (g, h) 
d'endomorphismes de E, tel que 


f=g+h et goh=hog 


avec g diagonalisable et h nilpotent. Cette décomposition est connue sous le 
nom de décomposition de Dunford. 


Démonstration Admise. LI 


Les deux endomorphismes g et h sont définis à partir de f. L'endomorphisme g 
(respectivement h) est appelé partie diagonalisable (resp. partie nilpotente) de 
f. ll est à noter que lorsque le corps de référence est C, une condition nécessaire 
et suffisante pour qu'un endomorphisme soit diagonalisable est que sa partie 
nilpotente soit l'endomorphisme nul. 


Exemple Soit f l'endomorphisme de IR? dont la matrice dans la base canonique 
est la matrice A définie par 


7 3 -4 
Am -6 -2 5 
4 2 i 


La partie diagonalisable g et la partie nilpotente h de f sont les endomorphismes 
dont les matrices respectives dans la base canonique sont G et H avec 


3 1 -1 4 2 -3 


G=| 2 2 -1 et H=| -8 -4 6 
4 2 -1 0 0 0 
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Nous verrons ultérieurement (voir p. 549) suivant quelle méthode nous avons 
obtenu les expressions des deux matrices G et H. Nous pouvons néanmoins 
vérifier les points suivants. 


La matrice À se décompose comme la somme des deux matrices G et H : 
A=G+H. 
— Le polynôme caractéristique de G s'écrit pour tout À € R. 
PG(A) = -(A -1)*(A - 2). 


La matrice G possède ainsi une valeur propre double (A, = 1) et une va- 
leur propre simple (As = 2). Elle est diagonalisable саг dimg(.E4,) = 2 et 
dimg( E4,) = 1. 


La matrice H est nilpotente puisque Н? = 04. 
Le produit des deux matrices G et H est commutif : 


G x H = H x G. 


12.4.3 Trigonalisation d'un endomorphisme 


Définition 12.9 Soit E un K-espace de dimension finie. Un endomorphisme 
f de E est dit trigonalisable s'il erisie une base de E relativement à la- 


quelle la matrice de f est triangulaire, Trigonaliser f, c'est trouver une telle 
base. 


Remarquons que cette définition ne précise pas si la matrice triangulaire doit 
étre supérieure ou inférieure. À ce propos, rappelons que si B désigne une base 
de E et si Matg( f) est triangulaire supérieure alors, en désignant par C la base 
obtenue à partir de B en inversant l'ordre des vecteurs, Matel f) est triangulaire 
inférieure. On peut donc toujours supposer, sans restriction aucune, que la 
matrice triangulaire dont il est question dans la définition 12.9, est supérieure. 


Définition 12.10 Une matrice A de M„(K) est dite trigonalisable si elle 
est semblable à une matrice triangulaire, c'est-à-dire s'il existe une matrice 
inversible Pe GLa E) et sùl eriste une matrice triangulaire T € M. (B) telle 
que 

T = PIAP. 


Trigonaliser A, c'est trouver T. 


Donnons à présent une caractérisation d'un endomorphisme trigonalisable en 
dimension finie. 


"On dit aussi triangularisahle. 
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Cet endomorphisme est-il trigonalisable ? Pour répondre à cette question, nous 
choisissons"" de munir l'espace R? de la base B = (ej, e, es) où 


е = (1,0,0), =e = (0,1,0), ез = (0,0, 1), 


et d'effectuer la recherche des valeurs propres dans cette base (c'est la base 
canonique). Notons A la matrice représentative de f dans B. Elle s'écrit 


f(ei) fles) flea) 
—2 2 


F -1 či 
An —15 =ü 11 je 
—14 —6 11 / es 


On vérifie sans difficulté que l'on a 
VAER Pé(M = det(A — Als) = (1— ÀP. 


L'endomorphisme f est trigonalisable (puisque son polynöme caractéristique 
est scindé) et Sp(A) = {1}. Remarquons que la matrice A n'est certainement 
pas diagonalisable, car si elle l'était, elle serait semblable à la matrice identité 
d'ordre 3, et donc nécessairement égale à I3, ce qui, de toute évidence, n'est pas 
le cas. Cherchons à présent les vecteurs propres de f associés à la valeur propre 
triple A = 1. Effectuons les calculs dans la base B. Soit t161 + 2284 + t363 un 
vecteur propre rapporté à la base canonique B. On doit résoudre 


ud er 1 D 0 
-15 -7 11 r | =l 0 
-4 -6 10 ra 0 


П vient ri = z3/2 et r4 = z3/2 avec r3 € R. En choisissant rs = 2, on obtient 
le vecteur propre u, = (1.1, 2), c'est-à-dire 


му = е + є + des. (7) 


Il s'agit à présent de compléter le vecteur u, par deux vecteurs de R? de telle 
sorte que l'on obtienne une base. П y a une infinité de manière d'y arriver. 
Par souci de simplicité, nous choisissons de compléter w раг les deux vecteurs 
ëo = (0, 1,0) et es = (0,0, 1) de la base canonique. Nous obtenons la nouvelle 
base B, = (ui, ez, €43) de Rš. Écrivons la matrice représentative de f dans cette 
nouvelle base. En utilisant l'égalité e; = ui — es — 2e3 (qui se déduit de (7)), 
on obtient 

f(€2) = -eı — без — без = -u — бел — des, 

f (ex) = 2e; + llez + llez = 2u + dez + Tes. 
D'où, puisque Tina) = ui. 


f(ui) flea) de 


1 =] u 
Mate (= (o a ale: 
0 —4 le 


(I Ce choix est arbitraire, toute autre base de l'espace R? conviendrait. 
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D'où, puisque fui) = ui, 
f(ui) Flur) fles) 


1 N 2 \ ш 
Mats, (f) = Ü 1 3 us 
Ü 0 1 / ез 


C'est une matrice triangulaire supérieure. Notons-la T. On vérifie la relation 
T-P-!AP 


où P désigne la matrice de passage de la base canonique B = lei, £a, es) à la 
base Bs = (u1, ua, ез). Elle s'écrit 


FJ 

| 
Be 
bo Dä ©з 
ке C CO 


Exercice 4 On considère la matrice A € Ma(R} définie par 


13 16 16 
À = = -7 -6 
—6 -8 -T 


I - Calculer les valeurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable f 

2 - Vérifier que uj; = (—4,1,2) ef us = (—2,1,1) sont deur vecteurs propres 
de l'application canoniquement associée à À. 

8 - Soit v = (—1,1/2, 1). Montrer que B' = (u, us, v) est une base de R. 

4 - Vérifier que A est semblable à la matrice 


1 Ü —1 
T= | ü -3 —4 
0 0 1 


12.4.5 Complément : réduction de Jordan 


Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E de dimension n. Notons 
Als A2, oes Am ses valeurs propres distinctes deux à deux, de multiplicités 
respectives hi, ha. ... Am. On peut affiner le résultat de la proposition 12.9 et 
montrer que sous la même condition, à savoir si le polynóme caractéristique de 
f est scindé, autrement dit si hi + ha +... + hm = n, alors il existe une base 
C de E relativement à laquelle la matrice de f s'écrit 
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Exemple Nous reprenons ici l'exemple de l'endomorphisme f de R? (voir p. 540) 
dont la matrice dans la base canonique B = (ej, €2, ез) est 


T 3 A 
А = —6 —2 5 |. 
4 2-1 
Considérons la nouvelle base C = (11.42, шз) où u = (1,1,2), ua = (—1,2,0) 
et us = (0,1,1). On vérifie 


fiui) = en, flus)=us et f(u9) = ur + us. 


La matrice représentative de f relativement à la base C s'écrit ainsi 


(à ï r) -a (o. | Sch 


C'est la forme réduite de Jordan associée à f. Elle se décompose comme suit : 


2 0 0 2 Ü Ú оо о 

011 =| 0 1 0 E 23 0 0 1 |. 

0 0 1 0 0 1 000 
et Ииии mamami et" 


Soit P la matrice de passage de B à C. On a J = P-1AP, d'où 
A = PJP = P(D +N)P = PDP7'+PNP. 


Posons G = PDP”! et H = PNP -31, On vérifie 


4 1 -1 1-10 2 ü 0 2 1 —1 

2 2 -1 |= 1 2 1 0 1 Ü 1 L =L; |, 

4 2 —1 2 0 1 001 -4 -2 3 
v —X |” 


4 2 A 1 —1 2 1 -1 
—8 -—4 6 ]=| 1 2 1 1 -1 |. 
0 о о 2 о -4 -2 3 
w— r dn Чарир E 
=H = P = N = Р-! 
Оп retrouve les expressions de С et Н données en page 540. La matrice А se 
decompose de la fagon suivante 


T à -4 4 1 —1 4 2 -3 
6 -2 5 |= 2 2 = |+| = =d 6 |. 

4 2 —1 4 2 —1 0 ü 0 
MM — — —— Tree 


La matrice G (respectivement la matrice H) est la representation matricielle 
dans B de la partie diagonalisable g (resp. de la partie nilpotente h) de l’endo- 
morphisme f. 


Exercices de synthese 
12.5 Exercices de synthèse 


Exercice 5 On considère l'application linéaire f qui au vecteur © = (mi, £3.13) 
de R? associe le vecteur y = (yi. yz. ya) de R? défini par : 


y = dra 
jo = T 2Fo + T3 
уз = 2x1 + dio — 2Z3 


I - On note В = (er. es. Єз} la base canonique du R-espace vectoriel R?. Écrire 
la matrice associée à l'endomorphisme f dana B. 


2 - Calculer les valeurs propres de f. Vérifier que f est diagonalisable. f est-il 
bijectif ï 


3 = Calculer les vecteurs propres de f. 


4 - Soit C une base de ВЗ constituée de vecteurs propres de f. Ecrire la matrice 
D = Mate f). 


5 - On considère l'endomorphisme g défini par : 
g=f"—-9f+ides où P n fe f o f. 
Calculer Matetg) et en déduire Matg(g). 
Exercice 6 On considère les trois suites réelles (ug нен. (Unlnen €t (Un nen 


définies sous forme récurrente par uj = 1, vo = 1, ug = —1 et pour tout n EN 
par le systéme suivant 


Une) = Min + 30, = Wh 
(5) Undi = "Un T Wn 
Un = "Mat tea 


1 - Écrire le système (5) sous la forme matricielle 


Anl = AAn avec Xa = Ua . Vn e€ М. 
Чү 


2 - Calculer les valeurs propres de A. En déduire que la matrice A est diago- 
nalisable, Proposer une base de vecteurs propres de A. 


3 - Soit P la matrice de passage de la base canonique de R? à une base de 
vecteurs propres de А. Calculer P et P^! , puis expliciter la matrice B € Ma(R) 
définie par 

B=P-`AP. 


4 - Calculer A" pour tout n € М. 


2 - En déduire les erpressions de Un, Un et uw, en fonction de n. 


Réduction des endomorphismes ool 


12.6 Solution des exercices 


Solution de l'exercice 1 


La méthode utilisée consiste à montrer que tout élément z de E peut s'écrire 
de manière unique sous la forme : æ = m, + m + ms avec mi € Ker (f — ide), 
х. € Ker(f —jidg) et æg € Ker(f — 1 del, Supposons dans un premier 
temps que ces trois vecteurs 2,22, ms existent. On a alors 


Қа) = ж, Да) ја et Даз) = jP ms. 
Les vecteurs 21,209. ms doivent vérifier nécessairement 


mi + tə + ms = m 
zi +j x2 +j 23 = f(x) 
zı +)” m + jas = f(z) 
oü la deuxième (respectivement la troisième) égalité a été obtenue en composant 


la premiere égalité par f (respectivement par f?). En additionnant les trois 
égalités on obtient : 


1 
zı = 1( + f(e) + Pa). 
En multipliant la premiere égalité par j^, la deuxiëme par j, en laissant inchan- 
gée la troisième, et en additionnant le tout, on obtient 


ту = „(т + ° f(z) +i /?(S)). 


De méme, en multipliant la première égalité par j?, la troisième par j, en laissant 
inchangée la deuxiéme, et en additionnant le tout, on obtient 


zs = (ш +j f(z) + P 2). 
Les trois vecteurs T1, £a, Za ainsi calculés sont les seules solutions (si elles 
existent !} possibles (l'unicité de l'écriture implique l'unicité de ces solutions). 
Pour que notre raisonnement soit complet, il reste à vérifier que mi appar- 
tient à Ker(f — ide), que za appartient à Ker(f — jide), que 23 appartient 
à Ker (f _ ў ide) et que x = X, + zs + ra. Cette dernière égalité est bien 


évidemment vérifiée puisque c'est une des trois équations du système. De plus, 
on vérifie que 


ei) = z Uta) + P(w) + P(w) = (n) + P(w) + z) = ns 
aa) = s (a) + (а) +j fe) = (а) +j? fe) + jr) = jzo 
(аз) = SU) +j (z) +P PE) = 502) +) (2) + P z) = j? zo 


où on a utilisé f3(m) = m. On a done xi € Ker(f — ide), z; € Ker (f — jidg) 
et za € Ker (f — j^ idg). 


paj = s| ki 
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Solution de l'exercice 2 
Soit (À, X) un élément propre de A. 
| - En multipliant à gauche l'égalité matricielle AX = АХ par A, on obtient 


A*X — MX. 
Plus généralement, en utilisant une récurrence sur l'entier n, on obtient 


Уле №" АХ = АХ. 


2 - D'après ce qui précède, (AT. X) est élément propre de A?. Si А? = A alors 
(A*-A)X-0,1, d'où A? =J 

puisque X = 0. Ainsi, Sp(A) c {0,1}. De la méme manière, si A" = I alors 
(A^—1)X20,1. d'ou А" =] 


puisque X = 0. Ainsi. le spectre de A est inclus dans l'ensemble des racines 
n-ièmes de l'unité. 


3 - Considérons à présent À dans GL, (K). On a nécessairement А # 0 puisque 
A est inversible. On vérifie les équivalences suivantes : 


АХ = AN = Х= ААХ = AX = AIR. 


ce qui montre que LAT. X) est un élément propre de À 1. 


Solution de l'exercice 3 


l-a) Considérons A dans M3(R). Опа: PA(A) = —(A — 1)?(A + 1). Ainsi A 
possède deux valeurs propres sur R : Ау = 1 (valeur propre double) et А = —1 
(valeur propre simple). On obtient : 


Es, = Vect((1,0,1), (0, 1,0)) et Ex, = Vect((1,0, —1)). 
La matrice А € MAR} est diagonalisable car 


dimp ( E, ) T dimg( En, ) = dimg (R^). 


b) Considérons B dans Мз(Е). On a : Ра(А) = -(A- 1А + A + 1). Ainsi 
B possède une unique valeur propre sur R : À = 1. C'est une valeur propre 
simple. Om obtient : 
E, = Vect((1, 1, 1)). 


La matrice Be M4(R) n'est pas diagonalisable car dimg(E4) = 1 x dn (RI). 


2-a) La matrice A considérée comme une matrice complexe est diagonalisable 
sur C (puisqu'elle l'est sur Bà. 


Réduction des endomorphismes 553 


b) Si B € MalC) alors Ра(А} = -(A — 1)(A =j)(A =j). Ainsi, la matrice 
B considérée maintenant comme une matrice complexe possède trois valeurs 
propres simples sur C : À, = 1, Ag = jet Аз = j. On obtient : 


Ey, = Vect((1,1,1)), Ex, = Vect((j,],1)) et Ex, = Vect((j,j,1)). 


3 
Elle est donc diagonalisable (sur C) car Y `dime(Ex,) = dim=(C3). 


i=1 


Solution de l'exercice 4 

On note f : R? — R? l'application canoniquement associée à A. 

1 - Le polynôme caractéristique de A s'écrit : Pa(A) = —{A — 1)*(À + 3). 
Ainsi, À possède deux valeurs propres distinctes sur È : A, = 1 (valeur propre 
double) et Ag = —3 (valeur propre simple). On vérifie que rg( A — Ayla) = 2 et 
rg( А — Asla) = 2. On en déduit les dimensions des sous-espaces propres associés 


dimg( Ek, } =] et dimg (Ex) =]. 


La matrice A n'est pas diagonalisable puisque la dimension du sous-espace 
propre Ex, associé à la valeur propre A, est différente de l'ordre de multiplicité 
de À, (en tant que racine du polynôme caractéristique P4 € R3[X]). 


2 - Les vecteurs ou = (—4,1,2) et wa = (—2, 1,1) sont des vecteurs propres de 
f associés respectivement à Au = let As = —3. Pour vérifier que f(14) = ui 
et {us} = —3us, il suffit d'effectuer les calculs en se plaçant dans la base 
canonique B : 


13 16 16 —4 —4 

-5 -T -6 l |= 1 

-6 -8 -T 2 2 
13 16 16 —2 -2 
-5 -T -6 l |2-3 1 
-6 -8 -T 2 2 


3 - La famille B” est une base de R? car son rang est égal à 3. 


4 - A est semblable à T signifie que A et T représentent la même application 
linéaire dans des bases différentes. On rappelle que l'on a déjà supposé que 
А = Mate f). Suivant l'expression de T, écrire que T = Mate (f) signifie que: 


ш) = ш, flus) = —3us et fir) = —u; — dus + v. 


Les deux premières relations sont vérifiées car ur et us sont deux vecteurs 
propres de f. Il reste alors à vérifier la troisième. Placons-nous pour cela encore 
dans la base canonique B. On vérifie 


13 16 16 —1 11 
-b -7 -6 1/2 |= | —9/2 
cc -8 -7 1 -5 


Er 
en 
Va 


Solution des exercices 


-4 -2 -1 11 
- 1 ]-4] 11+[ 1/2 |= | -9/2 
2 1 1 -Ë 


En notant Ui, Us et V les matrices-colonnes constituées des coordonnées, dans 
la base canonique B, des vecteurs ui, ti» et v, on a ainsi vérifié l'égalité matri- 
cielle 


AV = —U, — 405 + V, 


et, par conséquent, l'égalité vectorielle f(v) = —u; — dus + v. 


Solution de l'exercice 5 


1 - Relativement à la base canonique B, l'équation vectorielle y = f(x) s'écrit 
sous la forme matricielle Y = AX, c'est-à-dire 


UV 00 4 T1 
lo = 1 Z 1 Ta 
ya 2 4 -2 Fa 


2 - Le polynöme caractéristique de f s'obtient en calculant celui de la matrice 
À. Ona: 
РҚА) = det{ A — M3) = —A(A +4) A — 4). 


Ainsi, l'endomorphisme f possède trois valeurs propres simples sur R: A) = —4, 
Az = Ü et Aa = 4. Il est diagonalisable car Жы dimp (Fa.) = dimg(R?). П 
n'est pas bijectif car O est valeur propre. 

3 - On obtient : Ej, = Vect ( ( —r3, 0, 23)) avec та € R*. Om choisit r4 = - 1. 
Ainsi мү = (1,0, — 1) est un vecteur propre associé à А = —4. De méme, Fa, = 
Месе ((-272,72,0)) avec xo € В". On choisit т; = —1. Ainsi ug = (2, -1,0) 
est un vecteur propre associé à As = 0. Enfin, Es, = Vect ( (13, 23, 23)) avec 
ту € R'. On choisit ra = 1. Ainsi, ма = (1, 1, 1) est un vecteur propre associé 
à Аз = 4. 


~4 00 
4 - Soit C = (11. мо. из). On obtient : D = 0 0 0 
0 © 4 


5 - Relativement à C, f? — 9f + ides s'écrit D? — 9D + I3. On obtient 


-70 Ü 
Mate(g) = 0 1 Ü 
ü 0 29 


La matrice de passage de la base B à la base C est : 


1 2 1 |{1 2 3 
Р = Ü — 1 |, d'où Pl = = 1 -2 
-1 01 1 2 1 
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On a Mate(g) = P^! Matgs(g)P. On en déduit 


1 Ü 28 
Mats(g)=PMatc(g)P!=| 7 15 7 
14 28 -13 
Solution de l'exercice 6 
Un] 2 3 -3 Un 
l - Le système (S) s'écrit tai =) -i 0 1 tn |. Yn € N. 
Ua] =] 1 d Un 


2-Sp(À) = (—1,1,2]. Pour chaque valeur propre, la dimension du sous-espace 
propre associé est égale à 1. La matrice A est ainsi diagonalisable. Une base B' 
de vecteurs propres de A est 


1 ü -1 
В' = T dr 
1 1 1 
1 Ü -1 ü ~i 1 
3-P=[ 0 1 1 |, P= 1 2 -1 | et B= diag (—1,1,2). 
11 1 V =h A 


4 - Pour tout ne N, A" = P x diag ((=1)7.1,2") x P^. D'où 


gn ол + (—1)n*1 (=1)" — 2" 
А" = 1-2" 2-2" 2" —] 
1-2" (-1)*!—-2^42 (-1^42^-1 


5 - De X4,,1 = АХ, pour tout n € №, il vient X, = A"Xo pour tout n € М. 
On obtient finalement 


lin = LU"! x 24 3 x 2" 
tan = 4-38" 
un = 4=3x274+(=1l)"H x 2 
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CHAPITRE 13 


Continuite des fonctions réelles 
d'une variable réelle 


13.1 L'ensemble des applications de D dans Е 


13.1.1 Propriétés algébriques 


Soit D un sous-ensemble non vide de E. On note ALD, R) l'ensemble des ap- 
plications de D dans R. On désigne par x, et +, le produit et la somme dans 
le corps K. 


On munit .A( D, E) de 2 lois de composition interne + et х définies par 


DL ai € A(D.R)*) (Vr e D) (f+ gz) = f(x) +, etx). 
(f x g)(z) = fir) x, g(z). 


La loi + est une loi de composition interne sur AC D, R) ayant les propriétés 
suivantes : 


1. elle est associative : V(f. gh) €. ALD. RP (f--g)--h f+ (g+ h); 
2. elle est commutative : V( f. g) € AD, R)? frta=4+f:; 


3. elle possède pour élément neutre l'application nulle : 
Одер ву жЕ D+ (Ï = R; 
4. tout élément f de MD,R) possède un symétrique dans АО, R) qui est 
l'application notée — f définie par re Dr -fir) € R. 


La loi x est une loi de composition interne sur A(D,E) avant les propriétés 
suivantes : 


5. elle est associative : V(f.g, f) € ALD, RP (f xg) x h = f wx (g x h); 
6. elle est distributive par rapport à la loi + : 

V(f,g,h)e ALD,RP Рх (g+ h) = (f xg)+(f x h): 
7. elle est commutative : V(f,g) € ADR} fxg-gxf; 


8. elle possede pour élément neutre l'application : 1 4(p,g : re D — 1€ R. 


E, 
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On résume les propriétés qui viennent d'étre énoncées pour les lois de compo- 
sition interne + et x par la proposition suivante. 


Proposition 13.1 L'ensemble A D, Е) muni des lois + et x est un anneau 


commutatif `. 


Remarque (.A( D, Ё), +, x) n'est pas un corps car une fonction réelle n'a pas 
nécessairement de symétrique pour la loi x (voir la proposition 13.3). 


On munit également Ar D, R) d'une loi de composition externe - définie par 
(Vf EAD, R) VAER) (Vre D) (A. Fée) = À x, f(x). 


Cette loi possède les propriétés suivantes : 

9.V(f.g) EeA(D,R) VAER A- (f+g) =A- f+A:g; 
l0.vf € ADR) Ҹ(А, ш) ER? (A+ ш) = АРАА; 
ILY EAD, R) VANER (Ax, u)- f = Alu: f); 
12. 1: f = f. 


Ün peut donc ёпопсег la proposition suivante. 


Proposition 13.2 L'ensemble .A( D, R) muni de la loi de composition interne 


+ et de la loi de composition externe est un espace vectoriel” sur le corps 
des réels. 


Si on se restreint aux applications ne s'annulant en aucun point de l'ensemble D, 
alors on peut définir un symétrique pour la loi x. 


Proposition 13.3 Si q € ALD Е) vérifie (Vr € D gix) É 0) alors g admet 
un symétrique pour la loi produit x qui est l'application notée l/g définie par 


1 
re D — —-cR 


gir} 


Remarques 


1. П ne faut pas utiliser la notation 9^! pour désigner le symétrique de g pour 
la loi x. Cette notation est réservée pour désigner la bijection réciproque de g 
(lorsque celle-ci existe). 


2. On note : l'application f x 1/g et f =g l'application f + (-g). 


ra définition d'un anneau est donnée en page 64. 
La définition d'un espace vectoriel est donnée en page 207. 
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Définition 13.1 ™ Soient f une application de D dans E, J un sous-ensemble 
de R telle que f( D) C J et q une application de J dans R. On appelle com- 


posée des applications f et g, et on note go f, l'application définie par 


тє D> g(f(z)). 


Remarque Il ne faut pas confondre l'application ge f qui est la composée des 
applications f et g et l'application f o g qui est la composée des applications 
g et f. La composition d'applications n'est pas commutative. Ainsi, si l'on 
considère 

f:teRtvi et giteR— cost 


alors ge f : t € R+ — cosl vt) et 


fog: te | Jin ~ 1)7/2, (4n +.1)7/2] — v'cost. 


ne: 


On remarquera également que le domaine de définition de go f n'est pas obli- 
gatoirement identique à celui de f. On peut schématiser la composition des 
applications f : D — R et g; J => R de la manière suivante 


D — KD\c J =+ R 
r + у= х) H+ z:-g(y)-3s(f(x) 
Relation d'ordre sur A(D,E) 


On définit" sur A(D,R) la relation < par 


wf.g €AD,R? (f«e«-(vreD f(x) <, gl) 


oü =. désigne la relation d'ordre sur R. 
La relation € est une relation d'ordre sur .A( D, R) : 
- elle est réflexive : Vf € .A(D.R) f = f: 
- elle est anti-symétrique : V(f.g) E A(D,R? (fg et os f) = f = g; 
- elle est transitive : V(f,g. h) € (ADR) (fg et g< h) = <А. 
La relation < est une relation compatible avec les lois + et x : 
- wiele ADR) (f&g => f+h<g+h); 
V(f.g h)e (ADR) ((f<g) et (0h) = fxh< gx h). 


7^ On pourra se reporter à la définition 2.15, page 40, et aux remarques qui lui font suite. 

"On a introduit les notations +g, et E, pour les lola et la relation d'ordre sur R afin de 
bien mettre en évidence la manière dont étaient définies les lois de composition internes et 
la relation d'ordre sur .A( D, B) à partir des lois de composition internes et de la relation 
d'ordre sur R, Dans la suite noua noterons +, x et € les lois et la relation d'ordre sur В, 
le contexte permettant de décider s'il s'agit des lois sur E ou sur ALD, R). 
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Ces propriétés découlent de manière directe des propriétés de la relation d'ordre <„ 
dans E. 


La relation n'est pas une relation d'ordre total". En effet, considérons les 
applications f: re Ri— retg:reR— r”. Опа 


Ах) za orl Vere [0,1] et fir} =, giz) Vr @ [0,11. 
Par conséquent on n'a ni f < g, ni g < f sur E. 


Remarque On écrit aussi g > f au lieu de f < g. On définit également la 
relation < sur ALD, RI par 


voie A(D,R)2 (f<ge (re D fla) <, o(z))) 
et on écrit aussi g > f au lieu de f < g. 


13.1.2 Monotonicité, parité et périodicité 
soit f une application de Е dans Е. 


On dit que f est pairesi : YreR Pais fir). 
La représentation graphique d'une fonction paire admet l'axe des ordonnées 
comme axe de symétrie. 


On dit que f est impaire si : VreR f(—z)- fir). 
La représentation graphique d'une fonction impaire admet l'origine du repere 
comme axe de symétrie. 


On dit que f est périodique s'il existe un réel T strictement positif tel que ` 


vreR fiz+T)= fie 


Оп appelle période (fondamentale) de f le plus petit réel T strictement positif, 
s'il existe”, satisfaisant la relation précédente. 


H La définition d'une relation d'ordre total est donnée en page 89. 


U Ces définitions se généralisent à une application définie sur un intervalle de centre Ü 

de la forme | — b, b[, b € B° et à une application définie sur un ensemble de la forme 

R\]|-b,bl,be R}. 

Cette definition s'étend à une application definie sur un sous-ensemble D de R tel que 

VEER ire D= 7 +T € D). 

а) Une fonction périodique n'admet pas nécessairement de période fondamentale. Considé- 
rons l'application 


LT) 


| 1 sireR 
fizeR— | 0 szeRAQ ' 
Elle est périodique puisque si r est un rationnel alors d'une part pour tout z € Ф, on a 
kreie fle+r)=1= fir) et d'autre part pour tout r € R \ Ü, on a x + r € R 1 GQ 
et Hz+r)=0= fir). Par contre elle n'admet pas de période (fondamentale) puisque 
la borne inférieure de l'ensemble @ est 0. 
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Exemples 
1. La fonction sinus est impaire et périodique de période 27. 


2. La fonction cosinus est paire et périodique de période 27. 


Exercice 1 Montrer que l'application re Е — x — E(r) est périodique de 
période 1. 


Soient D un sous-ensemble non vide de R et f une application de D dans R. 


On dit que f est croissante sur D si 

Y (21,2) € р? {z1 £ re = fri) < firs)). 
On dit que f est strictement croissante sur D si 

ү (21,25) є D? (zi < zx f(n)«Jf(ra)). 
On dit que f est décroissante sur D si 

V (zuzə) € D? (zi < x2 = (ғ) > f(za)). 
On dit que f est strictement décroissante sur D si 

Ware) € DE (ri < re = fir) > filza). 


On dit que f est monotone sur D si f est croissante sur D ou si f est décrois- 
sante sur D, autrement dit si 


(Y (21,72) € D? (zi < zx => fir) < /(та))) 
ou (v (miza) є D? (zi < zx => fn) > f(z2)) ). 


ArTENTION La place des quantificateurs est extremement impor- 
tante. Ainsi l'assertion 


V (21,75) € DE ( (ri < zx = fir) < J(z3)) ou 
(21 < r3 = f(z) > faa) ) 


est vraie pour toute application définie sur D et ne traduit pas le fait que f est 
monotone sur D. 


Оп dit que f est strictement monotone sur D si f est strictement croissante 
sur D ou si f est strictement décroissante sur D. 


564 L'ensemble des applications de D dans R 


Remarque La négation de l'assertion f n'est pas monotone sur D est : « f 
n'est pas croissante sur D et f n'est pas décroissante sur D s. En termes de 
quantificateurs cette négation s'écrit : 


(3(1. za) e DE E © тә et fizi) > f(3))) 
et 


(Э(21,22) € DE (x1 < 7% et f(z1) < f(z>))). 
Ainsi l'application f : z € R + r (x — 2) n'est pas monotone sur R puisque 


(-1«0et f(-1) > f(0) et (1&3et f(1) < f(3)). 


Exemple La fonction sinus est strictement croissante sur [—7/2, 1/2]. En effet, 
quels que soient 21,273 € [—7//2, 1/2] avec zí < та, on a (voir la section 4.5.1 


en page 154) 
ain Ty = sin f} = 2 sin (=) cos (= = = 


avec (22 —71)/2 €]0, 7/2] et (z; + z1)/2 €] — 7/2, 7/2|. La fonction cosinus 
est strictement positive sur | — 7/2, т/2[ et la fonction sinus est strictement 
positive sur IO. 2/2]. On en déduit que 


Fa — Fi Ty + fi 
in ( 5 ) cos ( 3 EL 


puis que віп ra > віп ту. D'après la définition, cela permet de conclure que la 
fonction sinus est strictement croissante sur [77/2, 7/2]. 


Exercice 2 En s'inspirant de l'exemple précédent, montrer que la fonction co- 
sinus est strictement décroissante sur (0, v]. 


Proposition 13.4 

X La somme de 2 applications paires (resp. impaires) est une application paire 
(resp. impaire). Le produit de 2 applications paires ou de 2 applications im- 
paires est une application paire. Le produit d'une application paire et d'une 
application impaire est une application impaire. 

X La somme et le produit de 2 applications périodiques de période T' est unc 
une application périodique de période T. 


X La somme de 2 applications croissantes (resp. décroissantes) est une appli- 
cation croissante (resp. décroissante). 


Démonstration Ces propriétés se démontrent sans difficulté en revenant aux 
définitions. La rédaction de la démonstration est laissée en exercice. = 
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ATTENTION Le produit de 2 applications monotones n'est pas né- 
cessairement une application monotone. Par exemple, l'application 
f:reR+—rir - 2) est le produit des deux applications crois- 
santes suivantes: o : z € R => z et ga : x € R — ж— 2 mais n'est 
pas monotone, comme cela a été indiqué à la remarque précédente. 


Proposition 13.5 Soient f e! g deux applications définies sur R. 

X Si f est périodique de période T alors go f est une application périodique 
de période Т. 

X Si f est croissante (resp. décroissante) et Q est croissante (resp. décrois- 
sante) alors go f est une application croissante. 

X Si f est croissante (resp. décroissante) et g est décroissante (resp. crois- 
sante) alors go f est une application décroissante. 


X Si f est paire alors ge f est une application paire (sans hypothèse sur la 
parité ol Si f est impaire et g est paire (resp. impaire) alors g o f est paire 
(resp. impaire). 


Démonstration Ces propriétés se démontrent en revenant aux définitions. 
Ainsi, si f est périodique de période T, alors pour toute application g defi- 
nie sur E et pour tout re R on a 


(go Рх +T) = g(f ic + T) = 9[f(z)) = (go fie). 


Done go f est une application périodique de période T. Les autres propriétés 
sont à vérifier en exercice. = 


13.1.3 Applications bornées 


On dit que f € A(D.R) est majorée sur Di:3MeEWreD f(r) < M. 


On appelle alors borne supérieure de f sur D et on note" sup f(x) la borne 
xE D 
supérieure de l'image de D par f. On a done 


sup fir) = sup (f(x) | re D} = sup f ( D]. 
xE D 


Rappelons les propriétés de la borne supérieure (voir la proposition 3.2 p. 95) : 
l.Vrc D fir) = sup fit). 
ED 


2. vye е R* Jre D fir) > sup fit) — е. 
teD 


On dit que f € ALD. Е) est minorée sur D si: dn ER Yz ED Jf(r)zm. 
On appelle alors borne inférieure de f sur D et on note inf Fix} la borne 
ze 


inférieure de l'image de D par f. On a donc 


inf. f(z) = inf (f(z) | z€ D) = inf f(D). 


Kal Я i ue É 
La variable x est une variable muette et on peut tout aussi bien écrire sup fit). 
ter 
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Rappelons les propriétés de la borne inférieure (voir la proposition 3.2 p. 95) : 
1.% D = inf f(t), 
zc f(x) > inf f(t) 
2ye eR} JreD а) > int f(e) +ë, 


On dit que f € A D. Е) est bornée sur D si elle est à la fois majorée sur D 
et minorée sur D. Autrement dit, f est bornée sur D si 


KER" VreD (fr < K 


On dit que fe ALD, R) est bornée en zo € D si f est bornée sur un voisinage 
de rg. 


Exemple L'application x € ER" +> 1/т n'est pas bornée en 0, Pour le prouver, 
raisonnons par l'absurde. Considérons un voisinage V de 0 et supposons que f 
soit bornée sur V. Dans ce cas, 


JM ER, VIEV lf(r)| = [1/т| < M. 
On déduit de l'inégalité | /r; < M que |r| 2 1/M, ce qui implique que 
z € E =] – со,1/М] и [1/M, +оо. 


Cela contredit le fait que x € V car E n'est pas un voisinage de 0. 


Proposition 13.6 Soient f et q deur applications définies sur D. 
X Si f et q sont majorées sur D et si f € g sur D alors, 


sup f(r) € sup g(r). 
zE P z£ D 


X Si f et q sont minorées sur D et si f < g sur D alors, 


inf, f(x) < inf g(s). 


X f est minorée si et seulement si (=f) est majorée et on a alors, 


inf. f(z) = ~ gup(-— firj). 
T zE D 


Démonstration Ces propriétés se démontrent en revenant à la définition de 
la borne supérieure d'une fonction et en utilisant les propriétés de la borne 
supérieure d'un ensemble. Démontrons la première de ces relations; les deux 
autres sont à vérifier en exercice. 

Pour tout x € D on a d'après les hypothèses ` f(r) < gix) et par définition 
de la borne supérieure : g(r) € os? g(t). On en deduit que sup g(t ) est un 


tE D 
majorant de f( D). Comme sup ft) x le plus petit des majorants de f( D) on 
te D 


a nécessairement : sup f(t) x sup g(t). = 
te D ie D 
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On désigne par 5( D, E.) l'ensemble des applications de A(D,R) qui sont bornées 
sur D. П s'agit d'un sous-espace vectoriel de A D, Е). Pour f € B(D,R), on 


note || file = sup |f(z)|. 
rt 


Proposition 13.8 Pour fg € BUD R) et À € Е, on a les propriétés sui- 
vanies : 


і. 1А = 0 += f = 0; 


2. А: А = 1А ПА : 
3. Ilf + gla © Де т lg llac ; 


4 || f x olle < 11 x lgl- 


Démonstration ces propriétés se démontrent en revenant à la définition de 
If et en utilisant les propriétés de la valeur absolue. Montrons la quatrième 
de ces relations. On a 


lf x allee = sup (If x g|(z)) = supf|f(z) x s(z)| | z € D). 


От pour tout x € D, |Р) x g(x)| = |f(z)] x |g(x)] et 


0 < [f(r)| € sup |f(t)]. 0 € [g(z)| < sup |eft)]. 
= D tE D 


On en déduit que |f(z) x g(z)| < (sup ai) x CL) et par conséquent 
ten fé D 

sup | РО x supig(t)| est un majorant de l'ensemble (|f x glizi | x € D}. 

єр te D 


Comme la borne supérieure de cet ensemble est, par définition, le plus petit des 
majorants, оп a nécessairement 


sup (If x alle)) < (sup IEN x ( (sup wei 
zE D rE D rcp 
autrement dit If x gllso € Ilf Ilse < 19112: P 


Remarque Soit E un espace vectoriel sur le corps des réels. Toute application 
N : c € E — Nie) € R* vérifiant les 3 premières conditions de la proposi- 
tion 13.8, à savoir : pour tout (e, e') € E* et pour tout А € E, 

1. N (e) = 0 <= e = 0, 

2. МА. е} = JA] Mie}, 

3. Nie treie Nie) + Nie), 
est appelée une norme sur £. Un espace vectoriel muni d'une norme est appelé 
un espace vectoriel normé. A toute norme sur un espace vectoriel £, on peut 
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associer une distance 8; d de la maniere suivante : 
d: (е,е') є 52 ra N(e— e) e В+. 


А l'instar de la distance euclidienne dans le plan ou dans l'espace, cette distance 
sur l'espace vectoriel Ë permet de mesurer l'écart entre deux éléments e et 
e de E. Nous verrons par la suite que l'on peut munir certains sous-espaces 
vectoriels de .A( D, B) de différentes normes. 


13.2 Limites 


13.3.1 Définitions 


Définition 13.2 Soient D un sous-ensemble non vide de R et zy € È un 


point adhérent" à D. On dit que l'application f de D dans R admet pour 
limite le réel Ë en xg si 


Ve ER], MERS VER ((z€ D et |e- zol <n) = |f(z) - 4 < c). 


Exemples 

1. Considérons l'application f : z €] — 1,1 — 2z/(r + 2) et montrons qu'elle 
a pour limite 0 en 0. Pour x €] - 1,1[ on a 1 £ 2 + z < 3 et par conséquent la 
majoration 

(tel < el  vre]-11f. 

Pour tout réel e € R7 fixé, la quantité | f(z) — 0| peut être rendue plus petite 
que € en prenant z tel que 2|r| < €. On a ainsi établi que pour tout réel 
strictement positif =, on peut trouver un réel strictement positif 9 (par exemple 
n = £/2) tel que 


vreR — ((ze]- 1i et [z] <n) => |f) - 0| < e). 


Cela permet de conclure que f admet 0 pour limite en 0. 


2. L'application S : x €}, --oc[—^ 1 admet pour limite 1 en 0 puisque pour 
tout réel strictement positif є, on peut trouver un réel strictement positif n (par 
exemple 7 = =) tel que 


Уге R ((= el, +оо] et |r] € n) = | {ж} =- 1| = ü = e). 


OU ta definition d'une distance est donnée en page 104. 


CD Pour la définition d'un point adhérent à un sous-ensemble de R, voir la définition 3.13 en 
page 112. On rappelle que l'on note D l'adhérence de l'ensemble D, c'est-à-dire l'ensemble 
des points adhérents à D. 
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Fig. 1 illustration de l'assertion « l'application f admet pour 
limite f en zo w : pour tout réel strictement positif z, on peut 
trouver un réel strictement positif n tel que |f(z) — ee pour 
tout z€ [ro — tj, Fo + n]. 


Remarque Soient D un sous-ensemble de R et ro un point adhérent à D. 
D'après la définition 13.2, l'application f de D dans R n'admet pas le réel Р 
pour limite en ro si 


ERL WERL Are D (z- 20 <n et (f(x) £] >e). 
L'application f de D dans R n'admet pas de limite réelle en zo si 
VEER XER] vue keD  (|z—-zo| € m et |f(z) —£| > e). 


Exemple L'application 


-1 sir<ü 
S: z€ R — Ü si z = Ü 
1 si z > 0 


n'admet pas de limite en ü (fig. 2). En effet, d'une part pour tout réel £ non 
nul, il existe un réel strictement positif < (par exemple = = ziel) tel que 


Vne Bï IreR (Ir—0| £m et |S(z) — #| = |] > =) 


(par exemple z = () convient). Ainsi, S n'admet pour limite en Ü aucun réel 
non nul. Et d'autre part Je € Ri (par exemple z = š) tel que 


vneER! 2reR (z—0] <n et |S(x)) 2 1 e) 
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(par exemple ж = rj convient) donc Š n'admet pas non plus 0 pour limite en б. 


z <! 0 ! Ë 


Fig. 2 Représentation graphique de la fonction signe S. 


ATTENTION La notion de limite pour une application donnée est 
étroitement liée à l'ensemble de départ de l'application considérée. 
Ainsi dans l'exemple précédent l'application 5 de R dans R n'a pas 
de limite en 0. Par contre l'application S, de JO, +00| dans R définie 
comme la restriction de 5 à |0, Lol admet 1 pour limite en 0 et l'application 
S. de]— 56,0] dans R définie comme la restriction de 5 à | — со, О admet —1 
pour limite en 0 (voir la fig. 2). 


Proposition 13.9 Soient D un sous-ensemble de R et ra un point adhérent à 


D. Si l'application f de D dans R admet une limite Ë en xo alors cette limite 
est unique. 


Démonstration Raisonnons par l'absurde. Supposons que l'application f ad- 
mette 2 limites É, et da distinctes. Prenons € = LE — kal > 0. D'après la 
définition de la limite, on a d'une part, 

Im ER VreR (re D et |z — zal < m) = |а) — £i <e) 


et d'autre part, 


1р ERI VrcR (wen et |z — zol < m) = |/(z) - tal < e). 
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Pour n > N on a ju, = fol € 9 done [f(u„) — f] < e. Ainsi 
VER INEN vVneN (nz N =  |f(u,) - £| < €) 


autrement dit la suite de terme général f (u) tend vers £. 


> Pour montrer la réciproque, raisonnons par l'absurde. Supposons que pour 
toute suite réelle {tin }n convergeant vers Zon la suite de terme général f (u) tend 
vers Ë et que f n'admet pas pour limite f en zo. Montrons que l'on aboutit alors 
а une contradiction. La négation de l'assertion « f admet pour limite £ en zo w 
s'écrit : 


J e€ R° Vn e R: 3r, € R (z, € D et |r, — To] єт et |f(zr,) — > є). 
Pour cet =, en prenant pour 7 des valeurs de la forme 1/1 où n € N°, on obtient 


Vn € N Эх, € D (|z, — Tol < Lin et fan) - À > £). 


š ; ; ? (15) ; 
On dispose done d'une suite (r4), qui converge vers го mais pour laquelle la 
suite de terme général f(r,) ne converge ^ pas vers £, C'est en contradiction 
avec nos hypotheses, Lj 


Remarques 


l. La proposition 13.11 se généralise au cas des limites en + : une condition 
nécessaire et suffisante pour que l'application f définie au voisinage de --oc 
(resp. —cc) admette pour limite £ € R en +00 (resp. –ос) est que pour toute 
suite réelle (u), tendant vers +оо (resp. —oc) la suite de terme général f(u,) 
tend vers £. 


2. De la proposition 13.11, on déduit que si l'on trouve une suite (1,), qui tend 
vers To et pour laquelle la suite de terme général f(u,) diverge alors la fonction 
f n'a pas de limite (finie) en zo. 


3. On peut également prouver que la fonction f n'a pas de limite en xg en 
exhibant deux suites (unju et [us], convergeant toutes les deux vers ro mais 
pour lesquelles les suites de terme général f(u,) et flv.) tendent vers deux 
réels distincts. 


Exemple L'application f : z €] — 1,0[U]0, 1]-—« cos(1/z) n'a pas de limite 
en 0. En effet, la suite (us bo de terme général ü, = l/(nx) converge vers 0 
mais la suite de terme général f(u,) diverge puisque f(u,) = (—1)". 


Exercice 6 Montrer que l'application f : x £] — 1, ОЛО, 1[— sin(1/r) n'a pas 
de limite en 0. 


U Cela résulte du théorème 5.1, page 179, puisque l'on a zp = l/m © ra Ç zu + ln. 
UT" Voir la définition 5. 1, page 168, de la divergence d'une suite, 
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Théorème 13.1 (d'encadrement) Soient D un sous-ensemble de R et xp 
un point adhérent à D. Soient f, o, ge, trois applications de D dans R. On 
suppose que gj et go admettent pour limite en zo les réels Ê, et Éa. 

X Si pour tout z € D on a (gy(z) < f(z) < ga(z)) et si f admet une limite 
en En alors, 


h < lim f(z) < £. 


SCD 


X Si pour tout z € D on a (gx) € f(x) £ ga(x)) et si = fa alors, f admet 
une limite en zo et 


lim f(x) = 4. 
ер 


Démonstration > Soit (uy), une suite de D convergeant vers zo € D. D'après 
les hypothèses on a pour tout entier m, 


lim) < flun) < galten). 


D'après la proposition 13.11, puisque f admet une limite £ en xo, la suite de 
terme général f (u) converge vers £. De méme, puisque gi et gs admettent pour 
limite en rg les réels f; et da, on à 


i = li n) = £s. 
„im gi(un)— 6& е „im (ча) = fo 


D'après le théoréme 5.1, page 179, on en déduit que 


É, < £ < Ë, 


> Supposons que ê; = fo, D'après ce qui précède, la suite de terme général 
f(u4) converge vers £1. Ce résultat est acquis pour toute suite (ie Je conver- 
geant vers то. D'après la proposition 13.11 on en déduit d'une part que f admet 
une limite en zo et d'autre part que cette limite est fi. = 


Remarques 

1. On peut énoncer un résultat analogue au théorème d'encadrement dans le 
cas des limites en +00 et —oo. 

2. On se convaincra que l'hypothèse є f admet une limite en rp » est indis- 
pensable dans le premier énoncé, mais ne l'est plus dans le second en lisant 
attentivement la démonstration de la proposition. 


Exemple Soit x €]0, z /2[ la mesure en radian” d'un angle de sommet О (voir 
la figure ci-contre) et C le cercle centre en Ô de rayon R = ОА = I. 


en On appelle radian l'unité d'angle telle que la mesure de l'angle plat soit т. Dans ce cours, 
tout les angles sont mesurés en radians. 
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Om a 
lim fir) = 1 et lim g(z) = 1. 


zë iU 


D’apres la proposition 13.12 on en déduit que 


z . . tanar 
fi) zl autrement dit que lim = ]. 
z—ú gir) zl T 


Exercice 7 Soient f et q deux applications définies sur un sous-ensemble D de 
К et rg un point adhérent à D. On suppose que f admet pour limite £ en To et 
g admet pour limite Ë en xg avec £ et Ë. 

I - Montrer, en utilisant la définition 13.2, que pour tout r € D on a 


else) - € | < [f(z) — late) — IH |E] If) — €| + elle) — f |. 


2- En déduire que l'application f x g admet pour limite ЁР en ro (on s'imspirera 
de la démonstration qui précède). 


Proposition 13.13 (Cas des limites infinies) Soient D un sous-ensemble 
de R et xp un point adhérent à D. Soient f et o deux applications de D dans R. 
1.Si lim gir) = +оо et lim fir) = avec É € RU (+œ) alors 
lim (f + gr) = tcc. 
тч 
2.5i lim g(x) = +o et lim f(x) =ê avec f € R U [+00] alors 
EEn t= E 
lim (f x g)(r) = +00. 
3.5 lim g(x) = +00 et lim f(x) = avec £ € R* U{-oc} alors 
lim (f x g)(x) = —o, 
rer 


4.51 Dm gix) = +oc et lim fir) = avec £ € R alors 
EEn T= Ei 


lim L (y) = Ü. 


zug Jg 


Démonstration Ce résultat est admis. Il se démontre d'une manière semblable 
à la proposition 13.12. L] 


Le résultat de la proposition 13.13 reste exact si rj = +00 ou si л = —oc. 


582 Limites 


ATTENTION Оп ne peut absolument rien conclure de manière gé- 
nérale en ce qui concerne les fonctions qui n'ont pas de limite (dans 
IR). Par exemple les fonctions 


f:r—simzrz et g:rc—1l-csinr 


n'ont pas de limite en +00. La fonction f +g n'a pas non plus de limite en +00 
mais la fonction f = g admet pour limite 1 en +00. Par ailleurs, si f admet une 
limite dans Ë en zo et g n'admet pas de limite en zo, alors les fonctions f + g 
et f x g n'ont pas de limite en zo. 


On peut résumer les propriétés qui ont été énoncées sous forme de tableaux. Le 
tableau suivant indique la limite éventuelle de la fonction f + g en fonction de 
la limite des fonctions f et g. On écrit IND pour forme indéterminée lorsque 
les hypothèses ne permettent pas de conclure. 


GC ENEN EM 


Le tableau suivant indique la limite éventuelle de la fonction f x g en fonction 
de la limite des fonctions f et g. 


Le tableau suivant indique la limite éventuelle de la fonction f/g en fonction 
de la limite des fonctions f et g. 
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IND (+o) 


IND 
IND (+00) 
IND (4) | 


IND (xoc) 


ATTENTION Les seules méthodes valables pour le calcul de limites 
sont celles qui découlent de manière directe de l'utilisation de l'une 
des règles énoncées dans cette section. Tout calcul utilisant un ré- 
sultat autre que ceux énoncés dans le cours doit faire l'objet d'une 
justification. Il existe de nombreuses méthodes de raisonnement incorrectes qui 
permettent d'obtenir la bonne valeur de la limite. Bien entendu le calcul est 
alors sans valeur. 


Proposition 13.14 (limite de la composée de 2 applications) 
Soient D un sous-ensemble de R, xg un point adhérent à D et Ê € R. Soient 


f une application de D dans R, ГУ un sous-ensemble de R tel que f(D) c D' 
et g une application de DI dans R. Si f admet pour limite yg en ro et sig 
admet pour limite f en yg alors go f admet pour limite Ё en то. 


Démonstration Ce résultat est admis. L] 


Le résultat de la proposition 13.14 reste exact si ro = +00 ou si ra = —00. 


Un cas particulier important de la proposition 13.14 est celui où D C D' et où 
f est l'injection canonique de D dans D'. Dans ce cas go f est la restriction de g 
à l'ensemble D. D'après la proposition 13.14 si g admet pour limite f en x; € D 
alors l'application glp admet également pour limite f en xo. La réciproque est 
bien entendu fausse. 


Exemple Soient D =]0, +ool, D' = R et g : z € D' — z2. Ona lim g(z) = Ü 
rent 
donc lim ai p(z) = 0. 


Sous ces memes hypothèses, supposons maintenant que ro soit un point d'ac- 
cumulation de D' et que D = D' N {20}. Si l'application glp admet pour limite 
f en Fo sans que g ait une limite en zo on note 


E= lim giz}. 


EA rej 
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-r B z <Ü 
Exemple L'application q : x € ËR — 1 si r-— n'a pas de limite en 0 
г B rÜ 


mais lim g(z) = 0. 
pe 


Оп remarquera que si Jim gir] = Ë et si gizo} = £ alors g a pour limite ё 
EI T 
en Ij. I 
Supposons à présent que хо est un point d'accumulation de D = D°r|zo, +]. 
Si l'application g| p admet pour limite / en zo on note 
f= lim gir) ou ê= lim giz} 


EE T 
TED EEn 


et on dit que |р admet f pour limite à droite en тр. De la méme manière si 
Fo est un point d'accumulation de D = D'n) = so, rol et si l'application g|p 
admet pour limite / en zo on note 

É = lim g(r) ou £= lim giz) 


=< 


zer EEn 


et on dit que g|p admet £ pour limite à gauche en zo. 


Exemple L'application о: x € R" — r/|r| admet —1 pour limite à gauche 
en Ü et 1 pour limite à droite en Ü. 


On remarquera que si g admet le réel € pour limite à gauche et à droite en £o 
et si g(rg) = É alors g admet pour limite f en zo. On peut définir à l'aide d'une 
assertion quantifiée les notions de limite à gauche et de limite à droite. 


Définition 13.3 Soient D un sous-ensemble de Е et ro un point adhérent 
à D. 

K On dit que l'application f de D dans R admet pour limite à droite le réel Ë 
en rg st 


VERI MER, VreR 


((гєр et 0 < x - zo < n) => |f(z) - | < e). 


X On dit que l'application f de D dans Ë admet pour limite à gauche le 
reel en rn si 


VECR' MER, VrcR 
(ee D et 0 < zo - z < n) = [f(s) - #'| < e). 
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Exercice 9 Étudier la limite éventuelle des fonctions suivantes : 


1. а) = FH en-oo 2. f(z) = Vr—1- vx +2 en +00 
1 – сов? 2 vær lOr+25  , 

FA Jz) = — au en Ü $. ta = — — Een ah 

5. f(x) = A en Ü б. f(r) = væ — 1 — z en +оо 

7. f(x) = r sin - en oc 8. f(x) = sinr Inr en 0 


13.3 Continuité 
13.3.1 Définitions et premieres propriétés 


Définition 13.4 Soit f une application définie sur un intervalle I de Е et 
abi) = I. 


X On dit que f est continue en zu si f admet pour limite `" f(zo) en ro, 
autrement dit st 


Weel! Эр. ERS Yr E€ I (2 — zol € ne = Lëtz) — f(zo)| < €). 


X On dit que ro est un point de discontinuité pour f si f n'est pas continue 
en Ta, c'est-à-dire si 


J є К; YeR, dre! (l|r—-zo|& m et 17) — (хо) > s). 


X On dil que f est continue sur l'intervalle I si f est continue en zo pour 
tout ro € I. On note C(I) ou C'(I) l'ensemble des applications de I dans R 
continues sur I. 


UN Ou encore : « si f admet une limite en za +, cette limite étant nécessairement firo). 


6 On notera que cette assertion quantifiée est la négation de la précédente. 
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Exemples 
1. Montrons que l'application f : € R =+ х“ est continue sur R. Soient za 
un réel, ту un réel strictement positif et z € [ro — 7, zo + n]. Опа 

f(z) — fall = |z? — zijl = |z — wolle + zol < nle + zol £ n(2|zo| +n). 
Soit £ € R* fixé. Pour que l'assertion 

WE EL VrceR (lr zolen = |Р) – firl se), 

soit vraie, il suffit de prendre 5 tel que gi2|rg| + n) & € c'est-à-dire р = 
v z? + € — |zo|. 
2. L'application Signe définie par S(z) = —1 si x < 0, S(0) = Det S(z) = 1 
si x > Ü (voir la fig. 2 en page 571) n'est pas continue en rg = 0. En effet 


f(x) — TU = 1 pour tout réel x non nul. Ainsi en prenant = = 1/2; pour tout 
n € R}, il existe x c R (par exemple z = 5/2) tel que 


|z| € net |f(z) - Hl = 1 > €. 
Par contre, cette application est continue sur | — se, 0| et sur 10, +00/. 


3. La fonction sinus est continue sur R. En effet si ro et x sont deux réels, on a 


LE — Z 


2 


: А E + Tg 
sin ж — Sin ra = cos ET u sin 


(24 : d : T 
done: ein z — sinzol < 2 |sin o| < |z — zal. 


Par conséquent, pour tout réel strictement positif =, il existe un réel strictement 
positif rj (il suffit de prendre ту = ғ) tel que pour tout réel т, 


|z — zo| É 1 => [sin z = sin zu < €. 


Remarques 


1. Un réel ro est qualifié de point de discontinuité de premiere espèce de f, 
s'il est point de discontinuité de f et si f admet une limite (finie) à gauche en 
Fo et une limite (finie) à droite en rg. Les autres points de discontinuité sont 
qualifiés de points de discontinuité de seconde espèce. 


2. Graphiquement le fait que f soit une application continue sur l'intervalle f 
d'extrémités a et b se traduit par le fait que la représentation graphique de f 
joint les points de coordonnées (a, f(a)) et (b, f(b)) sans interruption dans le 
trace. 


Exercice 10 Montrer que la fonction cosinus est continue sur R. 


EN On rappelle que pour tout réel t on a | sin f] € |t]. 
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Definition 13.5 Soit f une application définie sur un intervalle I de R. 
X On dit que f est continue à gauche en ro € I si lim fir) = f(za) 


Ta 
autrement di st 


ve eR] MER, veel (0 <т0-25 n= |f(7) — fizo < &). 


K On dit que f est continue à droite en Ty c I si lim. Ла) = fixo) 
EE 


autrement dit si 


Ve Є Е MERS veel (0< то < n => Lia) — f(zo)| Se). 


Remarque Il résulte des propriétés des limites que l'application f cst continue 
à droite en mo et continue à gauche en ло si et seulement si f est continue 
en To. 


Exemples 


| sin zi 1 
1. L'application f : z € [-т, v] = | T si z 0 est continue à 
1 s» T = Ü 


[sinz] 


droite en Ü puisque lim = l. Elle n'est pas continue à gauche puisque 
zit 
. |sinzl Е А | 
lim en = =|. Par ailleurs, elle est continue à droite en —r puisque 
т=зй= 


I lsinz 
lim i | 


P= a= e 


=0 = f(-r) 


et continue à gauche en puisque 


| sin zl 


lim = ü= fit]. 
Er 
L'application f est continue sur [-,0| et sur 10, z]. 
tanz 


2. L'application z є| — 7/2, 7/2 — | cn si z = Ü 
1 


ai T = U 


est continue à droite 


. tanz ` : : 
en D puisque lim xm = ]. Elle est également continue à gauche puisque 
Tmf} н 
. tanr 
lim 
=] Ra 


= 1. On en deduit que cette application est continue en Ü. 


Proposition 13.15 Soient f une application définie sur un intervalle I de R 


et zo € J. Si f est continue en ro alors f est bornée sur (l'intersection de I 
avec) un voisinage de ro. 


Démonstration Ce résultat découle de la proposition 13.10. 0 
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Exemple L'application г є]0, +oo|-— 1/2 € Е n'est pas continue еп 0 car 
elle n'est pas bornée en 0 (voir exemple p. 566). 


Proposition 13.16 Soient f une application définie sur un intervalle Ï de ËR 


el zo € I. Si f est continue en хо et si Tirol # 0 alors f пе s'annule pas 
dans un voisinage de zo. 


Démonstration L'application f est continue en zo donc d'après la définition, 
ve ЄЙ, Jn E RY veel (z-o En = lf(z) — fizo £ š). 


|f (хо)! 
2 


Prenons e = . Il existe ne Ri, tel que 


vr € Ï (lz - alen = (ffe) - fes) ER). 


Soit V = I N [zo - g. zo + m); il s'agit d'un voisinage de zo. Pour ze V, en 
utilisant la seconde inégalité triangulaire, on obtient 


x 
(ж! fI < AEN- во) < i) - f| < УЛ. 
SCH HEN 
On en déduit que pour z € V on a |f(z)| > a > Ü, autrement dit que f 
ne s'annule pas sur V, voisinage de zo. D 


Proposition 13.17 Soient f une application définie sur un intervalle Ï de R 
et ro € I. L'application f est continue en mo si et seulement si pour toute suite 


réelle (Un), d'éléments de Ï convergeant vers rg, la suite de terme général 
un) converge vers f(x). 


Démonstration Ce résultat découle de la proposition 13.11. LI 


Exemple Soit f l'application de R dans R définie par 
z* +1 sireQ, 
т siz € RAQ. 


L'application f n'est continue en aucun point. Pour le vérifier, raisonnons par 


l'absurde. 


[> Supposons que f est continue en xo € Q et considérons une suite" (tip Im 
d'éléments de R  ( qui converge vers то. La suite de terme général fin, 


сы Une telle suite existe car R Y Q est dense dans R, voir la proposition 3.15, page 109. 
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Corollaire 13.1 Soient f une application définie au voisinage de ro et g une 
application définie au voisinage de yo = f(xo). Si lim f(x) = yo et si g est 
т==тр 


continue en yo alors lim g(f(z)) = g(wo). 


|" Ae, € 


Qo Sing 
Exemple Puisque im — = 1 еї que la fonction exponentielle est continue 
z=Ü T 


sin z 
en 1 on en déduit que lim exp ( ) = €. 
rU NH 


13.3.3 Continuité sur un intervalle 


BOLZANO, Bernhard (1781, Prague - 1848, Prague). 


Aprés des études de théologie et de mathématiques, Bolzano est 
ordonné prétre en 1805. Professeur de sciences de la religion, il 
consacre son temps libre à l'étude des mathématiques. Bolzano 
s'est intéressé à la logique mathématique et à une refonte rigou- 
reuse de la théorie des fonctions d'une variable réelle où il définit 
et distingue clairement les concepts de continuité et de dériva- 
bilité. Bolzano donna avant Weierstrass, par une construction 
géométrique, un exemple de fonction continue en tout point, dé- 
rivable en aucun point. Il s'intéressa également, avant Cantor, 
aux propriétés des ensembles infinis. En 1817. il publia dans son 
premier ouvrage une démonstration du théoréme des valeurs in- 
termédiaires sans avoir recours aux < évidences géométriques » 
comme c'était le cas auparavant. 


Dans cette section a et b désignent deux réels tels que a < b. On rappelle qu'une 
application est continue sur l'intervalle fermé borné [a,b], si elle est continue 
en tout point de l'intervalle ouvert |a, b| et qu'elle est continue à droite en a et 
à gauche en b. 


Théorème 13.3 (théorème des valeurs intermédiaires) Soit f une ap- 


plication continue sur un intervalle [a.b]. Si fla) x f(b) < 0 alors il existe 
c Ela, N tel que fic) = 0. 


Démonstration Supposons que f(a) < Oet que f(b) > 0. L'ensemble 
F = (x € [a,b] | f(x) < 0} 


est une partie non vide (a € F) et majorée (par b) de R. Il admet donc une 
borne supérieure c telle que c < b. Nous allons montrer que f(c) = 0. 


> Puisque c est borne supérieure de F, d'apres la proposition 3.2 page 95, 
Ме Е Е In ЕР -ETAL 
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Pour n € N*, on obtient d'aprës l'assertion précédente en prenant є = 1/n, 
I EF c-l1/n < r. zc. 


On en déduit par le théorème d'encadrement (théorème 5.1 p. 179) que la suite 
(r4), converge vers c. Comme f est continue en €, d'après la proposition 13.17 
la suite de terme général f(x.) converge vers fic) Or pour tout entier n non 
nul on a f(r,) € 0 puisque r, € F. On en déduit d'après le théorème 13.1 que 
fie) < 0. Cela implique en particulier que c < b. 


> Considérons la suite (y), définie par y, = c4-(b—c)/n. Puisque с < b la suite 
(ya), est strictement décroissante et converge vers c. Comme f est continue 
en c, d'après la proposition 13.17 la suite de terme général f(y,) converge vers 
fie). Puisque pour tout entier n non nul, y, € F on a flz,) > 0. D'après le 
théoréme 13.1 on en déduit que f(c) 2 0, 


Finalement pour le réel c on a fiel > Oet fiel < 0. Cela implique que fiec) = 0. 
Le théorème est démontré dans le cas où fa) < Ü et f(b) > 0. 


[> Dans le cas où f(a} > Oet f(b) < 0 le théorème se démontre en appliquant 
ce qui précède à l'application — f. = 


Remarques 
1. Le réel c Ela, b| pour lequel fiel) = 0 n'est pas nécessairement unique (fig. 6). 


2. Òn peut démontrer, en utilisant une disjonction de cas, que si f est une 
application continue sur un intervalle |a, b telle que f(a) f(b) < 0 alors il existe 
c € ja, b] tel que fe) = 0. 


Exemple Le théoréme des valeurs intermédiaires est trés utile pour séparer les 
zéros d'une fonction, étape préalable à leur calcul par une méthode d'approxi- 
mation. Par exemple la fonction f : z H+ совт — x est continue sur IR. On a 
f(0) = 1 et f(1/2) = —7/2, donc f admet au moins un zéro dans l'intervalle 
0, = /2Í. 


Le théorème des valeurs intermédiaires admet la généralisation suivante (ap- 
pelée théoréme des valeurs intermédiaires généralisé) qui se démontre en ap- 
pliquant le théoréme des valeurs intermédiaires à la fonction g définie par 


g(r) = f(z) — +. 


Proposition 13.20 Soit f une application continue sur l'intervalle |a, b] telle 


que fla} < f(b) (resp. fla) > f(b)). Pour tout réel y € [f(a), f(b)j (resp. 
y € [f(b), f(a)]) il existe un réel c € [a,b] tel que fic) = y. 


Nous admettons le théoréme suivant qui indique qu'une application continue 
sur un intervalle fermé et borné est bornée et atteint ses bornes. 
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l'application f : z £ Rr— т? est continue sur R mais n'est pas uniformément 
continue sur R. Pour vérifier que f n'est pas uniformément continue sur R, 
montrons que 


LER, VER, 3(2,у) Є (Ir-y| € et |т®— |> ғ). 


Prenons € = 1, z > Ü et y > x; le couple (x,y) recherché doit alors vérifier 
y — z £ m et 12 — х? > 1. Pour y = z+ non a 

y. = z? = Inz +7 2n 
donc y? — z? > 1 si x > £. Finalement, Vn € R° le couple (т, у) = (Ent ac) 
vérifie |x = y| < n et kr? — y^| > 1. 


De même, on peut vérifier que l'application x Є]0, 1r— 1/7 est continue sur 
10, 1] mais n'est pas uniformément continue sur JO, 1]. 


On a toutefois le résultat suivant qui indique qu'une application continue sur 
un intervalle fermé borné est uniformément continue sur cet intervalle. 


Théorème 13.5 (de Heine ^) Une application continue sur un intervalle 


fermé et borné est uniformément continue sur cet intervalle. 


Démonstration Ce résultat est admis. Г] 


Définition 13.8 Soit f une application définie sur un intervalle I. On dit 
que f est lipschitzienne de rapport K sur I si 


IK ERS w(zy)el |f(z)- f(u)| Kle- vl. 


On dit que f est contractante sur I si f est hpschilzienne de rapport К 
sur I avec K €ļ0, I|. 


Proposition 13.22 Si f est une application lipschitzienne sur un intervalle I 
donné alors elle est uniformément continue sur I (et en particulier, elle est 
continue sur l). 


Démonstration Ce résultat est admis. On pourra consulter l'exercice 15 pour 
la preuve que toute application lipschitzienne sur un intervalle I est continue 
sur f. Ü 


(#4) 


HEINE, Heinrich Eduard (1821, Berlin - 1881, Paris). 
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Démonstration Supposons que la suite (ua), converge vers le réel £ alors la 
suite (tl, de terme général u, = н. converge elle aussi vers £. D'après la 
proposition 13.17, puisque la fonction f est continue en £, la suite (174), de 
terme général ш. = flu,) converge vers f(£). Or les suites (v4), et (u In sont 


égales puisque pour tout entier n on a Unel = f(u,). Comme il y à unicité de 
la limite d'une suite, on en déduit que f(£) — £, autrement dit que £ est un 
point fixe de f. = 


Proposition 13.24 Soit f une application définie sur un intervalle I telle 
que f(I) C I et soit (u), la suite définie par 


dudes (a Є I) 


Ча] = fus) vn E N 


K Si l'application f est croissante sur I alors la suite (uj), est monotone. 
Plus précisément, elle est croissante si fla) zo et décroissante si fla) = a. 


X Si l'application f est décroissante sur I alors la sous-suite (ugs nen des 
termes pairs et la sous-suite (изп: nen des termes impairs ertraites de (ur )n 
sent monotones de sens de variations opposés. 


Démonstration Supposons que f est croissante sur Í et vérifie flo) 2 a. 
Montrons que la suite (unn est alors croissante, c'est-à-dire montrons que pour 
tout entier n la quantité 


Un — Un = Fun) — lig 


est positive, Pour n = 0 c'est vrai puisque Toi = a. Supposons que pour un 
entier k donné on ait f(uy) 2 uk et montrons que dans ce cas aussi f(uy,1) 2 
Up41. On a 


(шка) — met = f(J(uk)) — Flur). 


Par hypothèse f est croissante et (ur) > nr оп en déduit done que f(f(ui)) 2 
Flux), c'est-à-dire que Рша) 2 шт. L'assertion est donc démontrée par ce 
raisonnement par récurrence. Sur le méme principe, on montre que si fla) < œ 
alors la suite {шь} est décroissante (en exercice). 


> Désignons par (tajn la sous-suite (шли нем des termes pairs extraite de la 
suite (us la. Оп a ty = œ et pour tout entier n, 


Un4] = uga+2 = f (tant) = f(f(uzn)) = f(f(ua)). 


Notons g la fonction f o f. Puisque f est décroissante, g est croissante. En 
utilisant la premiere assertion de la proposition, on en déduit que la suite (1, la 
est monotone et que son sens de monotonie dépend du signe de g(vo) — t. 
Désignons par (tw), la sous-suite (us441)4eN des termes pairs extraite de la 
suite {tinjn On a wg = fla) et pour tout entier n, 


Until = Морз = J (Uz2n+2) = fUf[uan+1)) = TU De )) = gig). 
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est une suite de Cauchy. Puisque ug € Fet que f(I) C I, on vérifie aisément 
que u, € Í pour tout n € M. Par un raisonnement par récurrence commencons 
par établir que pour tout entier 1, 


ңы — us £ Elu — vol. 


On а |ui — gel € Elus — ugl et si l'on suppose la relation vraie pour un entier i 
donné, alors en utilisant le fait que f est contractante de rapport k on obtient, 


шо waal = fusa) — Fu € Ёш ы — gel £ k'*' hu — us. 


Soient m et n deux entiers tels que m 2 n. En utilisant la premiere inégalité 
triangulaire et les propriétés des progressions géométriques, on obtient 


vi 1 


= У [uisi ui 


m=] 


d Mier — tii 


tn 


LM E ttal = 


m= l тал — 1 
= A lau ао | = [ur = ug|k" Kä ki 
isn у= 
| = tritt k^ 
— AT = мр = r lu - up]. 


— [tt — ip] converge vers Ü. 
=E g 


Puisque k € [O, 1], la suite de terme général n, = , 


On a done 
VveeR} INEN VneN [nz N = lv l š š). 
On en déduit que 
VeeRi INEN V(m,n) € N° 
(n2N et mz N) = [ttm — un] < €), 


autrement dit que la suite (ti), est une suite de Cauchy. Ainsi, la suite (14), 
converge vers un réel Ç qui appartient à f car I est fermé. Puisque f est une 
application contractante sur J, elle est continue sur J. D'après la proposition 
13.23 on en conclut que £ est un point fixe de f. Г] 


Exemple Considérons la suite (u, }, définie par la relation de récurrente Ha) = 
ic + B) OÜ up est un réel positif donné. 


Il est aisé de vérifier (en utilisant par exemple un raisonnement par récurrence) 
que Yn € N°, un > 0. Introduisons l'application f : ze R} — è (z? + 8). 
On vérifie facilement que l'application f est croissante sur R. et qu'elle admet 
pour tableau de variation : 
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yzfixi 


Fig. 10 Interprétation graphique de l'algorithme de dichotomie 


13.5.3 Étude de la convergence 


À chaque étape n € N, la longueur f„ de l'intervalle 7, est divisée par 2. On a 
donc fa = f4.4/2 et on en déduit par récurrence que 


_ fa ba 
= m Da FU 


Én 


Cela montre que la suite (ren construite par la méthode de dichotomie, 
converge vers À puisque pour tout n € N on a 3 E Ta. тъ € L, et par conséquent 


0 < |z, — | < Ln. 


Puisque lim fn = 0, on en déduit que lim r, = ñ par le théorème d'encadre- 


FI Fi Ce 
ment. 
En pratique, il est rarement possible d'atteindre la limite, On se fixe donc 
la précision £ souhaitée pour l'approximation de 3 (par exemple 1077) et on 
décide d'arrêter les itérations à l'étape ne si la longueur £4, de l'intervalle In, 
est inférieure à e. Ce critère d'arrêt est justifié par le fait que 


ls, CR 3 E EN = E. 


Cela nous donne d'ailleurs une information a priori sur le nombre d'itérations 
n, à effectuer pour atteindre la précision =. En effet, pour obtenir ne = 8| = E, 
il faut 
b—a 
gne 


b—a 
== autrement dit rn. > log, ( : 


SS Bien évidemment, il existe d'autres tests d'arréts, Par exemple, nous pourrions décider 


d'interrompre les itérations dés que f(rs,) © к, ou dès que äre, A1 — Та, | É €. 
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616 Solution des exercices 


On a donc en particulier fim) € —1 et fm) = 1 donc fimifins) < 0. 
Puisque f est continue sur R, elle est continue sur l'intervalle [ту no]. D'après le 
théorème des valeurs intermédiaires, on en déduit qu'il existe un réel c € [mi t] 
tel que fie) = 0. Le résultat est démontré. 
Sur le méme principe, on montre que si f est une fonction continue sur R 
vérifiant 

Um fir)=f, e lim f(x) = É 


т — 4-26 


avec ЁЁ < 0 alors il existe un réel с tel que fie) = 0. 


Solution de l'exercice 13 


I - Remarquons que puisque f est à valeurs dans [a,b] on a a < f(x) < b pour 
tout r € [a, bj. On en déduit que gla) = fla) —a 2 Oet que g(b) = f(b) — b < 0. 
On a donc g(a)g(5) < 0, Procédons par disjonction de cas. Ou bien g(a)g(b) = 0, 
ou bien gla)gib) < 0. Dans le premier cas cela implique que gla} = 0 ou que 
gib) = 0, autrement dit que fla) = a ou que Fib) = b. Il y a existence d'un 
point fixe dans ce cas. Dans le second cas, on peut utiliser le théorème des 
valeurs intermédiaires. L'application g est continue sur |a. b] car f est continue 
sur |а, b|. П existe par conséquent un réel c Ela, b| tel que g(c) = 0 autrement 
dit tel que f(c) = c. Dans ce cas là aussi, on a un point fixe. 


2-a) Puisque w est à valeurs dans Jo, H on aa < (z) € b pour tout x € |а, bl. 
En particulier (a) 2 a, donc $) est non vide. De plus, 1? est majoré par b. Il 
admet par conséquent une borne supérieure M (voir la proposition 3.2 p. 95). 
Опа M > a car a € (2. Ou bien (b) = b et alors M = b, ou bien #{b} < b et 
M = b car b £ Q. On a donc M € [a,b]. 


Puisque réel M est borne supérieure de (7, on a (voir la proposition 3.2) 


(тєп rz M) et (Vec R° men M - €< x.). 
* 


b) Pour montrer que M £ Ñ, raisonnons par l'absurde et supposons que 
MEN, On a alors (M) < M et comme M est la borne supérieure de 1? 


vre += M. 
Cela implique. puisque f est croissante que 
МЕП z < wir) < WIM), 


autrement dit que w Af) est un majorant de (1. On a alors v'( M) = M car M est 
le plus petit des majorants de f). Ce résultat contredit l'hypothèse (M) < M. 
Finalement on peut conclure que M € 0, autrement dit que M est l'élément 
maximum de fl. 


c) Remarquons que puisque M € О on a (M) 2 M. L'application t étant 
croissante, cela implique que i(wv(M)) > vM), autrement dit que (M) € 
(2. Comme M est la borne supérieure de f? on a forcément af Af) € M. Les 
relations (M) > M et (AM) < M permettent de conclure que (M) = M, 
autrement dit que M est un point fixe de y. 
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3 - Une application de [a, b] dans [a, b] décroissante n'admet pas nécessairement 
de point fixe comme le prouve le contre-exemple suivant : 


-57 +1 sizre[01/2 


1 1 š 
-52+ 5 ві z €]1/2, 1] 


w : x € |0,1] — 


Solution de l'exercice 14 


1- f est strictement monotone sur Í si elle est strictement croissante sur Ï ou 
si elle est strictement décroissante sur Г, autrement dit si 


Vue (r&y = f(x) < flw)) 
ou [Ymy EI (z<y = f(z) > f(u)) |. 


On en deduit, en prenant la négation de cette assertion composée, que f n'est 
pas strictement monotone sur I si 


Xmy el (z<y et f(z) > fü) 
et [Kabel (ach et f(a) < /(6)). 


On prend soin de distinguer les variables par des lettres distinctes car le couple 
(r,y) satisfaisant la premiere condition n'est pas nécessairement le méme que 
celui satisfaisant la deuxieme condition. 


Comme f est injective, si x Æ y (resp. a # b) alors f(x) x fly) (resp. f(a) É 
fibi). Ainsi on peut affirmer que 


J(ry)el (r<y et f(z) > fü) ) 
et 3(a,b) € I? (a < b et f(a) < F) ). 


autrement dit qu'il existe 4 réels a,b, r, dans I avec r < y et a < b tels que 
(fx) > fly) et fla) < f(b)). 


2 - L'application Ф : À € [0,1] — f((1 = Ab + Ay) = f((1 = Aja + Ax) est 
continue sur [0, 1] car f est continue sur I et pour tout À € [0,1] 


1. le réel (1 — Ajb + Ay est compris entre b et y donc appartient à Г; 
2. le réel (1 — Aja + Ar est compris entre a et x donc appartient à T. 


On a Pa) = Gib) = 0 et puisque Ф est continue sur [0,1], le théorème des 
valeurs intermédiaires permet d'affirmer qu'il existe un réel Ao €]0, U tel que 
(Ag) = 0. 

3- Ona 


P(o = 0 <= ДО Ao)b Ару) = f((1 — Ao)a + Aaz). 
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autrement dit 


firi) - fira) 


Ti — Жу 


IMER, Vire) € RE VD 


Soient r; et r> deux réels. Ou bien zí Æ r4 et alors 


F(z) - /(тз) 


Шр Es 


< М; 


ou bien x; = za et alors 
|f(zi) = f(z3)] = 0 = Mr: — zl. 


Dans les deux cas, on a |f(zi) — f(zs)| < M|z, - 22|. L'application f est done 
lipschitzienne de rapport M sur Е. 


- Considérons l'application g: z € R + r?. Опа 


2 _ „2 
E = (3-2 (аа) ев, #2) 


i2 + žo / (21,29) E Biz s З! 


L'ensemble Ey n'est pas borné : 
VM ER, 3r) ER*\D |zi z2| > M. 


П suffit en effet de prendre z, = 1 + M/2 et т» = M/2. On en déduit que 
l'application g n'est pas lipschitzienne sur R. 


3 - Soit f application lipschitzienne sur R de rapport Ё. 

- Si k = 0 l'application f est constante sur R et par conséquent est continue 
sur E. 

- Supposons k Æ 0. Soient zo € R et € £ R}. Si l'on considère 9 = g/k on a 
pour tout x € E avec |z — xo) € n, puisque f est lipschitzienne de rapport k, 


E 
(oh — f(za)| < klz = zo| < k n = k ү =€. 
Ainsi, pour tout rg € K, 
VER MER, VrcR (Iz — ol € n => |f(z) - Fizo < €), 


autrement dit l'application f est continue sur R. 
- On peut également démontrer que l'application f est continue sur R en re- 
marquant que puisque f est lipschitzienne de rapport k sur R 


Vro ER VWreR 0 < |f(z) — fizo < kr = zol. 
D'après le théoréme d'encadrement, on en déduit que 


Jim f(x) — Tal = 0. 
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CHAPITRE 14 


Fonctions usuelles 


14.1 Application reciproque 


Soient I un intervalle de Е, f une application définie sur I et J = f(I). On 
s'intéresse aux conditions d'existence d'une bijection réciproque pour f, c'est- 
à-dire à l'existence d'une application f^! de J dans I telle que 


(veer f (f(z)ez) e (Wed fe. 
L'application f est une surjection de I dans J = TU), On cherche donc à éta- 


blir des eritöres, simples à utiliser, permettant de s'assurer qu'une application 
définie sur un intervalle / est injective. 


Proposition 14.1 Soit I un intervalle et f une application définie sur I. 5i 
f est continue et strictement monotone sur I alors f est une bijection de T 
dans J — f(I) et admet une bijection réciproque f^! de J dans I qui posséde 


les propriétés suivantes : 


1. f 1 est strictement monotone sur J et de méme sens de monotonie que f ; 


8. f! est continue sur J. 


Démonstration Rappelons que l'image J de l'intervalle I par l'application 
continue f est un intervalle. Supposons que f est strictement croissante sur f, 
le cas ou f est strictement décroissante se traite d'une manière analogue. 


D Pour montrer que f est injective, considérons (11,72) € I? tels que ху # za 
et montrons que f(zi) # fiza). Si z; est différent de xa alors on a rí < rg 
ou Eu > zu. Dans le premier cas, puisque f est strictement croissante, cela 
implique (voir la définition p. 563) que f(x.) < fizz) et dans le deuxième cas 
que fixi) > f(z). Dans tous les cas on a f(x.) É fra) et par conséquent f 
est injective. L'application f réalise done bijection de T dans J = f(I). 


> Montrons que si f est strictement croissante sur I alors f7" est strictement 
croissante sur J. Soient yiyo € J avec m < yg et soient rj = fu), I = 
fie). On a m = f(zi) et ya = fra). Si yj < yo, comme f est strictement 
croissante, on a nécessairement x; < za, c'est-à-dire f (yi) < f (ya). Cela 
montre que f^! est strictement croissante sur J. 


024 Application réciproque 


> Soit yy € J et ro € I tel que yọ = Tirol, On suppose que yy appartient 
à l'intérieur de l'intervalle J, la démonstration s'adapte aisément en prenant 
les définitions de la continuité à gauche ou à droite dans le cas où yo est l'une 
des extrémités de l'intervalle J. Pour montrer que f^! est continue en yo, il 
faut montrer que pour tout réel = strictement positif on peut trouver un réel n 
strictement positif tel que pour tout y € (ро — 17, yo + n] on a 


H^ — f (m)l < €. 


Soit r € [za — E. Zn + D ; comme f est continue et strictement croissante on 
a f(z) € [f(za — =), f(zo + =) (en supposant = assez petit pour que l'on ait 
[ra — 8, 20-Е] C I). Considérons les réels strictement positifs a; = yo — f{ro—€) 
et œ = firo + Е) — yg. On a 

~ d'une part yg = ou = f(zg — €) d'où æg =< = f"! (gg — oul: 

- et d'autre part yg + @ = fro +=) d'où zo +£ = f^ (yo + Go). 


Pour y € [vo = œ yo + o] où а = minfa, аз) on a Ho о € y € Yo + aa. 
Puisque f^! est strictement croissante, 


Jf (vo - œ) < S (v) < f (wa) 
ce qui s'écrit encore 
fwo) - z < S '(v) < FT vo) + =. 
Finalement ve € R* , Jy € R° (n = тіше, œ2)) tel que 


wein-mw+tn LE u) — f l(p)| < z. 
" 


Dans un repère orthonormé les représentations graphiques de f et de f^! sont 
symétriques par rapport à la premiere bissectrice (la droite d'équation y — т) 
(fig. 2). En effet si (2, y) est un point de la représentation graphique de f alors 
y = f(x) et x = fy), ce qui montre que (y. zl appartient au graphe de f 1, 


Proposition 14.2 Soient I et J deur intervalles ouverts et f une bijection 
de I dans J. Si f est dérivable en xÔ € I et de dérivée non nulle, alors 
TT est dérivable en yg = flo) et 

1 


1 
fia) fü) 


(f!) (m) = 


Démonstration Rappelons ` que l'application f^! est dérivable en yo si et 
seulement si la quantité 


f (yo) = f! (y) 


Аш) = yo — y 


On pourra congulter la définition 16.1, page 713. 
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X -E = Г” by =œ, ) Bart = WA 


Fig. 1 Situation considérée dans la démonstration. 


admet une limite lorsque y tend vers yo. Cette limite est alors la dérivée de f^! 
en yo. On a 


FU) fu) то Ў) _ zo f Чу) | 
Yo — y yo — V f(zo) — Mi) 


L'application f^! est continue en yo puisque f est continue en zo (voir la 
proposition 14.1) donc 


lim f^ (y) = f^ (yo) = zo. 


y— n 


Par hypothèse l'application f est dérivable en rg, donc 


fizo) — f(x) fix) = f'(x 0). 
un Xp =T 
On obtient finalement que 
туба) = dm A) = zo — f! (y) 
Q Vivo) = Jue Te) = AF 
En — T 1 1 


— lim 


«э f(ro)- f(z) Ро) SIT 


020 Application réciproque 


y-—X 


X х= (y) 


w 


Fig. 2 Allure de la représentation graphique d'une application 
bijective et de sa bijection réciproque. 


Exercice 1 Soit f unc bijection de I dans J. Montrer que si f est impaire, 
alors la bijection réciproque f ' est elle aussi une application impaire. Que 
dire si f est paire P 


Exemple Considérons les fonctions puissances entières f, : œ € R — r” oü n 
est un entier naturel non mul. 


Si n est un entier impair l'application f, est continue, strictement croissante 
sur R et a pour image f,(E) = R. D'aprés la proposition 14.1, elle admet 
une bijection réciproque f7! définie sur Е à valeurs dans R qui est continue 
et strictement croissante sur R (fig. 3). Par ailleurs, f, est dérivable sur R 
de dérivée få : x € R — ne". Puisque f; (z) = Ü si et seulement si x = 0 
et que f„(0) = 0, on en déduit par la proposition 14.2 que f: est dérivable 
sur R*. 

- Sin est un entier pair l'application fa est continue mais n'est pas strictement 
monotone sur R. Toutefois l'application f, restreinte à R. est strictement 
croissante. D'aprés la proposition 14.1, elle admet donc une bijection réci- 
proque f. ! définie sur R., à valeurs dans R. qui est continue et strictement 
croissante sur E, (fig. 3). Par ailleurs, f, est dérivable sur R. de dérivée 

tir € Ri =+ nz" !. Puisque file) = O si et seulement si x = 0 et 


n 


que f,(0) = 0, on en déduit par la proposition 14.2 que f, ! est dérivable 
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Cela implique que 
1 
= ylin j _ = 
iniy) = In (x ) ES In(z). 


On obtient la relation dans le cas général d'un rationnel œ en posant œ = p/4 
avec p € Z, q € N°. On a alors d'apres ce qui précède, 


In (2°) = In ((27)/*) = - In (т?) = - ntm 


Remarques 


1. Si z, y €] ^ oo, 0] alors x x y Є]0, +2]. Le terme In(z x y) est done bien défini 
et on a In(r x y) = In | z| + In |y. 


2. On a la majoration suivante (qui se vérifie aisément en étudiant la fonction 
F =+ (т) — x) : 
VreR' ln(r) < z. 


Exercice 3 Résoudre les équations suivantes : 
I lafz? — 1) — In(27 — 1) -1n2— 0; 
8. lniz + 2) + Inir = 4) = 2ln(z + 1) = 0. 


Proposition 14.4 


lim miz) = +; 
T— Tc 


lim z In(r) = 0; 


2-17 


Démonstration > Pour montrer que la fonction logarithme admet pour limite 
+оо en +00, montrons (voir la définition p. 569) que pour tout réel « € R* il 
existe un réel y € Ri tel que si x est un réel supérieur à y alors In(r) > к. 


Soient n € M tel que n > ну In(2) et Ë = 2". Puisque la fonction logarithme est 
croissante, on a alors pour tout 2 > m. 


In(r) = In(5) = n1n(2) > к. 
> En utilisant les propriétés du logarithme on obtient 


1 
lim In(r)— lim In Ө = — lim init) = —сю. 
=+ i— + É t—--56 
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Proposition 14.6 Pour x. y € Е et œ € Q, on a les relations suivantes : 
exp(z + y) = exp(z) x exp(y) ; 


exp(—z) = | 


T exp(z)' 


SEN e= n): 


explar) = [exp(z)) ". 


Démonstration Ces relations découlent des propriétés du logarithme néperien. 
Démontrons la premiere relation ; les autres relations se démontrent sur le méme 
principe et sont laissées en exercice. Pour x y € R, on a 


In(exp(r)x exp(y)) = Infexp(r)) --In(exp(y)) = x+ w. 


On en déduit, puisque la fonction exponentielle est la bijection réciproque de 
la fonction logarithme, que ехр(ж + y) = exp(r) x exp(y). 


Exercice 5 Résoudre l'équation e"? — e* — 6 = 0). 


Proposition 14.7 On a les limites suivantes : 


lim exp(r) = +90; 


т = B 


im т exp(r) = Ü; 


Demonstration Pour montrer que la fonction exponentielle tend vers +20 
en +00, utilisons la definition de la limite (voir p. 569) et montrons que pour 
tout réel к, il existe un réel n tel que exp(r) 2 « si œ 2 5. Seul le cas où к est 
positif est à considérer puisque la fonction exponentielle est à valeurs positives. 
On a к = exp(In(&)) donc, puisque la fonction exponentielle est strictement 
croissante, 

exp(r) 2 к > т > Inik). 


Ainsi pour tout к € EY, on trouve un réel n (1 suffit de prendre т} plus grand 
que In(&)) tel que exp(z) > кві z 2 m. 


[> En utilisant le changement de variable t = =x et les propriétés de la fonction 


exponentielle précédemment démontrées on obtient, 


LUE mE D eA RM RD 
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Remarque Si œ € N", on a d'après la définition 14.3, 


exp(ao In z) = exp E — [|] exp(ln z) = Il: =E X == X m. 
k=1 


k=1 k=l = fois 


La definition que l'on a donnée de la fonction puissance d'exposant réel est 
donc bien cohérente dans le cas d'un exposant a entier avec la définition des 
fonctions polynomiales x =+ r*. On remarquera toutefois que cette définition 
ne donne un sens A x° que pour x strictement positif alors que la définition 
par récurrence des fonctions polynomiales т — z" donne un sens à z" pour 
tout réel x. On peut vérifier que cette définition est également cohérente avec la 
définition des fonctions puissances d'exposant rationnel donnée à la page 628. 


Proposition 14.8 


X Pour a € К", la fonction fonction puissance d'erposant œ est une applica- 
tion continue sur |0, +oof et strictement monotone (croissante si œ > 0 et 
décroissante si œ < 0). 


X Elle est dérivable sur |0, +oo| de dérivée : x el, Hool ar“! 
K On a 

Ü si œ < Ü 

1 si œ = Ü 

+оо sil 


+оо sia < Ü 
l si œ = Ü 
0 sinc 0 


Démonstration G> Les fonctions exponentielle et logarithme sont continues 
sur R et Ri respectivement. La fonction puissance est continue en tant que 
composée des deux applications z € BR? — alnr € R et y € RH e qui 
sont continues sur leur domaine de définition (voir la proposition 13.19 p. 593). 


{> Les fonctions exponentielle et logarithme sont croissantes. 5i œ > Ü la fonction 
puissance d'exposant a est croissante en tant que composée de 2 applications 
croissantes (voir la proposition 13.5 p. 565). Si œ < Ü la fonction puissance d'ex- 
posant a est décroissante en tant que composée d'une application décroissante 
et d'une application croissante. 


> Les fonctions exponentielle et logarithme sont derivables sur R et R} respec- 
tivement. La fonction puissance est donc derivable en tant que composée des 
deux applications z € Rï ++ aln z € R et y € R => eY qui sont dérivables 
sur leur domaine de définition (voir la proposition 16.4 p. 720). De plus, pour 
x € Rï опа 


(x°)" = (exp(aln(z)}) = = expla In(z)). 


Hidden page 


640 Comparaison locale des fonctions logarithme, exponentielle et puissances 


Proposition 14.9 Pour r € R: et a, € R on a les relations suivantes : 


= EI rf: 


Démonstration Ces relations se démontrent en utilisant les propriétés de la 
fonction exponentielle, Vérifions la première relation; les autres relations se 
démontrent d'une manière analogue et sont laissées en exercice. Pour z € R7 
et œ, 3 & Ë on a 


api Z єйїп œ £x liri + Ir er == еіп ей\п« 


=е 
= (=) (inz)? = rê 1 


T 


= 


Exercice 8 Il y a manifestement une erreur dans le calcul suivant. Indiquer où. 


-1 = (-1)! = (-1} = ((=1)2)3 = 1i = 1. 


Remarque Pour tout œ € R*, les applications ze RL ++ z^ € RY et 


z£ R" — zs € R* sont bijections réciproques l'une de l'autre. 


Exercice 9 Montrer que pour tout x c| — 1, -oc| on aln(14-r) < z. En déduire 
que pour tout entier n non nul et pour tout z € [-n, toel, on a 


(s+ E)" ee. 


14.5 Comparaison locale des fonctions logarithme, 
exponentielle et puissances 


Proposition 14.10 Pour tout (œ, 3) € E x R* on a, 


lim z^ |Inz|* = 0. 
+ 


Bd 
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Démonstration Œ Remarquons que si œ € B ona 
(In x)" 1 


r? zE (Inzxylal 


et, puisque 2 > О её а 2 Ооп а lim r’ (on ziel = +, Cela implique que 


E => ez A 


E Supposons que (œ, 3) € Rï x Rå. Pour tout zelt, +ос[ on a 
Er а CN 
(hz? _ fine \® (Alm)  faY* /ln(z8/e) 
sf  Arñaj ^ x3/a AB "m 


DESC 


Or 3/a > Ü donc ; lim т/а = +оо, D'après la proposition 13.14, page 583, 
оп а. 


In(z#/#) . int 
lim —— = lim =Â = 
st pa Leta f 


0. 


Puisque la fonction logarithme tend vers —oo en 0 et que a > 0, on en déduit 
que 

i inja“) 

lim aln GC = —00 


А Е (In zm = Р | ke 
ce qui permet de conclure que „Ми. >É Ü puisque lim e = 0. 


> En effectuant le changement de variable í = 1/x et en utilisant la proposi- 
tion 13.14 on obtient 


: d а _ E B a 
im, z | in z| lim (1/4) | In 1/'t| 
, | lin t|? ; (Int)? 
"ode зен» n 
(on utilise la premiere partie de la démonstration pour conclure). = 


On dit que les puissances du logarithme sont dominées par les puissances d'ex- 
posant strictement positif en +00 et en Ü. 


Proposition 14.11 Pour tout (a, 3) Si x IR on a, 


lim |z|? e = 0. 
== 
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Démonstration > En effectuant le changement de variable t = ef on obtient 
lim cipe lim E — lim is +00 
шос r? >+ (Int)? ` rose (Int)? Š 
ga 
puisque la fonction t el), +oof— (Int)? /t* est positive et admet, d'après la 
proposition 14.10, pour limite 0 en +. 


> En effectuant le changement de variable t = —r et en utilisant la première 
partie de la démonstration, on obtient 
I 3 ат P й at i t i 1 
lin |r|" e?" = lim t'e = lim — = lim — =Ü. 
Et ED tata " i-re pat Emden girl 


On dit que les puissances d'exposant strictement positif sont dominées par la 
fonction exponentielle en Loc. 


14.6 Fonctions hyperboliques 


Rappelons que toute application f définie sur R peut étre décomposée de ma- 
nière unique en une somme de 2 fonctions, l'une paire, l'autre impaire. En effet, 
pour tout x € E on peut écrire f(x) = fir) + file) où 


f(x) + f(—z) Jiz) Hz 
2 2 i 
On vérifie sans difficulté que fp est une fonction paire et que f; est une fonction 


impaire et on montre que cette décomposition est unique. 


fp;zceR— et hirek 


On appelle fonction sinus hyperbolique la partie impaire de la fonction 
exponentielle et fonction cosinus hyperbolique la partie paire. Оп appelle 
fonction tangente hyperbolique le quotient de la fonction sinus hyperbo- 
lique par la fonction cosinus hyperbolique. La proposition suivante est alors 
évidente. 


Proposition 14.12 
X La fonction sinus hyperbolique notée sh ou sinh vérifie 


е p^? 
sh(z) = —— vr ER. 


X La fonction cosinus hyperbolique notée ch ou cosh vérifie 


Z -F 
ch(z) = = Vr € R. 


X La fonction tangente hyperbolique notée th ou tanh vérifie 


ef _ ect 
th(r) = => VE = Е. 
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Remarque Par abus de notation on écrit souvent sh z, ch z et thx ce que l'on 
devrait écrire sh(z), ch(z) et th(z). 


Proposition 14.13 


X La fonction sinus hyperbolique est une application définie sur IK, continue, 
strictement croissante, impaire, dérivable sur R de dérivée la fonction cosinus 
hyperboligue. Son image est R. 


X La fonction cosinus hyperbolique est une application définie sur R, continue, 
paire, dérivable sur R de dérivée la fonction sinus hyperbolique. Son image est 
11, +oo/. 

X La fonction tangente hyperbolique est une application définie sur IK, conti- 
nue, impaire, dérivable sur R de dérivée l'application ze R — Ï = th? (z). 
Son image est | — 1, 1. 


Démonstration Ces propriétés se démontrent en utilisant les propriétés de la 
fonction exponentielle. Intéressons-nous à la fonction tangente hyperbolique ; 
l'étude des fonctions sinus et cosinus hyperboliques est laissée en exercice. La 
fonction tangente hvperbolique est définie par 


er —g * 


th(z) 


{> La fonction exponentielle étant continue sur R et ne s'annulant pas, on déduit 
de la proposition 13.18, page 593, que th est continue sur K. Elle est impaire 
puisque pour tout T € Е, 


e *=-g* ë g =e” 


MORE rpe ` eter 


= -th(r). 


{> Pour tout z € R on a 


Le ei 


DE) е Sir 


Puisque pour tout re R on a Ü < e fe «< +00. on en déduit que 


—со<1—е 741 et Tx 
< Ü< Dre 


П en résulte que th(r) < 1 pour tout r € E. Par ailleurs, puisque pour tout 
x € H on a 0 < е < +оо, on en déduit que 


—1 =e _1 < t ( £ —— = 1. 
ze +0 e Sr] 


Il en résulte que thir) 2 —1 pour tout ze R. 
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> En utilisant les règles de dérivation d'un quotient (voir la proposition 16.3 
p. 718), on a pour tout z € R, 
| ez — ez N! fe +67) fer ce T) [ez =e T) [e7 —e * 
wett, (ү - | (ar ете) - (ef =") (et =e"), 
e= + a (e* + e=) 
Apres simplification on obtient 
(e* ES e *y 2 

th(z))' = 1+ th 

(ME) 14 a (z) 
ou encore (th(z))' = ——, = A C] 

Die | (er + 677) ch*z 

5 
4 
3 
FV 
ü 
"Ze -$ -3 -2 1 ü 1 2 3 * 5 


Fig. B Heprésentation graphique des fonctions sinus et cosinus 
hyperboliques. 


Remarques 
1. On peut également exprimer la dérivée de la fonction tangente hyperbolique 
de la manière suivante : (th 2) = 1/ch?(r) pour tout x € В. 


2. On vérifie facilement à partir de l'expression des fonctions hyperboliques à 
l'aide de la fonction exponentielle (voir la proposition 14.12) que 


sh(0) = Ü, ch(0) = 1, th(ü) = 


3. Оп vérifie également que 


lim sh(r) = —c, lim chir) = +00, im thir) = —l, 
po BE 


г —+ = HG 
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-J 
-3 -È -1 H U 2 A 


Fig. 10 Reprösentation graphique de la fonction tangente hy- 


perbolique. 
et que 
lim sh(r) = +00, lim chiz} = +00, Dm th(z) = 1. 
moto To Too 


On peut regrouper les résultats précédents sous forme de tableaux. 
- Fonction sinus hyperbolique : 


C= |> —— 89 +8] 
RO + 1 + + 
TO 


- Fonction cosinus hyperbolique : 


CIEL) 
GOEREE +] 
+00 


+00 
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- Fonction tangente hyperbolique : 


= CE 


Exercice 10 Montrer que pour tout entier n et pour tout réel т on a 


(5 + al) _ 1+th(nz) 


I-thr/  1-th(mz) 


Proposition 14.14 Pour tout (z. y) € R?, on a les relations suivantes : 
Х <chz + shz=e'; chr-shrzÉe"; ch? z = sh? > = 1. 
À Formules de sommation pour ch et sh 
chir + w) = cha chy + sh z shy; ch(2r) = ch? x + sr; 


chir — u) = che chu — sh œ shi: 


sh(z + y) = shr chy + ch x shy; sh(2r) = 28h z chr: 


shir — y) = sh œ ch iy =Â ch z shy. 
X Formules de sommation pour th 
thr+thy ` 2thz 


thir + y] ==, h(2r)2 ———; 
(е +; l+thæthy s l + th" x 


th œ = thy 


thir- y] —————. 
l v) 1 thzthy 


Démonstration Ces relations se demontrent par simple calcul à partir de Гех- 
pression des fonctions hyperboliques en utilisant les propriétés de la fonction 
exponentielle, Montrons par exemple la relation 


ch(z + y) = cha: chiy + sh z shy 


On obtient, en utilisant l'expression exponentielle de cosinus hyperbolique et 
de sinus hyperbolique, puis en développant, 


chr chy + sh shy ie +e "lie +e”) 

+ je" — e *) (eY — e7")) 
= 1 , Z = 1 z+ -[rgl 
- (26e +2 e v) = z(e "te d 
= echíz +y} 
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Goal) Fonctions circulaires réciproques 


Exemple Montrons que pour tout x € [-1,1] on a 


1 1 
cos? (5 arcsin z) zs (1 Tad EE 


> Une premiere méthode consiste à utiliser l'identité cos? 8 = 1/2(1 + cos 28) 
qui permet dans un premier temps d'établir que 
"To 1 
cos | ,aresinz | = = (1 + cos(arcsin r)) . 


Puisque pour tout r € [-1.1] arcsinz € [—7/2, 1/2], le réel cos(arcsin т) est 


positif et 
cos(arcsin x) = 4/1— sin^(aresinz) = 4/1 — т? 


ce qui établit l'égalité. 


> Une seconde méthode consiste à considérer les fonctions 


lire EA) 1] — cos? (5 arcsin z ) 


g:ref-11— 5 (1+ 1-22). 


Ces deux fonctions sont continues et dérivables sur | — 1, 1]. Pour tout z €]-1,1| 


on a 
g'(r) - 1 ( m 1 ) _ T 
i 2 241-23 21 — т? 
et 
i Je ru z As mn: m Jt. =" a. 
Fix) = 2mm —2 sin 3 Arcsin т COS j arcsin z 


1 
— gin À arcsinz 
UE = 1° E ) 
"WIE _ 2 
Puisque f est g sont continues sur | — 1,1| et admettent la même dérivée sur 


cet intervalle, on en deduit que ces deux fonctions sont égales à une constante 
prés : il existe C € R tel que pour tout x € |—1, 1] 


f(z) = (=) + C. 


Pour z = 0 on a f(0) = 1 et g(0) = 1 donc C = 0 et ces deux fonctions sont 
bien égales sur [—1, 1]. 


Exercice 13 Étudier la fonction f définie par fix) = arcsin (s = z) š 
T 
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14.7.2 La fonction arc-cosinus 


La fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur [0, т]. L'image 
de l'intervalle [0,7] est [-1, 1]. La fonction cosinus réalise donc une bijection 
de [0, sl dans [-1, 1]. On appelle fonction arc-cosinus et on note arccos ou 
cos ! la fonction réciproque de l'application cosinus sur [0, z]. 


D'aprés la proposition 14.1, la fonction arc-cosinus est continue et strictement 
décroissante sur [-1, 1], d'image [0,7]. On a 


arccos(cos(r)) =x Yz € [0,7] 


et 
cos(arccos(y)) = у Vy € [-1, 1]. 
De plus 
vr € [0, т] Yy € [-1, 1] (cos(r) = у «=> x= arccos(y)). 
On a ainsi 


Si z € [0,7], on utilise la périodicité de la fonction cosinus pour se 


ATTENTION La relation arccos(cos(r)) = r n'est vraie que sir € 
e» [0, т]. On se gardera là encore de faire des simplifications hätives! 
ramener à l'intervalle [0, т]. Par exemple, 


arccos(cos( —7/4)) = arccos(cos(T/4)) = m/4. 


Par contre on a toujours cos(arccos(r)) = r lorsque ces quantités sont définies, 
ie. pour tout z € [—1, 1]. 


| Proposition 14.16 La fonction arc-cosinus est dérivable sur | — 1,1| de dé- 
rivée l'application 
1 
= 


x €|/=1,1| —- 
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Proposition 14.20 La fonction argument sinus hyperbolique est dérivable aur 
E de dérivée l'application 


1 


1-4 zi 


z £ Е — 


Démonstration D'aprës la proposition 14.2, puisque la fonction sinus hyper- 
bolique est dérivable sur R, de dérivée la fonction cosinus hyperbolique qui ne 
s'annule pas sur Е, la fonction argument sinus hyperbolique est dérivable sur R. 
De plus, on a pour tout z € R. 

1 1 


argsh x) = ————— = — | 
(argsh т) sh'(argshz)  chlargsh.r) 


Or pour tout y € &, ch? y — sh? y = 1, d'où chy = vl+ sh? y car ch est une 
fonction positive. On a done 


chíargsh r) = 4/1 + (sh(argshz))? = v/1--z? = Vr G В. 


Proposition 14.21 


Yr E R argsh(r) = In [z + 41 + eil š 


Démonstration Nous allons donner deux méthodes pour établir ce résultat. 


[> La fonction 
f ix [z+ 1+22) 


est définie sur R car pour tout z € R, v1 + x? > vr? = |z] йопса+\/1+:7 > 
Ü. Elle est continue sur R en tant que composée de l'application g : z € R — 
r+y l+? € RI. qui est continue sur Е et de l'application logarithme qui est 
continue sur Ri. Comme g est dérivable sur R et que l'application logarithme 


est dérivable sur R3, l'application f est dérivable sur Е et elle admet pour 
dérivée”, 


T 2r 1 _ 1 
f (z) (um) z + V1 + zr? VI +1 


Ainsi f et argsh sont deux fonctions continues sur Ë ayant meme dérivée sur R. 
Ces 2 fonctions sont égales à une constante réelle C prés, 


Vr € R argsh(r) = In (= + уі + 12) TC. 


Utiliser la formule de dérivation composée (voir la proposition 16.4 p. 720) puis simplifier. 


боё Fonctions hyperboliques réciproques 


Puisque sh(0) = 0 on a argsh(0) = 0. Par ailleurs f (0) = 1п 1 = 0. On en déduit 
que C = ü. 


> Оп peut également établir ce résultat sans recourir à la dérivée de argsh en 
utilisant la propriété 


viry £ H (у = sh(z) «=» z = argsh(y)). 


т _ ватт 


2 
L'équation est équivalente à е?” — 2ye* — 1 = Ü car ет #0. Si l'on pose X = e* 


alors X € R} vérifie X*- wX — 1 = Ü. Cette équation du second degré admet 
deux гилей тбеПев distinctes (son diseriminant qui vaut dur? +4 est strictement 
positif} qui sont : 


= урфу +1>0 е Xs = wu = ұу +1 < Ü. 


Comme X > 0, la seule expression possible pour X est y+ yy? + 1. Finalement 
l'équation £ admet pour unique solution + = In (v + 4/1 + у). Om а ainsi 


vérifié que pour tout y £ R argsh(y) = In (y + l+ d n 


Partons de l'équation £ : y = et exprimons r en fonction de y. 


s 


Fig. 15 Représentation graphique des fonctions sinus hyperbolique et argument 
sinus hyperbolique. 
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"— P 


- L - wessen 
-1 Ë i 2 a H 5 


Fig. 17 Représentation graphique des fonctions tangente hvperbolique et argument 
tangente hvperbolique. 


14.9 Exercices de synthèse 


Exercice 15 On s'intéresse à l'étude des solutions des équations 
En: r-lnr-n 


ou n € N*. On note f la fonction définie par fir) = rt + ln r. 
1 - Donner le tableau de variation de la fonction f en indiquant toutes les 


limites utiles. 


2 - Montrer que f définit une bijection. Donner les propriétés de la bijection 
réciproque f l qui peuvent être déduites des propriétés de f. 


3 - Montrer que, pour n fire, l'équation Ë, admet une unique solution (que l'on 
note rh), Que vaut ri ? Montrer que la suite Ire lu est strictement croissante 
et qu'elle tend vers +20. 


4 - Montrer que vn € N° fir.) = fin) puis que r, = n. 


5 - On considère la fonction à définie par dir) = fir —1nz) — z. Quel est 
le domaine de définition de & * Donner le tableau de variation sur l'intervalle 
П. tael de la fonction o en indiquant toutes les limites utiles. 


G - Montrer que Чп € Mr fin — him) < m et en déduire que 
vn Е N*, ma Z n = Inir). 
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GE Solution des exercices 


autrement dit 2r? — 2r — 1 = 0. Les solutions de cette équation sont 
1 + V3 "HIS v3 
2 e um s 
Seul х; appartient à l'intervalle |l, +oof donc l'équation £, admet pour unique 
V3 


solution 


2 - Les solutions de l'équation £; : In(z +2) +In(r — 4) — 2 In(z+ 1) = 0 vérifient 
nécessairement r+ 2 > 0, z— 4 > Ü et z+ 1 > 0. Elles appartiennent donc à 
14, Col Pour x €]4, 4-oc[ on a (voir la proposition 14.3) 


In(z + 2) + In(z — 4) — 21n(z + 1) = In [IM | 


Les solutions de l'équation £; sont donc les réels de l'intervalle |4, Acel vérifiant 


(z+ 2)(z — 4) ` i 

(el .Q@ `” 
autrement dit (z + 2)(z — 4) = (r + 1)*. Cette équation admet pour unique 
solution ту = —9/4. Puisque хо n'appartient pas à l'intervalle |4, +o], on en 
conclut que l'équation € n'admet pas de solution. 


Solution de l'exercice 4 
Pour tout x € RS et pour tout a €]0, 1|L/]L, +оо on a 


In x 


Si a €[0, 1[ alors Ina < O et si a Є]1, +56! alors Ina > 0. On déduit alors de la 
proposition 14.4 que 


im log, x= im —— = 
T= Ba Eda ina 


hr f =œ seen : 
+оо si œ Ell.+20[ ' 


; . nr +оо ві а €]ü,1[ 
lim, log, x= lim — = 


z=0+ Ina — 0 si œ Є]1, +o Í | 
log. : i 1 In: 
im 2597 — lg = 7.0 vaelo,ılull,-tocf; 
r+ x r-o]lna = | 


1 
li d = lm —— ring = Я t 
„im zlog,z = lim == rinx=0 wae]0,1[3J)]1, +oof 


lim 
zz 


lg (1+2)  , 1 "аза si a €]0,1] 
T 


ns à 1 siaell,+oel ` 
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L'application u étant dérivable sur I et à valeurs dans E, on en déduit, puisque 
la fonction logarithme est dérivable sur R4, que la fonction r — In(u(z)) est 
dérivable sur / en tant que composée de 2 applications dérivables. Puisque v 
est dérivable sur I, le produit v x (In ou) est une'application dérivable sur Т. 
Enfin puisque la fonction exponentielle est dérivable sur R on en conclut que f 
est dérivable sur / en tant que composée d'applications dérivables. En utilisant 
les règles de dérivation composée on obtient pour tout x € L 


F(z) (víz) n(u(z)))' exp (v(z)In(u(z))) 


(mate) +v) Es d exp (v(z) In(u(z))) 


H 


(z) 
(v In(u(z)) + v(z)— re) fl). 
ulz) 
2 - La fonction g : x + 2" * correspond au cas particulier de l'étude précédente 
où u : x E Rï > x et v: x € R$ — 1/7. On en déduit que g est dérivable 
sur R} de dérivée l'application g' définie par 


лө (EE) mo (28) (н) o 


Оп a g'(r) = Ü si et seulement si Ine = 1. On en déduit que l'application 
g est strictement croissante sur |Ü, e] et strictement décroissante sur [є, +oo|. 
Intéressons-nous aux limites de g en О“ et en +00. On a 


ati een c3 | 


In z A : In x 
Or lim = = => d'où lim gier) = 0. Par ailleurs, lim — = 0 d'où 
r-0t CX Eelt Etta I 


„lim 9) =1 


Intéressons-nous maintenant aux limites de g' en +00 (nous ne disposons pas 
pour le moment d'un critère permettant d'établir simplement la limite de 9" 


en 0). On a 
l -inz Inr 
ff. = 
d'a) = ( = ) exp [= ) 
Puisque 
=1| l 1 
lim (=) = lm —--—-0 
To D + + ү? т? 
et que 
| 
lim exp c3 = lim &z1 
£r—— 06 = T-S 


on en deduit que lim g (x) = 0. La représentation graphique de l'applica- 


tion g possède la droite d'équation y = 1 pour asymptote en +00. L'équation 
gir) = 1 n'admet qu'une solution qui est x = 1. On en déduit que la repré- 
sentation graphique de l'application g coupe son asymptote en +00 au point 
d'abscisse 1. 
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+ Óü— - ü i Z 3 4 


Fig. 21 Représentation graphique de la fonction cotangente hyperbolique. 


Solution de l'exercice 12 


Soient x cl, r/2[ et y = 1/sin(r). On a y elt, +ool et sin(x) = Lin €]O, 1. On 
en déduit que x = arcsin(1/y). Ainsi, f^! : y €]1, -3c[— arcsin(1/y). 


Solution de l'exercice 13 
Domaine de définition 
Désignons par 1 la fonction définie sur K par la relation 


_ 2r 
EET 


(т) 


La fonction arc-sinus étant définie sur [—1,1], la quantité f(x) est définie pour 
tout réel z tel que g(z) € [-1, 1]. Or 
2r | 2x 


142; 1-10 


<> 
= 2|г|<1+х° 
=> z^-2||-120 
— (I| - 1^ > 0. 


On en déduit que f est définie sur R. La fonction f est continue sur R car c'est la 
composée de l'application arc-sinus qui est continue sur [—1, 1] et de l'applica- 
tion 1 qui est continue sur IR et à valeurs dans [—1, 1] (voir la proposition 13.19 
p. 593). 
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Recherche de points particuliers 


D’apres l'étude qui ргёсёйе, la représentation graphique de f va posséder un 
point anguleux en (1, f(1)). Les demi-tangentes auront pour pentes 1 à gauche 
du point anguleux et —1 à droite. 


La courbe ne possède pas de point d'inflexion puisque la dérivée seconde de f 
qui est l'application 


dr 


А RES ai US rel 
Tree 1[U]1, +co|— An | 
(1 + ry srl 


ne s'annule jamais. La fonction f est concave sur [0, 1| et convexe sur ]1, +0]. 


Représentation graphique 


Fig. 22 Représentation graphique de la fonction x ++ arcsin (522). 


Solution de Гехегсісе 14 


La fonction cotangente hyperbolique a été étudiée au cours de l'exercice 11. 
Elle est continue et strictement décroissante sur ]0, Lol à valeurs dans |1, +oo[. 
Elle est continue et strictement décroissante sur | — so, 0[ et est à valeurs dans 
| ^ оо, –Ц. La fonction cotangente hyperbolique est donc une bijection de R° 
dans | = co, - ЦІ, +oo[. La bijection réciproque de la fonction cotangente 
hyperbolique est continue, strictement décroissante sur | — оо, —1[ et elle est 
continue, strictement décroissante sur ]1, +oo|. Le tableau de variation de la 
fonction argument cotangente hyperbolique est le suivant : 


074 Solution des exercices 


La fonction cotangente hyperbolique est dérivable sur R*, de dérivée l'applica- 
tion r € R* + 1—coth? r, et ne s'annule pas sur R^. On en déduit que la fonc- 
tion argument cotangente hyperbolique est derivable sur | = ao, — ЦИ, +оо. 
Pour tout y €] — oc, — 1|U]L, Acel on a 


1 1 1 


oth (y) = —— 98 = | 
argeoth (y) = — (argeoth(y))  l-eoth'(argeoth(y)) 1-32 


La représentation graphique de la fonction argument cotangente hyperbolique 
s'obtient en prenant le symétrique, par rapport à la droite y = z, de la repré- 
sentation graphique de la fonction cotangente hyperbolique. 


q= >> ———.—- 


Ё 
-B -5 A -3 A -1 ü 1 2 


Fig. 23 Heprésentation graphique des fonctions cotangente hyperbolique et 
argument cotangente hyperbolique. 


Solution de l'exercice 15 


l - La fonction f : x — x + Ing est définie sur Mi Elle est continue et 
dérivable sur cet intervalle de dérivée l'application f' : z € R° — 1 4 1/x. 
L'application f' est strictement positive sur RS, on en déduit que l'application f 
est strictement croissante sur R3. Les limites aux bornes de l'intervalle de 
définition se déduisent aisément de celles de la fonction logarithme. 
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Puisque l'application f est strictement croissante cela implique que n 2 za. 


5 - Pour tout r € Kï on a lng < z (ce qui peut être vérifié en étudiant la 
fonction z — x = Inz). Puisque f est définie sur R° on en déduit que ó 
est-elle méme définie sur RT. Puisque les applications logarithme et f sont 
dérivables sur R}, on en déduit que ó est dérivable sur R$. En utilisant les 
régles de dérivation d'une application composée on obtient, 


(z- iz) еа) -1- (1-2) (1+ z )-: 


т ln x 
In(z) = 1 


r(r = ln x) ` 


ф (x) 


Intéressons-nous à la fonction œ sur l'intervalle [1, Col Le dénominateur est 
strictement positif puisque pour tout r € R" on a In z < т. Le signe de Air) 
dépend donc de celui de In(zr) — 1. Ce réel est strictement négatif si x € |l,el 
et strictement positif si 2 ele, +]. On a 


; Ж (1) -1 _ _ 
ДД тетт nd 
e) = f(1)-120 


d(e) 


He-1)-e=(e-1)+n(e-1)-e=In(*2). 


Par ailleurs 


g'iz) = In(r) =1 - (== -2) 1 1 


zir—lur) 


lng 
Puisque lim "© = ü on en déduit que ` lim $' (z) = 0. Enfin 


rt Œ 


r — nz In x 
é(z) = f(x =n z) =x = In ЕЭ zu ( і Si 


d'où lim $ (z) = 0. On peut résumer ces propriétés dans le tableau de varia- 
Etat 


tion suivant : 


ü - D'après le tableau de variation de ф on en déduit que (x) € 0 pour tout 
z € [1, tool En particulier pour tout n € N° on a déin) = fin — Inn) =n < Ü 
donc 


fin — Inn) < n = f(z.). 


Fonctions usuelles бїт 


Puisque la fonction f est croissante on en déduit que pour tout n € № on a 
En 2 n- Inn. 


7 - D'après les questions 4 et 6 on a l'encadrement suivant pour tout n € N* 
n- Inn É fa = mn, 


On en déduit que 


D'après le théorème d'encadrement (voir le théorème 5.1 p. 179) on conclut que 
la suite (a4), converge vers Ü. 


8- Pour tout n € N“ опала, Inn = rz, п + п. Or f(r,) = n = En Б, 
donc z, — n = —Inzr,et 


na, + in nn = Inn —Inz, = -n (=) = —Ш(а„ + 1). 
п 


La suite {anla tend vers 0 et la fonction logarithme vaut 0 en 1. D'après la 
proposition 13.11, page 575, on en déduit que lim nan + In(n) = 0. 
m— +60 


9 - On conclut que la suite (£,), définie par 
En = In —n4 lnn = (na, + n) — n + Inn = па, + Inn 
admet pour limite 0 et donc que z, = n = In(n) + £p avec lim En = Ü. 
nop 


Interprétation : lorsque n est grand la solution de l'équation Ey : r+lur=n 
vaut approximativement n = ln n. Le tableau suivant en donne une illustration 


numérique : 
[n Iren] [е] 
7.9294 | 0,2320 
95.4414 | 0.0466 


9990.7896 | 9990.7905 | 0.0000 


Solution de l'exercice 16 


1 - La fonction arc-tangente est continue sur E. Désignons par g la fonction 
М1 – 22 
r >+ —— Ü Cette fonction est définie sur D, = [-1,0[.]0, 1]. Elle est 
Hn 
continue sur D, en tant que quotient de deux applications continues sur cet 
ensemble, la fonction au dénominateur ne s'y annulant pas. On en déduit que la 
fonction f est continue sur [-1,0[1]0, 1] en tant que composée de l'application 
g continue sur cet ensemble, à valeurs dans R, et de la fonction arc-tangente 
qui est continue sur Ж. On a par ailleurs 


lim girl = + et lim g(x) = —oc 
rt 


#—[ 7 
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Cette application est continue et dérivable sur [0, +00| et pour tout z € (0, +00| 


on а 
-28BR x 


(o? + 8222)372' 
L'application f est donc décroissante sur [0, +ос[. Elle atteint par conséquent 


sa valeur maximale en 0. Cette valeur maximale est 


" Rr Hr 
M = = = m „ 
Œ 2R + Ar 


Fir) = 


3 - La bande passante du filtre est l'ensemble des fréquences + telles que 


A 
25 SAG < M. 
Nous avons montré à la question précédente que la fonction + ++ [A(e)] est 
décroissante et que |A(0)] = M. On en déduit que la bande passante du filtre 
est l'intervalle 10. #*] où 
M 
div H = —. 
| A(v*)| 7 
Résolvons cette équation. On a 
|A(u*)| = SE _ <= о? + dV = UIR + RL} 
VAR + Ry) 
a 2(2R+ Rr)? – а? 
=> =s Ha 
If E 
PN 1 A, + 2R 
-~ Ze Rı+R' 


4 - Considérons la fonction g définie sur [0, --oc[ par 


g(z) = 201og10 f (2) = 7 (In Rr — 5 In (o? + 22)). 


Cette application est continue et dérivable sur [0, --oc[ et pour tout z € [U, +00] 


on a 
(œ) = — 20 Gr 
ce In10 а? + Fr 


Оп a par conséquent le tableau de variation suivant : 
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CHAPITRE 15 


Comparaison locale de fonctions 


15.1 Preponderance et Domination 


Soit xo € Ë = RU (+00, ^oc). On dit qu'une fonction f est définie au voi- 
sinage de zo s'il existe un voisinage V de ro (voir les définitions 3.10 et 3.14 
p. 110 et 113) tel que f soit définie sur V Y [rg]. Si f est définie sur un voi- 
sinage de zo alors elle est définie au voisinage de zo. Une fonction définie au 
voisinage de ro est définie sur un voisinage de xo sauf peut-être en To. 


Exemple Les fonctions x — 1/7 et r ++ (sin r)/:z sont définies au voisinage 
de Ü mais pas sur un voisinage de 0. 


Définition 15.1 Soient zo € R, f et ó deux applications définies au voisinage 
de zo. On dit que f est négligeable devant ф au voisinage de ro (ou 
encore que o est prépondérante devant f au voisinage de xo) s'il eriste un 
voisinage V de ro et une application e définie sur V N {ro} telle que, 


vreVXizo] Ла) = elz) x ф(х), 
| lim e(r) = 0. 


EEn 


On note f = Orl) ou f(r) = o,lölr)) ou f = old) au voisinage de то. 


On notera que d'après la définition 15.1, la seule fonction négligeable devant la 
fonction nulle est la fonction nulle elle meme. 


UP En physique on utilise également une notion de « quantité négligeable devant une autre = 
mais avec un sens légèrement différent : une quantité А est négligeable devant une quantité 
B si le rapport A/B est assez petit, cet assez petit dépendant de la situation physique 
considérée (par exemple de la précision des mesures réalisées). 


бё4 Prépondérance et Domination 


Exemples 


1. Les fonctions x — In fr] et x + —1/|r| sont définies sur Е" ; elle sont donc 
définies au voisinage de 0. On a 


' ; I 
lim In |z| = -co et lim —— = =œ 
2—0 rij |z! 


et In |z] = e5(—1/|zl) car 


(z) 


In fæ] =-= ave zl = —|z] а 


lz | 
et lim єх) = 0. 


2. sin z: = picos r) car sin x = e(r) cos r avec efr) = tan et lim e(z) = p. 
r— 


3. sinz = ox) car sinz = la) IE avec (e) = SE = yi OD ч 


lim єт) = 0. 
In x i 
4. Inr = о.о) car Inr = e(z] z avec e(z) = — et lim efr)=0. 
T Et sa CXD 


ATTENTION La notation f = ©,,(g) peut laisser croire que o,,(g) 

est une fonction. Ce n'est pas le cas. On devrait écrire f € O: (g) où 

02.19) désigne l'ensemble de toutes les fonctions négligeables devant 

g au voisinage de rg. L'emploi du symbole = est lié au fait que 
l'on à un certain nombre de relations algébriques entre fonctions négligeables 
(voir la proposition 15.2) qu'il est commode d'exprimer en utilisant le symbole 
d'égalité. On a par ailleurs sinz = oolcosr) et sing = оо(4/1]), mais écrire 
Og(cos z) = Gel /|r|) n'a pas de sens. 


La proposition suivante résulte de la définition 15.1. 


Proposition 15.1 Soient zo € R, f et ó deur applications définies au voisi- 
nage de rg. Sid пе s'annule pas au voisinage de zo alors 


Í = Orle) 


Remarque En utilisant la notion de limite à gauche (resp. à droite}, il est 
alors naturel de définir la notion de prépondérance dans un voisinage à gauche 
(resp. à droite) du réel zu de la manière suivante. 
On dit que f est négligeable devant $ à gauche de го et on note f = Or (Ф) 
si lim fz) = 


- Ü. 
m= dir) 


Comparaison locale de fonctions GRD 


- On dit que f est négligeable devant ф à droite de zo et on note f = Oo, (6) 


si lim HE) _ 


En dl) 
Par exemple sin = Og (T) et Inr = og«(—1/z). 


Proposition 15.2 Soient zy € R, À € R et f.g. ó, v quatre applications défi- 
nies au voisinage de то. On а, 


J +g = Ges (Ф) ' 


A. f = os; 


f x g= Onley); 


f = Geck), 


Démonstration Ces propriétés se demontrent en revenant à la définition de la 
relation de négligeabilité (définition 15.1). Démontrons la premiere; les autres 
propriétés sont à vérifier en exercice sur le meme modèle. 5i f = old) et 
й = Or. (0) alors il existe un voisinage V de ry et une application e définie sur 
D = V X {zo} telle que, 


YeD fir! = e(r) Фа) avec lim e(z) = 0 


TI 


et il existe une application т définie sur D telle que, 


vx € D glx) = (x) (x) avec lim {т} = D. 


On a done pour tout z € D. 
(f + ghz) = f(x) + g(z) = elr) dx) + ale) ó(z) = (e(z) + a(z)) dx) 
avec, d'apres les hypotheses, 
Jim (e(z) + o (z) = 0. 
Soit u : re D — elr) +olr). On a pour tout r € D, 
(f+gil(x) = р(х) dix) avec ‚im щт) = 0. 


On en déduit que f + g = old). = 


686 Prépondérance et Domination 


Remarques 
1. En prenant À = —1 dans la deuxième propriété on obtient en particulier que 
Ї= 0.00) zë -ј= 0.11). 
On a done 
(SS => eto 


ce que l'on écrit aussi g = f + 0%, (6). 


2. Si f et & ne s'annulent pas au voisinage de zo et si f = o,,[#) alors 1/6 = 
Òr, (1/ f). On notera le renversement de la relation de nögligeabilite. 


ATTENTION On se gardera de faire des simplifications hasardeuses 
lors de la manipulation de relations de négligeabilité. Ainsi si f — 
Or, (d) et g = O, (6) on a f + g = 0, (d) (voir la démonstration 
précédente) et on n'écrira pas f + g Mos Lol, De méme on a f — 
g = Or, ($) et on n'écrira surtout pas f — g = 0. Rappelons que la notation 
f = б„,(Ф) est là pour signifier qu'au voisinage de zo la fonction f est égale à 
£X à où € est une fonction qui tend vers Ü quand x tend vers rg. La notation 
9 = Or, 0) signifie quant à elle qu'au voisinage de xo la fonction g est égale à 
£ X Q où € est une fonction qui tend vers 0 quand x tend vers ғо sans que ce 
soit nécessairement la méme fonction que pour f (et en général ces 2 fonctions 
sont différentes; on pourra les noter £r et £, pour les distinguer). Il est alors 
clair qu'au voisinage de то 


(f — alle) = (erir) — £,(z)) (zr) # 0. 


À titre d'exemple considérons les relations 
sinir) = z + op(r) et sinlär) = 3r + Oor). 


On en déduit d'après la proposition 14.2 que sin(z) + sin(3r) = Ar + oolr). 
On n'écrira pas sin(r) + sin(3r) = Ar + ?2oy(r). On a aussi sin(r) — sin(3r) = 
—2r--og(r) mais on n'en déduira surtout pas que sin(r) — sin(3r) = -2r. On 
se préservera de telles erreurs en se rappelant de la signification trés particuliere 
du symbole — dans la relation de négligeabilité et en confrontant la relation 
obtenue à sa définition. 


Exemples usuels 
X Soient (a, 3) € Ri. Il résulte de la proposition 14.8, page 638, que 
r = O Lac ( ^) sia < Ï et I" = Ont (x?) ai œ > À. 


En effet lim т®=8 = 9 si et seulement si e — À < 0 et lim, ref = 0 ai et 
EF Ï = 


seulement si œ = 3 > Ü. 
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Par exemple | sin zl = x et [sing] = =z. 
ir d 


Corollaire 15.1 Soient zo € R, f et ф deur applications définies au voisinage 
de rg. S'il existe un réel £ non nul tel que Jim f(x) = Ë et Jim dr) = 
—hbn RAD 


alors f = à. 


Za 


Proposition 15.5 Soient zu € Ë, f et ó deur applications définies au voisi- 
nage de rg. Ön suppose que ф ne s'annule pas au voisinage de то. On a les 
propriétés suivantes : 


1. f = Ÿ 
Th 


afd 


Démonstration Il suffit de revenir aux définitions des relations d'équivalence 
et de domination. 


D Si f = œ alors il existe une application A définie au voisinage de za sur un 


ehe D = V \ {ro}, ой V désigne un voisinage de то, telle que pour tout 
re D, 
Ла) = Air) dir) et dim A(z) = 1. 


L'application A est définie au voisinage de zo € Ё et a une limite finie en zo; 
d'après la proposition Z j page 575, elle est bornée sur un voisinage de zo. 
On en déduit que f = (g). Puisque f et ф ne s'annulent pas sur D on en 
déduit que l’ а À ne s'annule pas non plus sur D et que l'on a pour 
tout x € D, 

1 
Az) 


Puisque l'application A admet pour limite 1 en zo, il existe un voisinage W de 
ro tel que pour tout x € W on ait 1/2 < A(r) < 3/2. On en déduit que pour 
tout ze W on a 2/3 < 1/A(x) < 2 et donc l'application 1/A est elle aussi 
bornée sur un voisinage de zo. Ceci permet d'affirmer que l'on a ф = Of). 


(z) = — f(x). 


> Supposons que f e $. Il existe alors une application A définie au voisinage 


de ry sur un ensemble D = V V {ro}, ой V désigne un voisinage de ro, telle 
que pour tout x € D, 


f(z) = Mer) Ar) et „im Az) = 1. 
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Ona 
Tiz) = Ayla) + (As(z) - Ara) x a 
1 
= Луг) + (Aula) - Луба) ———. 
Wir) 


Puisque ф et ү sont supposées de méme signe au voisinage de zo la quantité 
( + 22) reste bornée (elle est minorée par Ü et est majorée par 1). On 
en déduit que | 

lim {А„(®) Ауа) (1 = =) = () 

z—=o vx) 
et par conséquent que ‚im T(z) = 1. [] 


Exemple Au voisinage de +оо les fonctions 
f:r—vl+r et girir 


sont strictement positives et on a 4/1 + z? ne. On en déduit que 
DES 


r+vl+r: o 2r. 
me 


Règle 2 : s'il existe deux réels су et es tels que f = c;d et g e соф её 
т) zu 


1.81 c1 + Ca Æ Ü alors f + g = (c; + co); 
=й 


2.8i су + су = Ü alors f + g = 0, (d). 


Démonstration Si f ~ c.d et g ^ соф alors on peut trouver un voisinage V 
Fo En 


de то et deux applications À, et Az définies sur l'ensemble D = V {ro} telles 
que pour tout r € D, 


f&)-o«M(r)é(r) ave lim Az) = 1; 


et gir) = cs Aa(r)ó(r) avec lim Asfr) = 1. 
2—20 


[> Si on suppose que сү + со É Ü alors pour tout re D опа 


fa) + gla) = (ez) + cA (a) g (=) = FRA (c, + „уу, 
Or lim ci A (r) + eaAalz) 
ct Ci +0 
que f +g 2 (te). 


= l. donc d'après la définition 15.3 on peut conclure 


694 Équivalence 
> Puisque lim (ei A (x) + e3Ag(r)) = ер + са, si ey + су = Ü la relation 
Eg 


f(x) + g(z) = (cıAıla) + catala) jols) 


permet de conclure que f + g = Calo), voir la définition 15.1. = 


Exemple On a rê — är ~ -3r et sinx ~r done r* — 3r + sin z = Jr et 


т? — Jr + 3 sin = Bus. 


Règle 3 : si f = о, (d) alors f + 6 o, 


Démonstration Si f = Oe Loi alors il existe une application = définie au 
voisinage de zo sur un ensemble D = V \ (ro). où V désigne un voisinage de 
ig, telle que pour tout + € D, 


fix) = ele) (х) et Jim e(z) = 1. 


On en déduit que pour tout x € D, 
f(x) + dx) = (1 + e(x))ó(z) = A(x)ó(z) 


où l'application À : x € D = 1 + (r) admet pour limite 1 en to. On a donc 
J +ó ~ ó. = 


Exemples 


1. Puisque sing = бст} ona siox +g e г. 
== 


2. Puisque pour tout réel z strictement positif, In(2r) = Inr + In2 et que 
ln? = o,„fInz) on en déduit que In(2x) = In x. 
= 


Règle 4 : si ES "E et g = O+. (d) alors PIE ^ D. 


Démonstration Si f ~ à et g = Oe lol alors on peut trouver un voisinage V 


de ro et deux elles élan À et € définies sur l'ensemble D = V \ {ro} telles 
que pour tout x € D, 
fir) = Alx)ó(r) avec lim Alr) = 1; 
et gir] = e(rir) avec lim eir)=0. 


— 
On a donc 

f(x) + giz) = (A(z) + e(z)) (z) x € D. 
Puisque Jim (A(x) + #(z)) = 1, on en déduit d'après la définition 15.3 que 
J+g = dà. Г] 


En 
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бов Équivalence 


On prendra garde que la composition à gauche de fonctions équivalentes n'est 
que rarement possible. La proposition 15.8 indique les deux situations usuelles 
oü il est licite de composer à gauche des fonctions équivalentes. Dans tous les 
autres cas on justifiera le résultat, par exemple en revenant à la definition de 
l'équivalence. 


Proposition 15.8 Soient ту € R, f et ó deuz applications définies au voisi- 
nage de rg. On suppose que p est strictement positive au voisinage de 
ip (pas nécessairement en zo). 


X Si fir} mm x) alors Ya € R (f(r))? > (ir). 


X On suppose de plus que ó admet pour limite en zo le réel É € (0, 1[UI1, +4 
ou bien que ф tend vers +00 en то. Sous ces hypothèses, si f(x) — ó(r) alors 


In(f(r)) ~ Infé(r}). 


En 


Démonstration Supposons que f ~ &: il existe une application A définie au 


voisinage de ro sur un ensemble D = V ira], oü V désigne un voisinage de ro, 
telle que pour tout x € D on ait fr) = Ar) ó(z) avec lim A(r) = 1. Puisque 
=T 


ф est strictement positive, on peut supposer, quitte à prendre un voisinage de 
ro inclus dans V, que f est strictement positive sur D. 


> Commençons par établir la seconde assertion. Pour x € V \ {ro} on a 
In(f(z)) = In(A(z)ëé(z)) = In(A(z)) + In(é(z)) = F(x) In(é(z)). 

où 

In(A(x}} 

In(ó(z)) ` 


Comme la fonction A admet pour limite 1 en ry on a lim In(A(z)) = Ü). Dans 
=T. 


DL: z€ D— 1 + 


le cas où à admet pour limite en zo le réel € € (0, 1[0]1, +оо[ on a 
lim In(ó(z)) = In(£) #0. 


et par conséquent lim Tir} = 1. Dans le cas oü & tend vers +оо en rg la 
IE > dj 


fonction x — In(ó(r)) tend vers +00 quand x tend vers zo et par conséquent 
lim l'(r) = 1. On en déduit dans tous les cas que Int f) ~ Inle). 
EEn Tp 


[> Intéressons-nous maintenant à la premiere assertion. Pour x € D on a f(x) = 
A(r)(r)et par conséquent pour tout réel œ, 


aln(f(z)) = oIn(A(z)) + aIn(é(z)). 
On en deduit que 


f(x)" = exp(alIn(f(z))) = exp(aln(A(z))) exp(aIn(ó(z))). 
— —— a, — n 
Hr) dz)" 
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Comme la fonction À admet pour limite 1 en то on a lim f(x) = 1. On en 
qub 
conclut que f" — $^. О 
x 


i 


Exemples 


1. Considérons la fonction f : x ==» 1 + х2. Cette fonction est strictement 
positive sur R. On a 1-- x? = x d'où /1+ z2 Kä (car v/r? = |z| = x dans 
С: [s = 

tout voisinage de +00 inclus dans |0, +col). 

2. Considérons la fonction f : x + x + VT + x? qui est strictement positive au 
voisinage de +00. On a >+ 1 + x? m d'où In( f (z)) m in(2r). Par ailleurs 
In(2x) => ing et In( f(z)) = argsh(r) (voir la proposition 14.21 p. 657). Опа 
done 


argsh(zm) fie: In(z). 


Remarque Si $ admet pour limite 1 en zo et si f(x) = piz) alors on ne peut 
pas conclure que In(f(z)) ~ ln(ó(z)) comme le Te l'exemple suivant (on 
utilisera la définition de Too EM pour établir les équivalences indiquées) : 
1+x e 1+2r mais In(1 + z) vc et №1 + 2r) п 2r donc In(1 + z) n'est 
pas équivalent à In(1 + 2r) au voisinage de 0. 


Exercice 3 Déterminer un équivalent en +оо aur fonctions 


r> (02 +1) – к et zr ln(z?-1)— 21nz. 


ATTENTION Оп ne peut en général pas composer les équivalents 
avec la fonction exponentielle. Autrement dit, f = @ n'implique pas 
zu 


nécessairement que ef = е? comme le montre l'exemple suivant : 
T. 


i 
z+1 = z mais e” *! n'est pas équivalent à e* au voisinage de +00 
ы 
et) 
uisque lim = KA 
puisque lim — * 


Toutefois si lim f(x) — dir) = 0 alors ef = ef puisque dans ce cas 
Ferro Tp 


ef (=) 


lim = lim е/ 95) 1. 
zur esr Zr, 


DS Équivalence 


15.2.4 Equivalents aux fonctions usuelles 


XSi f est dérivable en zo avec f'(xo) x Q alors 


fla) = f(zo) = (z — хо) (zo). (1) 
En effet, si f est dérivable en x, alors par définition (voir la définition 16.1 
p. 713) on a 
lim Hz) — f (zo) = fir) 


т==г r — Tú 


d'où on déduit que 
Em f(x) - fixo) 


z—zo {т — то) Р lro) ` 


On obtient grâce à la relation (1) les équivalents suivants (c désigne un réel) : 


In(z + 1) 


shr 


arcsin T 


Remarque Nous avons vu que l'on ne devait pas composer à gauche avec 
la fonction logarithme des fonctions équivalentes lorsque leur limite est 1. La 
relation In(r +1) e r permet de traiter ce cas. Si f admet pour limite 1 en Ü 


alors f = (f — 1) + 1 au voisinage de Ü et 
In(f(z)) = In(1 + (f(x) - 1) 7 f(z)-1 


d'après la proposition 15.7. Ainsi, en considérant f : z — 1+tanr, on établit 
que 
In(l--tanz) = tant ~ zr. 
0 d 


Une autre facon de procéder consiste à remarquer que la relation (1) appliquée 
à la fonction x ++ In(z) en xo = 1 permet d'établir que In(r) w (x — 1). 


X En utilisant les égalités trigonométriques 


1-cosz = 2 (sin Z)" et chx-1=2(sh 5) 


on obtient. 
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X Toute fonction polynomiale est équivalente en оо à son monöme de plus 
F : ; : (a Ge 

haut degré. Toute fonction fraction rationnelle est équivalente en +00 au 

quotient des monómes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur. 


X Toute fonction polynomiale est équivalente en Ü à son monóme de plus bas 
degré. Toute fonction fraction rationnelle est équivalente en Ü au quotient des 
monómes de plus bas degré du numérateur et du dénominateur. 


XEn utilisant l'expression exponentielle des fonctions hyperboliques (voir la 
proposition 14.12 p. 642) et l'expression logarithmique des fonctions hyperbo- 
liques réciproques (voir les propositions 14.21 p. 657 et 14.23 p. 659) on vérifie 
que : 


argshr ~ In r argeh œ ~ Inr 
Loc o0 


15.2.5 Changement de variable 


Les équivalents usuels étant souvent donnés au voisinage de 0, il est parfois utile 
d'effectuer un changement de variable pour s'y ramener lorsque l'on cherche un 
équivalent au voisinage d'un réel différent de 0. La proposition &uivante, qui est 
un corollaire de la proposition 15.7, en fournit le moyen. 


rn ee 


Proposition 15.9 Soient f et ф deur applications définies au voisinage de 0 
et h une application définie au voisinage de ro ER. 5i 


fit) e bit) et Jim hix) =0 


Remarque En pratique, on considere les changements de variables suivants. 


1. Si zy € Е, on effectue le changement de variable t = Alr) où h est l'appli- 
cation x & Ë — r = zo ou l'application x € Ё =+ ro — т. Pour z dans un 
voisinage de rg, t est dans un voisinage de 0. 


2.81 ïo € |[-50,—oc]. on effectue le changement de variable t = hir) ой 
h : z € Е +> 1/2. Рош z dans un voisinage de +00 (resp. —oo), £ est 
dans un voisinage à droite (resp. à gauche) de 0. On peut aussi considérer 
le changement de variable défini par h : z £ Ё — —1/. 


U) Définie comme le quotient de 2 fonctions palynomiales. 
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15.2.6 Application au calcul de limites 


Proposition 15.10 Deur fonctions équivalentes au voisinage de ma € R ont, 


au bien la même limite, ou bien pas de limite en zo. 


Démonstration Si f ~ ф alors il existe une application A définie au voisinage 


de zo sur un ensemble D = V \ {ro}. où V désigne un voisinage de zo, telle 
que pour tout r € D 


fix) = A(z) giz} et. lim Alr) = 1. 


Supposons que ó admette une limite £ € Ren zo. D'après les propositions 13.12 
et 13.13, page 579, on en déduit que f admet pour limite £ en xo. Inversement, 
puisque la relation d'équivalence est une relation symétrique, si on suppose 
que f admet pour limite £ en ту alors ф admet aussi pour limite £ en mo. 
Puisqu'on a établi l'équivalence entre l'existence d'une limite pour f en mo 
et l'existence d'une limite pour ф en rj, on en déduit que si l'une des deux 
fonctions n'a pas de limite en zo alors l'autre non plus. О 


Exemples 
In(1-- 2tanr) 


1. Déterminons la limite en 0 de f : z + - 
sin T 


On a 
In(14- 2tanz) м 2tanzr hs 2r 


et sin r "E On en déduit que f(x) Ce 2 puis que lim fir) = 2, 
Ge 


1 Е 
2. Déterminons la limite en +оо de g : x + (1 = 3 e 


r 
Оп а 


(a (un(e) 


Par ailleurs, In(1 + u) vu et lim Lir = 0 donc d'après la proposition 15.9 


сп a 
In (1 + 3 = x 
T Toe P 


On en déduit que 


autrement dit que 


lim тЇп (1 + d = 1. 
= T 


Hidden page 


Hidden page 


TUA Exercices de aynthése 


15.3 Exercices de synthèse 


Exercice 6 


1 1 

I - Montrer que — In(r + 1) - —— ат 
T T 

2 - En déduire que pz = (x + 1) 


Exercice 7 


I - Déterminer un équivalent au voisinage de 0 à la fonction 
1 l+tanır 
In | —— |. 
tan 42 l = tan x 


2 - En déduire la limite en + /4 de la fonction x — (tan z) 


T mé 


cotan dr 


Exercice 8 Soit f la fonction définie par fir) = In(1 +thr). 

| - Etudier la fonction f et tracer aussi précisément que possible son graphe. 
2 - Montrer que f(x) vc. 

3 - Justifier que f définit une bijection de R dans un intervalle Г que l'on 


précisera. On note f^! la bijection réciproque de f. Déduire de ce qui précède 
le tableau de variation de f^ et tracer son graphe. 


4 - Déterminer l'espression de f (y) pour tout y € I et donner un équivalent 
à f au voisinage de Ù. 


5 - Calculer la dérivée de f^! de 2 manières différentes : en utilisant la relation 
liant les dérivées de f et de f^! puis directement à partir de l'expression de f`". 


15.4 Solution des exercices 


Solution de l'exercice 1 


Pour tout réel z non nul, on a 
E(r)-A(r)jr oüX:rcR'—.E(r)/z. 
Or pour tout réel x on a (voir la proposition 3.10 p. 105) 
z — 1 < E(r) < z, 


donc pour tout réel r non nul, 
1 
1— — < A(z) € 1. 
HH 
On en déduit que lim A(r) = 1 её par conséquent que E(z) = т. Om a aussi 
Te — 66 


um Ат) = let Bisi mu 
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Solution de l'exercice 2 


А et + етт ` =+ К 
On а d'une part chr = — t d'autre part е" = à 4 (e ^7) puisque 
` e" š : 
lim = lim e®=0. 
g—— B Í É— = 


On est donc dans la situation de la regle 3, page 694, et l'on peut écrire 
е? +07 e" 

2 = H 

E — e 


е et Е | : 
L'argumentation pour vérifier que sh z: = ^. == est identique. Puisque 


F Toe 
la fonction cosinus hyperbolique est paire, on déduit de la proposition 15.9 que 
g7 
ch x CH 
A А 2 
La relation d'équivalence — étant transitive (voir la proposition 15.6) on a 
+0 


l'implication 


c ^ >) et (sh E" >) => chr = shr. 
455 2 doe 2 402 


Solution de l'exercice 3 


l - La fonction x => In(z? + 1) = Inr est définie sur RL qui est un voisinage 
de +оо. Pour x € Rï. опа 


25 
Wei + 1) -Inz = la (? +1) = (+21), 
т т 


Or r--l/r a d et cette quantité tend vers +00 quand x tend vers +00. D'après 
ex 


la proposition 15.8 on en déduit que 


In(z? +1) — шд => In x. 


2 - La fonction x =+ In(z2 + 1) — 21nz est définie sur R qui est un voisinage 
de +50. Remarquons qu'elle « ressemble » à la précédente. Pour z € R} on à 


| т? + 1 l 
nz? +1) - 2nz = h ( = ) =n(1+ 5). 


Cette fois-ci 1 + 1/z* = 1. On ne peut donc pas utiliser la proposition 15.8. 


Œ 


Toutefois In(1 + u) muet Jim 1/22 = 0 donc d'après la proposition 15.7 
EA FE = 


оп à 
„з 1 1 
п += S em 
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en montrant que la limite du quotient de ces deux fonctions vaut 1. Òn a 


1 In z zine 
dE made tel 
æln(æ + 1) — rlnz 
Е = Inir + 1) 


T 1 
nf 1+- |. 
"U iz B d +£) 


Ог 
d'ou 


Оп en deduit que 


; z M 
К. mI (1 + d = Ü 


puis que 


lim x 1+2 zi =1 
+ z ш(х+1)/ ^ 


On peut donc conclure que 


2-Ona 


Ae 1 In z Inr  In(z +1) 
s= =+1 = [- + r == 1 = Ë — —ə Ü Ë 
ST SE exp ( ZE) ( [> Ï 


H est clair (la fonction admet pour limite 1 en +00) que 


m In z wi 
р т+1/ +o ` 


Par ailleurs puisque e" — 1 zuons d'aprës la premiere partie de l'exercice, 


a Inr In(z+l1) i Ing 
us E т І 


Finalement on peut conclure que 


1 In z 
E m = 


—_ 
geit — (2 +1 == e 
D Frs т? 
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D'aprés la question précédente, on a 


li 1 4 1+ = 1 
im n| => | =>. 
u—0 tan du 1 = tan u 2 


La fonction exponentielle étant continue en 1/2, on en déduit lim fir) =e 


æ—+7 j'A 


1/2 


Solution de l'exercice 8 


1 - La fonction tangente hyperbolique est définie sur R. Elle est à valeurs dans 
]- 1, Ц. On a done 0 < 1 + thx < 2 pour tout x € R. On en déduit que f est 
définie sur R. La fonction f n'est ni paire, ni impaire, ni périodique. Elle est 
continue sur Ё car la fonction tangente hyperbolique est continue sur R et la 
fonction logarithme est continue sur |0,2[. Elle est dérivable sur Е, de dérivée 
en z E Е 


] — th‘ x 


— =]-thr. 
1+thx = 


f(x) = 


La fonction f' est strictement positive sur E, et par conséquent f est strictement 
croissante sur À. On a le tableau de variation suivant : 


C I += 
Tal? + v 


2 - On a In(1 + w) c uet lim th z = Ü donc In(1 + thx) = thr. Puisque 
Pe 
th x wrona finalement In(1 + th x) > z. 


3 - L'application f est continue et strictement croissante sur E. Elle définit donc 
une bijection de R dans f{R} =] — oc. In 2[. Sa bijection réciproque f^! est une 
application continue et de méme sens de monotonie. Elle admet le tableau de 
variation suivant : 


In 2 ; 
+ 


Les représentations graphiques de f"! et de f sont symétriques, par la symétrie 
axiale par rapport à la droite d'équation y = r. 
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Fig. 1 Représentation graphique de f et de ET. 
4 - Les applications f et f^! sont liées par la relation 
VreR мує] №1 (у=) = z-170). 
On a les équivalences suivantes 
y = nfl +thæ) = 1+thr=e6e" <= thr=e!—l 
=> x= argth(e" — 1). 
Ainsi, 
f l: y €] — so, In 2|— argth(e" — 1). 
On a argth u „ше lim e" — 1 = Ü, donc argth(e* — 1 2 е” — 1, Puisque 
kr end 
е” —] ~ уоп en conclut que f^! (y) "EZ 
5 - En utilisant la proposition 14.2, on obtient pour tout y €] = so, In 2[, 


= ENE l Sd 
Fr 1-th{f-l(y)) 2-е 


Par ailleurs, par un calcul direct, on obtient 


(s 1!) (p) = 


1 1 


(11) (0) = (agis! -1) = етеу туе “ze 


CHAPITRE 16 


Derivabilite des fonctions reelles 
d'une variable réelle 


16.1 Dérivée d'une fonction réelle 


Nous considérons dans ce chapitre uniquement des fonctions de I& dans R. 
16.1.1 Définitions 


Définition 16.1 


X Soient f une fonction réelle définie sur un intervalle ouvert I et xy € I. On 
dit que f est dérivable en ro si la quantité 


f(zo + h) = f(zo) 


As (h) = : 


admet une limite quand h tend vers 0. Cette limite, notée (zo), est appelée 
dérivée de f en ro. 


X On dit que f est dérivable sur un intervalle ouvert J C I si pour tout x € J, 
f est dérivable en z. On appelle alors dérivée de f et on note P l'application 
de J dans R qui à x € J associe ffir) la dérivée de f en m. 


Exemples 


1. La dérivée de l'application z € R =+ хт? en то est 279. En effet, pour tout 
h € R* on a 


(х0 + h) —zà _ 2zoh + А? 


A, (h) = 20 A 


= Z2rg-h d'où im Ay (h) = 279. 
2. La dérivée de la fonction sinus en xo est cos rg. En effet, pour tout h € R* 
оп а 

sin(rg--h) —sinza  sinzgcosh-Fcosrgssinh — sin zg 


a | (pj = AIR - ` 


sinh =. 1 — cos h 
= COSTO ECH = Bini ra ` 
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h—1 1 
car lim Sa = 5. Ог, 


lim sinh _ А et lin cosh — 1 = li „cosh Si 
kä h ` re h kä MR" 
On а donc bien lim As, (h) = совр. 


3. La fonction f définie sur R par 


. 1 ; 
fa) = | хаш — si r É Ü 


D sr=0 
est continue sur K mais n'est pas derivable en 0. En effet, 


A. (h) = arm = sin; 


et cette quantité n'a pas de limite lorsque h tend vers 0 (voir l'exercice 6 p. 576). 


Exercice 1 Montrer que la dérivée de la fonction cosinus en жо vaut — sin ro. 


Remarques 
1. La dérivée de f en то est parfois notée L (то) et on a également (par le 
changement de variable x = £o + B) 


Fir) — Fol 


f'(zo) = lim — 
zën — f — fp 


2. La tangente à la représentation graphique de f au point (хо, yo) a pour 
équation у = yo + f'{ro)(x — zo). 


Exercice 2 Soit f une application derivable sur un intervalle ouvert I et ro € 
J (za + h2) = f(zo + h) J (zo + h) — f (za — h) 


I. Calculer lim 
h—ü h 2h 


uis lim 
p h—0 


Définition 16.2 Soient f une fonction réelle définie sur un intervalle ou- 
vert I et ma € I. On dit que f est dérivable à droite (resp. à gauche) en zu 
si 


Fizo + h) - Fizo) 


h—0+ һ 


lim 


existe et est finie. Cette limite est alors notée falto) (resp. fz(zo)J et elle est 
appelée derivee à droite (resp. à gauche) de f en ra. 
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A (хо. 5) 
^b = fx) панаван п zseech Ü Ü 


у= », + Fix l x — Xg 


Fig. 1 Tangente à la représentation graphigue d'une fonction 
f au point (ra, yn). 


Exemple Considérons la fonction valeur absolue. Elle est dérivable à droite 
en Ü de dérivée égale à 1 puisque 


а(н) = = = 


ПА — lO] _ [hl 
h h 


d'oü „lim, sch) = 1. 
Elle est dérivable à gauche en 0 de dérivée égale à —1 puisque „Im АА) = —1. 
La fonction valeur absolue n'est pas dérivable en 0 puisque Ag(h) n'a pas de 


limite quand h tend vers 0. 


La proposition suivante résulte des propriétés des limites. 


Proposition 16.1 Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonc- 
tion réelle d'une variable réelle f soit dérivable en xo est qu'elle soit dérivable 


à droite en zo et dérivable à gauche en то et que fe (za) = fa(zo). 


Remarque On dit qu'une fonction réelle f est dérivable sur l'intervalle fermé 
[а, 0], si elle est dérivable en tout æg Ela, b| et si elle est dérivable à droite en a 
et à gauche en b. 
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Interprétation graphique 
K Si „lim, A, (h) = жос alors la représentation graphique de f possède une de- 


mie tangente verticale au point (xp, yo). C'est le cas par exemple de la fonction 
racine carrée en (0,0) (voir la fig. 2). 

XSi f est continue en ro et falto) # fa(zo) alors la représentation graphique 
de f présente un point anguleux en (zo, f(xo)). C'est le cas par exemple de la 
fonction f : x + |arctan(1/z)| qui est prolongeable par continuité en Q en 
posant f(0) = 7/2 et pour laquelle Р. (0) = 1 et f4(0) = —1 (voir la fig. 2). C'est 
également le cas de la représentation graphique de la fonction valeur absolue 
en (0,0). 


Fig. 2 Représentations graphiques des fonctions x — ^r et 
Ti j arctan(1/ zi. 


L'ensemble des points ой une fonction est dérivable est appelé domaine de 
dérivabilité de la fonction. 


ATTENTION Le domaine de dérivabilité n'est pas toujours identique 
au domaine de définition de la fonction. Ainsi, la fonction valeur ab- 
solue est définie sur Е mais elle est dérivable sur ER" (elle est dérivable 
à gauche et à droite en 0 mais n'est pas dérivable en 0). 


Proposition 16.2 Soient f une fonction réelle définie sur un intervalle ou- 


vert I et ro € I. Si f est dériuable en xo alors f est continue en To. 


Demonstration Soit h € R" tel que zo + h € I. On peut écrire (vérifier que 
le membre de droite se simplifie) 


f (xo + h) — fiel 


(ro + h) = fizo) + h FR 
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Or, f étant dérivable en zo, 


. Flzo+ h) — f(zo) [ кыр , f (zo + h) — Han 
Re AAM КИР А CTV IW =ñ 
äm F (zo) d'oü lim h h 
On a done lim Flan + h) = Tirol, autrement dit f est continue en mo. О 


Remarque La réciproque est fausse : une fonction peut étre continue en un 
point sans étre dérivable en ce point. C'est le cas de la fonction valeur absolue 
en 0. 


Exercice 3 Justifier, en utilisant la définition 16.1, que 


In(h + 1 ch — 1 
lim ааа) =l et que lim 


= 1. 
h—0 h 


16.1.2  Dérivées des fonctions usuelles 


On rappelle les dérivées des fonctions usuelles et leur domaine de dérivabilité. 


rez" (n € N) 


T K+ sin T 008: 


= Sind 


UES eH 
l--tan^r ou 5 
COS" IE 


cert 
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От 
fiy Z 
SIACH 1 gefle) — aM (o) 
Td T — To g(r)g(za) 
_ _1_ giro) (x) — f(zo)) + f(zo)(g(zo) — 9(z)) 
T - Zo g(z)g(zo) 
_ _1 ДЕ) Ho) _ _flzo)  g(ro)- alz) 
da} | r—zo g(r)(ro zor ` 
Étudions la limite du premier terme : 
im SO) _ jm L jm LOA) 
zz, gia) т — у sr g(r) 270 17-2 


| 
-z 
Су 
= 

Co 


car g étant dérivable en zo, 9 est continue en то et puisque gizo) # 0, 1/0 est 
continue en zo (voir la proposition 13.18, page 593). 


Étudions la limite du second terme : 


n fo) EHE) _ p. Go) ww giro) 9) 
zSz glæ)g(zo) EE tro g(z)g(zo) = 20-2 
T 


car g étant dérivable en zo, g est continue en ro et puisque (20) # 0, 1/g est 
continue en rg. 


On obtient finalement la relation énoncée 


f f 


La) - L (zo) 
f eN ч ў dë 1 ï Fizo) à 
OL UE t Er PORE DD 
J'(zo) alzo) — (хо) g' (xo) 
gro)? j 


Exemple La fonction tangente est dérivable sur | — 7/2, z /2|[ car elle est définie 
comme le quotient de 2 fonctions, sinus et cosinus, dérivables sur | — 7/2, 7/2[, 
la fonction cosinus ne s'annulant pas sur cet intervalle. La dérivée de la fonction 
tangente en zo €] — 7/2, r/2| est 


(ж) Рата sin (zo) cos(rg) — sin(rg) сов' (ха) 


сов cos[zp)2 


tanir = 
(zo) cos 


Е cos? (zo) + sin (ro) 
E cos? (zo) 0 
1 


cos? (zo) 
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n'est pas dérivable en 0 car elle n'est pas définie en ( ni prolongeable par 
continuité en 0. On a en effet 
; T i T 
Miek e dfe. 


51 l'on calcule formellement la dérivée de f on obtient (faire le calcul de sim- 
plification) 


f'(z) _ ( 1-7 E 1 
ze) 


+T 

2 

= + v' 1 — х? 1 | 
= T 
= = =m NN a“ = ————. 
S deu vi-s 
1+ | = 
I 


Cette derniere quantité est bien définie en 0 et vaut 1 mais f n'est pas dérivable 
еп Ü donc 1 ne peut pas etre la valeur de f'(0) qui n'existe pas. Avant de se 
lancer dans le calcul de la dérivée d'une application, il faut donc étudier avec 
soin son domaine de dérivabilité, 


ATTENTION On n'a pas nécessairement f'(rg) = lim f'{x) et on 
Ey] 


ne peut pas conclure à la non dérivabilité d'une application de cette 
manière, Pour s'en convaincre il suffit de considérer l'exemple sui- 
vant. 


Exemple L'application 


; 1 
nen [mb wre 


si = 0 


est dérivable sur R* de dérivée f": z € R" =+ 2x sin(1/x) = cos(1/r). D'autre 
part, f est dérivable en Ü de dérivée Ü puisque 


fix) — f(O) 
Ë 


А „ 1 
= lim xsin == 0. 
x 


LL = 


(0 = li 
FO = lim, 
Par contre f' n'a pas de limite en Ü car la fonction cosinus n'a pas de limite en 
l'infini. On a donc une fonction dérivable еп 0 pour laquelle la limite en 0 de 
Fir} n'existe pas. 


Remarque Оп peut toutefois démontrer le résultat suivant (voir la proposi- 
tion 16.7, p. 732) : si f est continue en rj, dérivable au voisinage de zu et si 
lim f'(x) = É. £ € R, alors f est dérivable en zo et f'(rg) = €. On remarquera 
Font 
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Démonstration > Supposons que f soit differentiable en xo. D existe alors 
une application = définie dans un voisinage V de 0 et un réel a tels que 


Vh EV f(zo+h)- Ро) = 0 h--hz(h) avec lim e(h) = 0. 


On en déduit que pour tout h € V V {0} on a 


flo + h) — f(zo) 
h 


fizo + h) = fo) 


= x + E( h) 


= tt. D'après la définition 16.1 


cela implique que f est dérivable en zu de dérivée en ro le réel a. 


et par conséquent que lim 


Supposons que f soit dérivable en zo de dérivée f'(zo). On a alors 


lim J (zo + ` - fixo) _ T'ia) 
autrement dit 
im Tea + h) = f(zo) = /'(хо)В _ 


Ü. 
h—0 h 


Considérons la fonction € définie pour tout réel h vérifiant h + ra € f, par 
e(0) = Ü et 


fizo + h) — f(zo) — folk 


SES h 


si h #0. 
On a alors pour tout réel h dans un voisinage de 0, 
Кто +h) — fizo = f'Gzo)h + helh) avec lim Eh} = 0, 


autrement dit, f est différentiable en zo de différentielle en то l'application 


dfa, : h E R+ + f'(zo) А. 


Définition 16.4 Soient I un intervalle ouvert de R, f une fonction réelle 
définie sur Ï admettant une différentielle df, en tout ro € I. On appelle 
différentielle de f. et on note df, l'application de I dans CR R) définie par 


df : ro € J + dfe, € C(R,R). 
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Exemples 


1. Considérons l'application identité f : re R — r. Pour tout ro € R, on a 
fix) = 1 et la différentielle de f est donc 


df:z;€R— df, € C(R,R) où df, :he R— h€ R. 


On a coutume de noter dr l'application іг: h € R — h € Ё. 


2. Considérons l'application g : r € R =+ r?. La différentielle de g est 
dg : zo € Re dg, € C(R,R) où  dg,,:h € R — 2zTəh c R. 


Autrement dit, on a 
dgr, (h) = 2roh = 2rgdz(h), 


ce que l'on écrit dgr, = 2zodr. П arrive fréquemment que l'on note ` 
dg = 2r dr la différentielle de g. 


16.1.5 Dérivées successives 


LEIBNIZ, Gottfried (1646, Leipzig - 1716, Hannovre). 


La curiosité de Leibniz est universelle. Il fut non seulement phi- 
losophe et mathématicien, mais aussi linguiste, juriste, historien, 
géographe, diplomate et théologien. Il fut l'inventeur en 1686, en 
meme temps que Newton, du calcul différentiel et intégral. Leib- 
niz a précisé le concept de fonction (le terme est de lui : en latin 
functio = accomplissement, exécution) et de fonction dérivée, 
à travers celui de différentielle, que Newton appela fluxion. Les 
dernieres années de Leibniz sont marquées par la retentissante 
controverse avec Newton sur l'antériorité de l'invention du calcul 


différentiel. 


Soit f une fonction réelle définie et dérivable sur un intervalle ouvert Г. Si la 
dérivée de f est à son tour dérivable, on note f" ou f'?! la dérivée de f" qui est 
appelée dérivée seconde de f. On peut ainsi de proche en proche définir pour 
tout entier п la dérivée n-iéme (ou d'ordre n) de f que l'on note fl"), Par 
convention fl" = f et f!!! = P. On dit que f est indéfiniment dérivable 
sur J © J si pour tout entier n la dérivée n-ième de f est définie sur J. 


U Cette écriture est justifiée par le fait que symboliquement on obtient J dre giel, 


Mais gare aux confusions ` dgy est une application linéaire alors que g'(z) est un réel. 
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Remarques 
1. П se peut que les domaines de définition de f, f", РО), ..., soient distincts, 
C'est le cas par exemple pour z — z?/? qui est dérivable sur R} mais dont la 


dérivée z —— i т n'est dérivable que sur RS. 


2. L'existence de f"! (za) suppose que Pl") soit définie sur un voisinage de zo 
et pas uniquement en тү. 
Exemples 


1. On vérifie par un raisonnement par récurrence que la dérivée n-iéme de la 
fonction cosinus est l'application x € IR =+ cosir J- n 7/2). De méme on vérifie 
que la dérivée n-iéme de la fonction sinus est z £ R =+ віп( + 17/2). 


2. On vérifie par un raisonnement par récurrence que pour tout (n, p) € N? la 
dérivée n-ième de l'application 2 € Ë — x" est 


Ü sip < n 
| TES 
r€ R — (zy = Tt: p! Bp TL 
n..(p-n-4l)z"?z — P gip>n 
p... (p ) п р) р 


Proposition 16.6 Soient f. g deur fonctions réelles définies sur un intervalle 
ouvert I, ry € Ï et n € №. On suppose que f et g admettent des dérivées 
jusqu'à l'ordre n en zo (resp. sur I}. Alors, 


X f + n est dérivable jusqu'à l'ordre n en ro (resp. sur I} et 
(f + g)' (zo) = f (za) + g™ (zo); 
X VÀ E R, X: f est dérivable jusqu'à l'ordre n en xo (resp. sur I} et 
(А f) (zo) = À f (zo); 


X f x g est dérivable jusqu'à l'ordre n en zo (resp. sur I) et Vk € (1,..., n], 


k 
(f x g) P (zo) = Kë Ch f" ap) go) (formule de Leibniz ` ) ; 
#=0 


X si gizo) É Ü (resp. g ne s'annule pas sur Г), f est dérivable" jusqu ‘à l'ordre 
y 


n en xg (resp. sur L). 


Démonstration Ces propriétés se démontrent par récurrence à partir des re- 
lations pour la dérivée première. = 


(а Le formule donnant l'expression de la dérivée n-ieme du quotient f/g en fonction des 


dérivées de f et de g eat quelque peu compliquée. 
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d dr 


Exemple Calculons la dérivée n-ième de l'application ò : x € R — re. 


Soient f et g les fonctions définies sur E par 
Қт) =т et (т = е2, 
Опаф= f х g. Pour tout x € R on a 
P' z) = За, (л) = бт, f#(5)=6 e fM(r)=0 WIEN, 4. 


Par un raisonnement par récurrence trivial, on vérifie que pour tout entier i et 
pour tout réel т on a 


g" (zr) = 3e". 
On vérifie aisément que l'on a pour tout x € R 
$ (r) = (Id Arie", = $" (z) = (977 + 18r? + Gr) e?" 
Pour tout entier n supérieur à 3 on a d'après la formule de Leibniz, 
n 3 
ee 
i= і=0 


car f" (zy) 2-0 vic М, £z 4, On еп déduit que 


dz) = Fra) + nf(2)g 7 a 


nin = zu == ЖЫР, le) 


e? Loi TÓ na? +3" nn — Die + n(n = 1)(n - ез, 


Мт — 1) 
2 


+ 


Exercice 6 On considère l'application f : r € R => r"(1-- 2r)". En utilisant 
la formule de Leibniz, montrer que la dérivée n-iéme de f est l'application 


f :zeRc Y nl (Ск) za 27) 4. 
k-ü 


Définition 16.5 X On dit que la fonction réelle F est de classe C" sur l'in- 
tervalle I (n € N*) si f est dérivable jusqu'à l'ordre n sur I et si fi") est 
continue sur I, On note C*(I) l'ensemble des applications de classe C" sur I. 


X On dit que la fonction réelle f est de classe CF sur l'intervalle I si f est 
indéfiniment dérivable sur I. On note C* (I) l'ensemble des applications de 
classe C^" sur I. 
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Exemples 


1. Les fonctions sinus, cosinus, sinus hyperbolique, cosinus hyperbolique, ex- 
ponentielle sont de classe С° sur R. La fonction logarithme est de classe CF 
sur KR. 

3 


. I : 
2. L'application f : x € R — 4 * un si x 0 est de classe C! sur R 
Ü si x = Ü 

mais n'est pas de classe C^ sur R. En effet f est derivable sur R* en tant que 
produit de 2 applications dérivables sur R'. Elle admet pour dérivée l'applica- 
tion f' : z € В" — 322 sin(1/x) =x cos(1/x) qui est continue sur Е", D'autre 
part f est dérivable en 0 et f'(0) = 0 puisque 

im EIC, 

rl T 


= lim z2sin(1/z) = 0 


(on a 0 < |r'sin(l/r)| < z”). L'encadrement 0 < [f'(z)| < 3r? + |r| im- 

plique que lim fir) = 0 = f'(0) et permet de conclure que f' est continue 

sur R donc que f est de classe C! sur R. 

L'application f' est dérivable sur R* mais n'est pas dérivable en 0 car la quantité 
'(h) — PO ' lani 

0140) n'a pas de limite quand h tend vers 0. L'application f n'est donc 

pas de classe С? sur R. Toutefois elle est de classe С? sur chacun des intervalles 

| = eo, ü| et JO, ос. 

Remarques 


1. C'(T) désigne l'ensemble des applications de I dans R continues sur I. Soient 
m et n deux entiers naturels tels que m < n et I un intervalle ouvert. I résulte 


de la définition 16.5 que C? (I) c CM) c EMI) c C"(1). 


2. Une application peut etre dérivable jusqu'à l'ordre n sur un intervalle donné 
sans étre de classe C" sur cet intervalle. C'est le cas de l'application 


f:zeR— sin; si x #0 
Ü | Bi x =Ü 


qui est continue sur E, derivable sur E, de dérivée l'application 


1 1 
f:zeR ar sin — — cos — si x Á Ü 
= k + T T 
ü si £ = Í) 


qui n'est pas continue en 0. 


16.2 Le théorème des accroissements finis 


Dans cette section, a et b désignent deux réels tels que a < h. 
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Or f est dérivable en су elo, b| donc Te) = ie) = Die), Compte tenu des 
signes de f^(ci) et file} on a nécessairement f'(ci) = 0. 


> Sie, glo, H alors on à nécessairement c ele, H. On peut alors reprendre un 
raisonnement analogue à celui effectué dans le cas où су Eja, bj. On établit par 
ce moyen que 

flea + h) = flea) 


f = š Ae s ЖЕШКЕ Ae Д > 
fies = im, ut 


et que 


Flea + h) = flea) 


h & 0. 


(Ca) = lim 
(сз) = lim 
Là encore, puisque f est dérivable en e; Ela, b| on a Hie) = file) = fées), 
ce qui compte tenu des signes de f/(e5) et de falez) implique que f'(e;) = 0. 


Dans tous les cas on a donc établi l'existence d'un réel dans l'intervalle Ja, b| 
pour lequel f' s’annule. 


Interprétation graphique du théorème de Rolle. Au point de coordonnées 
(е, fle)} la représentation graphique de f admet une tangente horizontale (voir 
la fig. 3). 


Remarques 


1. En général, il n'y a pas unicité du réel c annulant la dérivée. Par exemple 
la fonction cosimus est continue sur [—т/2,3т/2|, dérivable sur | — 7/2,37/2]| 
et cos( —7/2) = cos(37/2) = 0, donc satisfait les hypothèses du théoréme de 
Rolle, La dérivée s'annule en Ü et en т (voir la fig. 3). 


2. Chacune des hypotheses du théoréme de Rolle est importante. La figure 4 
est la représentation graphique de f : r +— |arctan (1/(r — 2)) prolongée par 
continuité en posant /(2) = 2/2. Cette application est continue sur [1,3] et on a 
Jii) = f(3) = r/4 mais il n'existe pas de réel c vérifiant f'(c) = 0. L'hypothèse 
de dérivabilité de f sur ]1; 3[ n'est pas satisfaite саг f n'est pas derivable en 2. 
Le théoréme de Rolle ne s'applique pas. 


Si l'on considère la méme fonction sur l'intervalle |2, 3] et si l'on pose f(2) = 7/4 
alors on a une fonction dérivable sur |2. 3| pour laquelle TO) = TO) mais il 
n'existe pas de réel c vérifiant f'(c) = 0. L'hypothèse de continuité de f sur 
[2,4] n'est pas satisfaite car f n'est pas continue en 2. Le théoréme de Rolle ne 
s'applique pas. 


3. Les hypothèses du théorème de Rolle sont des conditions suffisantes pour 
conclure à l'existence d'un réel c annulant la dérivée. Ces conditions ne sont 
pas des conditions nécessaires. 
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Fig. 3 Illustration de la non-unicité du réel c. 


ās] 


b=3 


Fig. 4 Illustration des conditions d'application du théoreme 
de Rolle : il manque l'hypothese de derivabilite, le théorème ne 
s'applique pas. 


Exercice T Soit P un polynôme de [А] de degré № ayant n racines réelles 
distinctes (2 < n < N). Montrer que le polynôme P' admet au moins n — 1 
racines réelles distinctes et qu'entre deur rucines de P' il y a une racine de P 
fon dit que les racines de P séparent les racines de Р"). 


16.2.2 Le théoréme des accroissements finis 


Théorème 16.2 (théorème des accroissements finis) Soit f une fonc- 
tion réelle définie sur l'intervalle |a, b]. Si, 


1. f est continue sur [a, b ; 


2. f est dérivable sur |a, bl; 


alors il existe un réel c &]a, bl tel que : f(b) = fla) = f'(c) (b — a). 
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Fig. 5 Interprétation graphique du théoréme des accroisse- 
ments finis. 


Démonstration Puisque P! admet pour limite en To le réel £, pour tout. réel 
strictement positif e fixé 


WERL vrelViz) (12-а =>1f(s)-8 <e). (2) 


Soit r un élément de Г\ {zo} vérifiant Le — то < т. Désignons par J l'intervalle 
fermé d'extrémités r et ro et par J l'intervalle ouvert d'extrémités z et rp. La 
restriction de f à l'intervalle J est une application continue sur J et dérivable 
sur J. D'après le théorème des accroissements finis, il existe un réel c € Ï tel 
que 
fix) — firo = (z о) (c). 

Le réel c vérifie |e — ro] € [|z — та! € me, donc d'apres (2) on en déduit que 
fie) = £| < €. On a donc 


| = tte) =t < 


Ainsi on a prouvé que 


Ve € Ri 3m € RI Vr € I V {zo} (e - rol € n = |Z2 — Ато) 
(2 - Zo) 


ce) 
PE die 


= = Ë. Cela permet de conclure que f est 
т = 
derivable en za de dérivés D non = f, = 


autrement dit que im 
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1 
que lim EU (z + h) — f(z)) = 0 (voir la mise en garde et le contre-exemple 
donnés à la page 578). 


Signalons que les résultats donnés dans ce chapitre s'étendent aux applications 
définies sur R (et pas seulement sur un intervalle compact [а, bl). 


16.3.2 Application à la recherche d'extremum 


Définition 16.6 Seit f une fonction réelle définie sur un sous-ensemble D 
de R. 


X On dit que f admet un marirmum local (resp. un minimum local) en za € D 
s'il eriste un intervalle ouvert I de centre ro inclus dans D tel que 


vzel f(r)&f(r) (resp f(x) > f(zo)). 


Un marimum ou un minimum local est appelé un ertremur local. 


X On dit que f admet un marimum global (resp. un minimum global) en xo € 


D si 
Vr E D Дж) < fn) (resp. f(x) 2 f(zo)). 


Remarque Si f admet Tirol pour maximum local en ze € D alors — f admet 
— f (zo) pour minimum local en то. 


Proposition 16.10 Seit ry € R et f une fonction réelle dérivable sur un 
intervalle ouvert de centre ro. 


X Si f(zo) est un extremum local de f, alors f'(zo) = 0. 


X 51 f'(ro) =Q et si f” change de signe en ra (f' est positive à gauche de zo 
et négative à droite de то ou inversement) alors fro) est un ertremum local 


de f. 


Démonstration > On utilise une idée analogue à celle mise en œuvre dans la 
démonstration du théoréme de Rolle eu page 729. Supposons que f admette un 
maximum local en to (le cas oü f admet un minimum local en zo s'en déduira 
d'après la remarque ci-dessus). I existe un intervalle I de centre zo tel que 
fir) < firo) pour tout z € I. On en déduit que 

Ke) - fe) <o), 


Yr € T (z> zo == 


Ï — Fo 
et Yr € I (z < zo == m EIE 
IL — d 


Cela implique, puisque f est dérivable en rj, que les dérivées de f à gauche et 
à droite en 0 vérifient 


Мба) = dm LOAD cq a. fiel = jo FE) Hero) 


ToS T — d Er, sE «0 


= Ü. 
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Mais puisque f est dérivable en ro оп a 
T (хо) = folzo) = falto). 
Comme fi (жо) < Ü et fa(zo) 2 0 on a nécessairement f'(xq) = 0. 


[> Supposons que f'(zo) = Ü et que f change de signe en xo (pour fixer les 
idées, supposons que f est négative sur un voisinage à gauche de zo et positive 
sur un voisinage à droite de ry). Cela implique, d'après la proposition 16.9, qu'il 
existe un réel 7 € RY tel que f soit décroissante sur [rg — m, œo) et croissante 
sür Leo, zo + 7]. On a alors 


Vr E|zo -m zo] f(x) 2 fizo), 
et Vz glo, zo + m| f(x} > f(zo), 


autrement dit f(x} > f(ro) pour tout z Elro, zo + n[. L'application f admet 
done un minimum local en ro. 


Si on suppose que f" est positive à gauche de xo et négative à droite de zo, alors 
on vérifie, en utilisant un raisonnement similaire, que f admet un maximum 
local en zo. a 


ATTENTION La condition fra) = Ü seule n'implique pas l'existence 
d'un extremum local. Il est impératif qu'en plus f" change de signe en 
rg. Par exemple la fonction f : x =+ т? est strictement croissante sur 
E, donc elle n'admet pas d'extremum sur R. Pourtant on a F'(0) = 0. 


Exercice 8 Un tracteur partant d'un point A situé sur une route rectiligne doit 
atteindre un point B situé dans un champ. Le tracteur va deux fois plus vite 
sur la route que dans le champ. On suppose que le tracteur se déplace sur la 
route et dans le champ à titesse constante. La distance AC est désignée par L 
et la distance CB par d. Déterminer le point D oü le tracteur doil quitter la 
route pour que le temps de parcours de À à B soit minimal. On discutera la 
solution suivant les valeurs de L et d. 


18.3.3 Étude de la convexité 


Définition 16.7 Une fonction réelle f définie sur un intervalle [a,b] est dite 
convexe sur [a,b] si : V(xj, z3) € [а, b]?, VA € [0,1]. 


Ат + (1 — À)zə) < À firi) + (1 — À) fin). 


Une fonction réelle f définie sur [a,b] est dite concave sur [a,b] si l'appli- 
cation =f est convere, c'est-à-dire, si : wir, xo) € [a,b], VA € [0, 1], 


f(Azi + (1 = Alta) 2 А firi) + (1 = À) Да). 
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f(x.) 


TI 
A 
b 
ч. 


f(x) -(1-À) f(x) 


— 


| 


= 


f(x*) 


N 


f(x) 


Fig. 6 Interprétation graphique de la convexité. 


Exemple L'application f: x € R — т? est convexe sur IR. En effet pour tout 
(21,22) € R? et pour tout A € [0, 1], on a 


fO, + (1- Aza) - (Afin) + (1 A) f(72)) 

= (Amr +(1- Ara) (X x? + (1 = À) zi) 
MA — 1) (z? — 22189 + 23) 
= A(A-1) (24 - 22)". 


Cette quantité est négative pour À € [0,1], donc, pour tout (71,72) € Е? et 
pour tout À € [0,1] on a 


ҢА + (1 — Arg) < À firi) + (1 — À) fer. 


Interprétation graphique de la convexité. Soient (71,72) € [a,b], A € [0,11 
et z^ = Xr, + (1 — Ajr. Si f est convexe sur [а, b] l'inégalité de convexité in- 
dique que le point M de coordonnées (r^, f(z*)) est au-dessous du point Р de 
coordonnées (r*. Af(z1)--(1 — A)f(r2)) (voir la fig. 6). Si on désigne par M et 
M: les points de la représentation graphique Г de f de coordonnées (21, firı)}) 
et (za, f(r4)). la convexité de f sur |а, b] signifie que l'arc d'extrémités Му, M; 
de Г est situé sous le segment [M;, Ma) qui le sous-tend (voir la fig. 6). 


On dit qu'un sous-ensemble E de R? est convexe si pour tout (A, B) Е? et 
pour tout A € [0,1] le barycentre G = АА + (1 = А)В de (AA) et (B,1— À) 
appartient à E. Géométriquement, lorsque A décrit l'intervalle [0,1], le point 
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Demonstration > Montrons que la condition est suffisante. Supposons que f' 
soit croissante sur [а, b] et considérons les réels z), xo € [a,b], x1 < za. À €]0, 1f 
et Si = Ату + (1 - Al. 


D'après les hypothèses, l'application f est continue sur [ri ,z*] et derivable sur 
lex, z^ |. On en déduit, d'après le théorème des accroissements finis, l'existence 
d'un réel e, lz, z*[ tel que 


f(x") - flea) = (z* — ту) flo). 
Or z* — rj = (1 А) (wo — тү). Le réel сү vérifie donc 


Hz") — fm) 


Fete co 


D'après les hypothèses, l'application f est continue sur [z*,:r3] et dérivable sur 
]z*,z>[. On en déduit, d'après le théorème des accroissements finis, l'existence 
d'un réel c ele", zal tel que 


Fizz) - Fir") = (za — 2") fiel, 
Or Ta — x" = À (r2 = ту}. Le réel es vérifie donc 


Fizz) = fix") 


fie) = Мыш" 


Comme f' est croissante sur [a.b] et que es > сү, on a f'(co) > F'(ci). Autre- 
ment dit, 
fiza) fe"), FH") fü) — 
A {za 71) ^ (1 — A) (а — mi) 
On en déduit que pour tout (21,22) € [a,b]? x, < хә, et pour tout A €]0, Ц. 
für + (1 — Alre) € A f(xi) + (1 = À) fra). 


Remarquons enfin que si тү = xo ou si À = Ü ou À = 1, l'inégalité de convexité 
est trivialement vérifiée car on a alors 


fArı + (1 — Ara) = À firi) + (1 А) f(za). 
On en conclut que pour tout (11,72) € [a,b]? et pour tout А € [0,1], 
Får, + (1 Ајаз) < À fizi) + (1 — A} fire) 
c'est-à-dire que f est convexe sur [а, bj. 


> Nous admettons que la condition est nécessaire. = 


Corollaire 16.1 Soit f une application continue sur [a,b] admettant une dé- 


rivée seconde sur |а, bl. Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit 
convere sur [a,b] est que f" soit positive sur |а, Ы. 
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Exemple Les applications : г € Rï H+ —Inz, z € R + e et x € R — 
In(1 + ez), sont convexes sur leur domaine de définition car leurs dérivées se- 
condes y sont positives. 


Remarque On montre qu'une fonction réelle convexe sur l'intervalle ja, b| est 
nécessairement continue sur l'intervalle Ja, b| et qu'elle admet en tout point de 
Ja, b[ une dérivée à gauche et une dérivée à droite. 


Application à la construction de la représentation graphique d'une application 


Soient f une fonction réelle deux fois dérivable sur Ja, H et zo €]a,b|. On dit 
que le point M de coordonnées (ro, f(rg)) est un point d'inflexion de la 
représentation graphique Г de f si l'on a Frai = 0 et si f" change de signe 
au voisinage de xo. Dans ce cas, d'une application convexe à gauche de zo 
l'application f devient une application concave à droite de ro ou inversement, 
Graphiquement, on dit que la représentation graphique I' change de concavité 
en M. Le sens de la concavité donne une information utile pour le tracé de la 
représentation graphique d'une fonction. 


Exemple La fonction sinus hyperbolique admet un point d'inflexion à l'origine. 


a 
4 


vrek у") = вт done, 


3 


Р(х) <0 are, 


| | f"(0) = 0, 
5 fim) 20) siz> 0. 

* Ainsi, sh est concave sur R_ et est 
E convexe sur R4. 


zB -4 =] a =j Ы 1 z 3 4 3 


ATTENTION La condition f(x) = 0 seule ne suffit pas pour conclure 
que le point (ra, f(ro)) est un point d'inflexion de la représentation 
graphique de f. Il faut en plus s'assurer que la dérivée seconde de f 
change de signe en zo. Ainsi l'application z € H + г“ a une dérivée 
seconde qui est nulle pour то = 0. Toutefois cette application est convexe sur R 
et son graphe n'admet donc pas de point d'inflexion. 


(pour différencier visuellement une fonction convexe d'une fonction concave, on pourra 
observer la forme de la représentation graphique de la fonction : si elle dessine les parois 
d'une grotte (« cave » en anglais) c'est que la fonction est con-cave. Dessiner la repré- 
sentation graphique de x — z qui est convexe et de x =e -r7 qui est concave à titre 
d'illustration. 
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: z* 
Puisque cos r — 1 e "7 оп а 


fe) x f(x) ` 
dz) % 4 * Ада) 
En utilisant la Règle de L'Hôpital on en conclut que lim e =ü. 
T 
2. Calculons la limite suivante : lim eris) +) Soient f et g 
— т=— 
applications définies sur R par f(x) = argsh(r) et g(r) = z?*. On a 
fix) 1 | 
"iE et TO) zs bal zi 1) = L 
y) Ayıra ETS EN Sn 
: oa Argsh(z) —In(1+ v2) _ 5. 1 1 
On en déduit que : lim =] = lim = T u; 
гт*+ т | 2r 


Exercice 10 En utilisant la Règle de L'Hópital, calculer lim SEN 
r—1 cos Sa) 


ATTENTION L'implication réciproque de la règle de L'Hópital est 
fausse. Considérons les applications f et g définies sur R par 


a. M | 
fir) = | ie ma et g(z) = sin x. 
Ü six = Ü 
ENT " 
On a lim ze Ü mais P men Zr sin = cos | n'a pas de limite 


еп Ü. 


16.3.5 Interpolation de Lagrange 


LAGRANGE, Joseph (1736, Turin - 1813, Paris). 


Lagrange est considéré comme l'un des plus grands mathémati- 
ciens du 18" siecle. En 1766, il est nommé Président de l'Aca- 
démie de Berlin par Frédéric II pour succéder à Euler. En 1787. 
Lagrange arrive à Paris à l'invitation de Louis XVI. Il échappe 
| de justesse à la mort durant la révolution française, I contribua 
й la création du systeme metrique, à la fondation du Bureau des 
Longitudes et de l'École Polytechnique. Il fut membre de l'Ins- 
titut, sénateur, Comte d'Empire et Grand Officier de la Légion 
d'Honneur. 
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La matrice M est appelée matrice de Vandermonde ^. La proposition 16.13 
nous assure que la matrice de Vandermonde est inversible et que le systeme 
linéaire admet une unique solution. Une autre méthode pour démontrer que 
le systeme linéaire admet une unique solution (et donc pour démontrer la 
proposition 16.13) consisterait à établir que le déterminant de la matrice de 
Vandermonde est non nul. 


Exemple Considérons la fonction sinus sur l'intervalle [—7, x]. Son polynôme 
d'interpolation de Lagrange aux nœuds =F, —7/2, 0, 1/2, x obtenu en résolvant 
le système linéaire (8) est 


Fig. 8 Représentation graphique de la fonction sinus (en trait 
plein) et de son polynôme d'interpolation de Lagrange (en trait 
pointillé) aux noeuds =F, —7/2,0, 7/2, т. 


La fonction polynomiale Р, prend les mêmes valeurs que la fonction f aux 
nœuds xp. ri... .. Tu et « approche » f entre ces points. Pour estimer l'erreur 
d'interpolation, c'est-à-dire l'écart entre f(x) et P,(r) pour x € [a,b], nous 
avons besoin du lemme 16.1 qui constitue une généralisation du théorème de 
Rolle. 


(33) Alexandre VANDERMONDE (Paris, 1735 - Paris, 1796). 
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Demonstration Pour t € [a,b] fixé, t g (x; | 0 < i € n), on note c* le réel 
défini par la relation f(t) — Plh = e" Mayit) et on considère l'application 


Y < Œ E fix) = P. (z) Ps: c*IL, + (z). 
Pour tout à € {0,...,n} on a 
giri) = Jiz: = Fn (zi) =C" П, ре) = Ù. 
= Ü =0 


De plus, alt) = f(t) — Pt) — Tl... (t) = 0. D'après le lemme 16.1, il existe 
donc un réel б, elo, Ы tel que gin? (6) = 0. Par ailleurs, on a d'après la 
relation définissant g, 


Ne pre) — Pre) = "ПК, 


P, étant un polynóme de degré m, Port)! est le polynôme nul. Пу est 
un polynôme normalisé (voir la définition 6.3 p. 218) de degré (n + 1) donc 
IP (G) = (n + 1)!. On a ainsi 


g^ tq) = pni =c*(n +1)! 


et conséquent c LIU) . On en déduit que 
nir t) Fi 
f) - Pate) = en. (t) = HE pe 


pour tout réel t € [a,b], t  (z; | 0 £ i < n). 


La relation est également vraie pour t € (xz; | 0 < í < n] car pour tout 
i € {0,...,n} ona 
fa) — Par) = 0 = Marla), 


done pour tout Ç; ela, bl, 


fizi) = Pa (zi) = cum Gm PEU. 


On a ainsi établi que pour tout t € [a,b], il existe un réel Ç; elo, bl tel que 


Inrit) 


{ra+1} 
m feme). 


Fit) = Pt) = 


= 


Rappelons (voir la p. 568) que si ó désigne une application bornée sur l'intervalle 
[a,b], on note Heil. la borne supérieure de |d| sur [a,b] : 


|1 = EL ыы zl, 


DË [at 
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Corollaire 16.2 Soit f une fonction réelle de classe C" sur [a,b] admettant 
une dérivée (n + 1)-iöme sur Ja, b| et soit Pj, son polynôme d'interpolation de 
Lagrange aux nœuds po, Ti, 4 de [a,b]. On a 


1 


IF = Palle € cil ee Шы. 


Demonstration D'après la proposition 16.14, pour tout réel t € [a,b] on a 
1 


П,, Ё ti 
| +1( )| OS cl TUM PES Bäi 


Hz) = Pale = ту (n3 


Or |f — Pull = sup LÉO — BI, donc 
tela, b] 


1 


N Шы. 


If — P, [е = 


О 


On remarque que l'erreur d'interpolation dépend à la fois de Ent) et de Mn+ 
c'est-à-dire de la facon dont sont choisis les nœuds d'interpolation. 


Exemple Considérons à nouveau la fonction sinus sur l'intervalle (=F, т). Son 

polynôme d'interpolation de Lagrange aux nœuds —7,—7/2,0,-/2,7- est 

P, = sch _ 3:3 3. On a de manière évidente || зіп") || = 1. Le polynôme 
OH T 

Il: a pour expression 


П»=(Х+т)(Х + #/2)X(X — MIX — т/2). 


Sur l'intervalle [-#, 7] la fonction polynomiale II; admet des extrema locaux 
en les réels a tels que D (e) = 0. Le polynôme TI; a pour expression 


IIl; =5X* - x? A 


15л* 
4 4 
Le changement d'indéterminée Y = X? permet d'exprimer IIL comme un poly- 


nóme de degré 2 en Y et ainsi de calculer ses racines. Il admet 4 racines réelles 
dans l'intervalle (=F, x] qui sont 


x |3 | V145 т |3 1145 
=d, Œg = = jį = = => 

212 10 2 V 2 10 

т l3 1145 a IA 145 
Eg = mme Uji, 

2 y 2 10 2y 2 10 
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ШУ La formule de Taylor-Lagrange 


L'application vy- est continue sur |a, b], dérivable sur Ja, b| et vérifie (par le choix 
qui vient d'être fait pour la valeur du paramètre А) la condition tys (a) = và. (b). 
D'après le théorème de Rolle, il existe c €la, bl tel que v/3- (ce) = 0. On a alors 
les équivalences suivantes 


v'« (c) =0 = (x dë fro) ezo" = Ü 


e А = que) 
(E) f 
nas n+l (ro DI Le л) ( i-a) m fore) 
к= 


_ < f (a) k (бб Loa) 
=> TU = (b=) po om quee) 
3 k! (п + I)! 


Le théorème est démontré : il existe e £|a,b| tel que 


ER 
f(b) - X ла ! (b — a) + к (b— aj t, 


Remarques 
finti) (с) 


(m +1)! 
d'ordre n de f en a. 


l. Le terme (b — a)"*! est appelé reste de Taylor-Lagrange 


2. On retrouve pour la formule de Taylor-Lagrange d'ordre 0, la formule des 
accroissements finis. 


Exemple La formule de Taylor-Lagrange peut étre utilisée pour établir des 
inégalités. Montrons par exemple que pour tout x € R} on a 


à È bi 

MH + ER 
x == = In[1 + z a = + =, 

2 | de 2 3 


On considère l'application f : x £ E, — lufr + 1). Cette application est 
de classe C°“ sur Е, car la fonction logarithme est de classe C sur [1,4]. 
Appliquons la formule de Taylor-Lagrange à l'ordre 2 en prenant b = x et 
а = Ü : il existe un réel c et, | tel que 


fla) = D +=P'(0) + Z /" (0) + E ru Ti 
T] = + m — = CJ] = g = — a 
2 б 2 ` SO +c) 
13 
Puisque z € Rẹ et que c Є]0, z|, la quantité SL сї est positive. Оп en déduit 
ET 
que 
ri 


In(1 + r) è gr- —. 
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16.5 Applications de la formule de Taylor-Lagrange 


16.5.1 Approximation polynomiale 


Soit f une fonction réelle de classe C" sur un intervalle I et admettant une 
dérivée (n + ljième sur I. Pour a € J, considérons la fonction polynomiale p 
définie sur E par 


ea) a 
pls) = E P (z at 


On vérifie sans peine que pour tout entier k avec 0 < k € n on a plfl(a) = 
fla). On peut donc s'attendre à ce que pour п assez grand, la fonction 
polynomiale p constitue une bonne approximation de la fonction f dans un 
voisinage de a. La qualité de cette approximation est donnée par la formule de 
Taylor-Lagrange qui nous indique qu'il existe un réel ecompris entre a et z tel 
que 

Prio 


2M _ EA 
f(z) =P) + ID D (za). 


Supposons que la dérivée (n + 1}-ieme de f sur l'intervalle Í soit bornée par le 
réel positif M : 


Vx € I +5) < М. 
Dans ce cas, l'erreur d'approximation de f par p en x € I est majorée par 
n+ı ` ` 
Cette erreur est petite si M n'est pas trop grand et si n est choisi suffisamment 
grand. A titre d'exemple, considérons la fonction sinus sur l'intervalle [0, 1]. On 
vérifie par récurrence que ft) (r) = sin(z + (n + 1)r/2). Prenons n = 4. La 
fonction sinus est approchée par la fonction polynomiale 


avec une erreur qui est en tout point z € [0,1] plus petite que 1/5! soit ap- 
proximativement 107% (voir la fig. 9). Il s'agit là d'une majoration de l'erreur : 
l'erreur en un point donné de l'intervalle [0, 1] peut étre beaucoup plus petite. 


On remarquera que pour une valeur de п fixée, l'approximation devient moins 
bonne lorsque la distance entre les réels z et a croit car le terme (z —a)"*! de- 
vient prédominant. C'est le cas si l'on considere l'approximation de la fonction 
sinus sur l'intervalle (O, 2] (voir la fig. 9). 
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ü [РЕЧ DA üa GB 1 12 1.4 LE 12 2 


Fig. 8 Approximation de la fonction sinus par la fonction po- 
lynomiale z — x = z 31, 


16.5.2 Position d'une courbe par rapport à sa tangente en un point 


Soient Í un intervalle ouvert, f une fonction réelle de classe CP sur P et To € I. 
On note A le point de coordonnées (zo, f(rg)). Au point A, la représentation 
graphique T de f admet pour tangente la droite D d'équation 


у= (ro) + Р (zo) (z — zo). 


On cherche à préciser la position de la représentation graphique de f par rap- 
port à la droite D au voisinage de ce point. Pour cela il faut connaitre le signe 


de 
u(z) = f(z) (Рао) + f' (zo) (z — zo)) 


lorsque x est proche de ro. 


Soit v = min[k > 2 | (zo) Z 0}. La formule de Taylor-Lagrange à l'ordre 
u — 1 en zo indique qu'il existe un réel c, dans l'intervalle ouvert d'extrémités 
то etr tel que 


CAT 
H=) = f (wo) + (ао) — za) + TE (s - ay. 
On a done б 
ulr] = D (r = To) . 


On détermine aisément le signe de (x — хо)” en fonction de la parité de v. Par 


ailleurs 
lim fee) (ce) es Р (zo) 
1 


TF0 pi pl 
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et fU) (rq)/»! Æ 0 donc on peut trouver un voisinage de zo sur lequel la quantité 
f) (cx) ne s'annule pas (voir la proposition 13.16 p. 591). Cela implique que 
pour т assez proche de £p, fehle) est du méme signe que f) (zi) 
Cela nous donne 4 possibilités pour le signe de u en fonction de la parité de r 
et du signe de f" (zg). 
> Supposons que r est pair. On a alors (z — zo)” > 0. 

1.51 f" (zy) > 0, alors u > 0 et la représentation graphique T reste, au 

voisinage de A, au-dessus de sa tangente en A (voir la fig. 10). 


2.5 f (79) < O, alors u € 0 et la représentation graphique Г reste, au 
voisinage de A, au-dessous de sa tangente en А (voir la fig. 11). 


Hal on ыш E MÀ шош чы чочок шот o 


Fig. 10 Cas v im- Fig. 11 Cas r pair 
pair et f" (ro) > 0. et f" (ro) < 0. 


Fig. 12 Cas w im- Fig. 13 Cas v im- 
pair et f" (ro) > 0. pair et f" (xo) < 0. 
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> Supposons que v est impair. Dans ce cas (x — то)“ change de signe en To. 


1.6 f (za) > 0, alors u > Ü sir > ro et u < Ò si x < xg. La représentation 
graphique Г est au-dessous de ва tangente en А pour x < xo et au-dessus 
de sa tangente en À pour г > ro (voir la fig. 12). 

2. Si f" (xg) < Ü, alors u < Ü si £ > xo et u > O si x < ro. La représentation 
graphique T est au-dessus de sa tangente en A pour x < xo et au-dessous 
de sa tangente en А pour x > ro (voir la fig. 13). 


16.6 Exercices de synthèse 


Exercice 12 Soient n un entier naturel et f, l'application définie sur R par 


. I : 
i sin — six É Ü 


0 sir = 0) 


MES = 


Étudier en fonction de la valeur de n € {0.1.2,3} la continuité et la derivahilite 
des applications f, sur R. Pour quelle(s) valeurfs} de n l'application fn est-elle 
de classe C. 


Exercice 13 Soit f une application dérivable sur |0, 1| telle que f(0) = 0 et 
fil) = 1 et admettant une dérivée à droite nulle en Q et une dérivée à gauche 
nulle en 1. 


On souhaite montrer que f admet un point fixe dans l'intervalle JO, 1| c'est-à- 
dire montrer qu'il existe œ e]0, 1| tel que f(a) = a. 


Ï - Soit o l'application définie sur |0, 1| par 


ia fei Ansa 


Calculer lim. gizi et lim ala); en déduire que g est prolongeable par conti- 
nuit sur |0, 1]. 
2 - Montrer qu'il existe œ Є|0, 1| tel que 
fla) _ f(a) -1 
a a-l ` 


En déduire que fla) = a. 


Exercice 14 Méthode de la fausse position. 
On s'intéresse à la fonction t définie par wir) = (1 + r) + arctan(z). 


I-a} Donner le tableau de variation de la fonction v (en indiquant toutes les 
limites utiles). 
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b) En déduire qu'il existe un unique réel Ç el — 1,0[ tel que (Ç) = 0. 
2- Déterminer les asymptotes éventuelles de à et tracer la représentation gra- 
phique de la fonction w. 
Dans la suite du prabléme, on étudie une méthode permettant de calculer une 
valeur approchée du réel c. 


Soit f une fonction de classe C^ sur [a,b] vérifiant les conditions suivantes : 
f(a) < 0, f(b) > 0 et pour tout réel x € [a,b] fix) > 0 et f"(x) > 0. 


3- Montrer qu'il existe un unique réel c Ela, b| tel que f(c) = 0. 


Soit po la fonction polynomiale de degré 1 définie par pola) = f(a) et pa (b) = 
fib). On désigne par сү l'unique réel vérifiant polci) = 0 et on définit l'appli- 
cation g = f = ро. 


4 - a) Montrer que g"(z) > 0 pour tout z € [a.b]. En déduire que g ne s'annule 
pas sur |а, b| {on pourra utiliser un raisonnement par l'absurde et le théorème 
de Rolle). 

b) Montrer qu'il eriste ro Ela, bl tel que g'(zo) = 0. En déduire que g est 
négative sur |a, b| (on pourra utiliser la formule de Taylor- Lagrange). 

c) Montrer que pole) > Ü et conclure que le réel сү vérifie га < cq < c. 


On considère la suite (cs), cw définie à partir dec; par récurrence de la manière 
suivante. On note p, l'unique fonction polynomiale de degré 1 telle que 


Palen) = f(cn), Ра (Б) = f(b). 
On définit Ca+1 par ps(cs41) = 0. On admet que l'on à l'encadrement : 
à < Слз € C. 
5 - a) Donner l'expression de p, en fonction de cy. b, f (cs). f (b). 


b) En déduire que c, 4.1 est lié à c, par une relation de la forme сызу = deu) 
où Q est une fonction de R dans R que l'on erplicitera. 


б - Démontrer que la suite (co )nen= est strictement croissante. 

7 - Montrer que la suite (с. )nen= converge vers c. 

8 - Dans le cas particulier où la fonction f est la fonction w étudiée à la 
question I (et c = CL tracer sur un même dessin la représentation graphique 


de la fonction w sur l'intervalle [-1,0| ainsi que les représentations graphiques 
des polynömes Do, D qui lui sont associés et placer les points e. ca. 


La methode de calcul d'une solution de l'équation fir) = 0 étudiée ici est 
connue sous le nom de « méthode de Ja fausse position ». Pour simplifier l'étude 
on a supposé que la fonction f était convexe mais la méthode peut s'utiliser 
avec des fonctions n'ayant pas cette propriété. 
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Ces applications sont dérivables sur les ensembles indiqués, la composée est 
donc dérivable sur R et l'application fs est dérivable sur R en tant que pro- 
duit d'applications dérivables sur R. En utilisant la formule de dérivation d'un 
produit, on obtient pour tout x € IR 


fs(z) = 2° + zln2exp(rin2) = (1 + 2x) 2*. 


Solution de l'exercice 6 
Soient fi: z € R =+ r" et fa: re Е + [1 + 2r)". Pour tout entier k avec 


Ü < k < п, les applications f, et fa admettent pour dérivées k-ieme en z € R 


| (z) 


| 
nin — 1)... (n — k + D)z"^* = ae s 


lr) = 2*n(n—1)...(n — k + Dl + äech = 28 


Il 


n! 
(n = k)! 
Puisque f = f, x fo, on en déduit d'après la formule de Liebniz que 


> ch Pr ) H (x ) 


(14- ärch, 


19) 


n 


| 
= V œ п. k qk digan 
RM (n — k)' 


= > 2"n! (ск) za + 20)" * 


Solution de l'exercice 7 


Désignons раг dy, ї = 1,...,n les n racines distinctes de P que l'on ordonne de 
la maniere suivante : 
Gd] < йз <... nl X бл. 


Considérons la fonction polynomiale P associée à P. Pour tout entier à, l < i < 
n — l, cette application est continue sur l'intervalle |a;,a;,1] et dérivable sur 
l'intervalle |a; disi De plus 


Pio, )= P(a;+1) = 0. 
D'après le théorème de Rolle, il existe un réel aj Ela, ail tel que 
P'(a;) = 0. 


Le réel a; est par conséquent une racine de P'. On en déduit que le polynóme 
P possède au moins n — 1 racines réelles et que ces racines sont séparées par 
les racines de Р: 


Пу < Œj < 00:3 < Œ2 0... < Ona Z dq] É буу < og. 
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Solution de l'exercice 8 


On note т la distance AD (voir la fig. 14) et v la vitesse du tracteur sur la 
route". Le temps de parcours sur la route est r/v. La distance parcourue 


dans le champ est 
BD = di +(L т)? 


et le temps de parcours dans le champ est BD/(v/2). Le temps de parcours 
total pour aller de А à B en fonction de la distance r parcourue sur la route 
est donc 


Te) = 2 4297 * E77 16 +s G+). 


t 


Fig. 14 Situation considérée. 


On est donc conduit à déterminer le minimum de la fonction T sur [0, L]. 
Commençons par déterminer les valeurs possibles pour les extremums de T. 
On vérifie que pour tout z € [0, L], 


ИШЕ ЖЕ Ba) 
roi Rs) 


(5 Des renseignements pris auprés d'un agriculteur breton nous permettent d'estimer cette 


vitesse sur route à 55 km/h. 
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On a alors 
T'(z)=0 e Vd +(L =r)? =2(L — x) 
=> d +(L- х)? = 4(L -x)* 
=> 31-х)? = d° 
«=> TEE 


Le minimum de la fonction T sur |0, L| est à rechercher parmi les valeurs 0, L et 


d 
To = L — RK dans la mesure où zo €]0, L|. Il est aisé de vérifier que xo Є]0, L[ 
si et seulement si L > d/4/3. On a done deux cas à envisager. 
1.512 € d/4/3 alors T” ne s'annule pas sur Jú, L]. Le signe de T" sur [0, L] 
est celui de T'(L) = 1/v; il est positif. La fonction T' est alors strictement 
croissante sur [0, L] et son minimum est atteint en Ü et vaut 


T(0) = "Т? +4. 


Pour minimiser le temps de parcours, le tracteur doit quitter le champ en А. 
2. Si L > d/4/3 alors T" s'annule en zo Є]0, LL On a T'(L) = 1/v > 0 et 


1 ] d? — ЗІ? 
T'(0)=>- =Â |y E + LP? — 9LL | = ————ə.-_. —————— R =< 0. 
(0) id + L? | ) vd? + L+ vd? + L5 +L SC 


car d? — ЗІ? < 0 sous l'hypothèse L > d/v3. T est donc décroissante sur 
IO. zal et croissante sur (xo, 2]. On en déduit que Т admet un minimum en 
rg. Pour minimiser le temps de parcours, le tracteur doit quitter la route à 


une distance 4 


Be 


du point A. Le temps de parcours est alors 


TÒ = L — 


Edd 
Tiz) = „ы 


Solution de P'exercice 9 


La fonction f est définie sur R et est de classe C^ sur Е (en tant que composée 
d'une fonction polynomiale par la fonction exponentielle). Pour tout réel z on a 


2. Li 
fée Let et = n. 


var Ar 


deed On rappelle qu'une fonction peut s'ansuler en un point sans changer de signe. C'est le 
cas de la fonction carrée en 0. On ne peut done pas conclure que THO) < 0 à partir de la 
seule information TLJ > ü. 
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Puisque f' > 0, f est croissante sur |a, b| donc f(b) — fier) > Q. D'autre part, 
par hypothèse cy < cet f(c) = 0 donc fick) < 0. On en déduit que сыз —сь > 0 
et que la suite (eg Jy est croissante. 


T - La suite (cy), est croissante et majorée par b donc elle converge. Cette 
suite étant définie par la relation de récurrence Cesi = oc), elle converge 
nécessairement vers l'une des solutions de l'équation x = ġia). Or 


r= dir) => r=t=-fitj = ft = ə 
2 
= Да) = 
(la derniere équivalence résultant du fait que f est strictement croissante sur 


[а, H). L'équation f(x) = О a une unique solution sur [a,b] qui est c. La suite 
(cele converge donc vers c. 


8 - Les représentations graphiques de la fonction v et des polynömes pp, ру sur 
l'intervalle 


—1.0] sont données à la figure 16. 


6.05 


006 


Fig. 16 Représentations graphiques de la fonction y et des 
polynómes ро, pı sur l'intervalle [— 1, 0]. 
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Dans le cas de la fonction wv, l'utilisation de cette méthode pour calculer c 
donne les résultats suivants : 


сб = —.5000991535 
ез = =.5231330281 
з = —.5204706485 
ca = —.5202831687 
св = -@.0202699892 
œ =  —.5202690628 
ст =  —.92020689077 
cœ =  —.9202689931 
c =  —.5202680927 


+ 


Cette dernière valeur coincide avec la valeur exacte à 1071" près, 
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CHAPITRE 17 


Developpements limites 


17.1 Definition et generalites 


Soit f une fonction de R dans R et zo € R. On rappelle que l'on dit que f est 
définie au voisinage de zu s'il existe un voisinage V de тр telle que V \ {ro} 
soit inclus dans le domaine de définition de f. Si f est définie sur un voisinage 
de za alors elle est définie au voisinage de ro. Une fonction définie au voisinage 
de zo est définie sur un voisinage de ro sauf peut-être en rg. Dans ce chapitre, 
on confondra au niveau des notations un polynôme et la fonction polynomiale 
qui lui est associée, le contexte permettant toujours de lever l'ambiguité. 


Définition 17.1 Soient n un entier et f une application définie au voisinage 
de 0. On dit que f admet un développement limité d'ordre n en 0 fon 
note de facon abrégée DL,(0)) s'il existe un polynôme P € R[X] de degré au 
plus égal à n, un voisinage V de Ù et une application € définie sur V & {0} 
tels que 


Yr € V \ {0} Pir)+r"eir) el lim e(z) = 0, 


La fonction polynomiale P est appelée partie régulière du développement 
limité d'ordre n en О. 


Remarques 


1. La fonction R : x — r"z(r) est appelée reste du développement limité 


d'ordre n en 0. On a Air) = f(x) — Pix) = ir"). 


2. H est clair d'après la définition, que toute fonction polynomiale f admet 
un développement limité à tout ordre en 0. Si f(x) = Урра et n > m 
alors la partie régulière du développement limité d'ordre n en 0 est la fonction 
elle-même et le reste est la fonction nulle. Si n < m alors la partie régulière est 
roue et le reste est 
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Ainsi la fonction polynomiale f : re R =+ 2r? + z + 4 admet un dévelop- 
pement limité à l'ordre 2 dont la partie régulière est z + 4 et elle admet un 
développement limité à l'ordre 4 dont la partie régulière est 2r? + x + 4. 


3. Si une fonction f admet un développement limité d'ordre n en 0 de partie 
régulière P alors pour tout £ € N, 0 < # < n, f admet un développement limité 
d'ordre £ en Ú dont la partie régulière est obtenue en ne considérant que les 
monömes de degré au plus égal à £ de P. 


4. S'il existe un polynóme P de degré au plus égal à n tel qu'au voisinage de Ü 
on ait 

fiz) = Piz) + Op(z"?!) (1) 
alors on a a fortiori 


Fr} = Piz)  oc(x") (2) 


et P est la partie régulière du développement limité d'ordre n en Ü de f. Les 
écritures (1) et (2) sont toutes deux correctes. La première en dit plus sur le 
comportement de f au voisinage de 0. On dit qu'elle correspond à un développe- 
ment limité d'ordre n en 0 au sens fort de f. C'est l'écriture qui est utilisée par 
le logiciel de calcul formel MAPLE pour exprimer les développements limités. 


Proposition 17.1 (unicité du développement limité) S; une fonction f 


admet un développement limité d'ordre n en 0, celui-ci est unique. 


Démonstration On utilise un raisonnement par l'absurde. 


> Supposons que f admette en 0 deux développements limités d'ordre n dis- 
tinets. П existe alors un polynôme P, € R[X] de degré au plus égal à n, un 
voisinage V; de Ü et une application e définie sur Vj X {0} tels que 


veel  fls)=R(s)+z"a1(s) et limed(z)=0 


et il existe un polynôme P; € R[X] de degré au plus égal à n, un voisinage Vo 
de 0 et une application #2 définie sur Va \ {0} tels que 


Vx € Va {0} Jiri = Pair) + zele) et lim =o (z) = 0. 


L'hypothëse que les deux developpements limités sont distincts se traduit par : 
ou bien P, = P, ou bien P, = x et eu Æ єз. Notons U = Vj N VW, 
P, = kmo 04 X* et Р = 57, 4, b, X* 


> Envisageons tout d'abord le cas ой Ру = P, sur Ü \ (0]. Par difference des 
deux développements limités, on obtient 


Ü =x" (a(r) — eile) vr € U \ {0} 


Cela implique que =; = єз sur U \ {0}. 
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> Supposons maintenant que P, É P; et désignons par Q le polynôme (non 
nul) P, — P5. La valuation r de Q vérifie Ü < v € net on à 


Q(r) = (a, — buja”. 
D'autre part pour tout x € Ü \ {0} on a 
Or) = Рх) – Р(х) = (f(x)-z"n(x)) - (f(x) - setz 
z" (col) = gila). 


On aboutit à la contradiction suivante : Qiz) Y (a, — bi)” et Q(x) = eg(z") 


avec p < n. Si la fonction polynomiale Q est équivalente au voisinage de 0 à 
(a, — b,)z" alors on a x" = oo(Q(z)) pour k > v. Puisque n > u, on ne peut 
donc pas avoir Qir) = egí(z"). On a donc nécessairement P, = Fa. D'après 
la première partie de la démonstration, on en déduit que cela implique que 


E] = £5. 


On a ainsi démontré que, si une fonction admettait un développement limité 
d'ordre n en 0, celui-ci était nécessairement unique. О 


Proposition 17.2 (développement limité et parité) Soit f une fonction 
admettant un développement limité d'ordre n en Ü de partie régulière P. 


X Si f est paire alors la fonction polynorniale P est paire. Autrement dit, les 
coefficients des monómes de degré impair de P sont nuls. 


X Si f est impaire alors la fonction polynomiale P est impaire. Autrement dit, 
les coefficients des monömes de degré pair de P sont nuls. 


Démonstration Si f admet un développement limité d'ordre n en 0 de par- 
tie régulière P au voisinage de Q alors il existe un voisinage V de 0 et une 
application = définie sur V V {0} tels que pour tout x € V {0} 
f(r)- P(z) + a"e(z) et lim e(z) = 0. 
T = 


Puisque V est un voisinage de 0, il existe un réel m strictement positif tel que 
l'intervalle ouvert I =] — r, y| soit inclus dans V. On a alors pour x € J \ {0} 


fi=r) = P(=x) + (el) z"z(—T) = P( =x) + r'eslr). 


où la fonction so est définie sur I par gala) = (—1)" e(—2z) et vérifie donc 
lim. Salz) = Ü. 


Œ Si f est paire alors pour tout r £ I on a f(—r) = fir). Par unicité du 
développement limité d'ordre n en 0 on en déduit que Pi-x) = Piz) pour 
tout z € I (et par conséquent pour tout x € EK). Autrement dit la fonction 
polynomiale P est paire. 


> Si f est impaire alors pour tout re I on a f(—r) = —f(r). Par unicité du 
développement limité d'ordre n en 0 on en déduit que P(—r) = —Р(т) pour 
tout z € I (et par conséquent pour tout x € R). Autrement dit, la fonction 
polynomiale P est impaire. oO 
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Proposition 17.3 X Pour qu'une fonction f admette un développement limité 
d'ordre D en 0, il faut et d suffit que f soit continue en Ü (ou prolongeabe par 
continuité en 0J. On a alors dans un voisinage de 0, 


fix) = f(0) + oo(1). 


X Pour qu'une fonction f admette un développement limité d'ordre 1 en Q, d 
faut et il suffit que f soit dérivable en 0. On a alors dans un voisinage de 0, 


fiz) = f(0) + rf (0) + ooir). 


Demonstration On a les équivalences suivantes : 
f est continue en Ü += lim (f(a) - ut = () 
=> f(x) - Ј(0) = 00(1). 


Done si f est continue еп 0 alors elle admet un développement limité d'ordre 0 
en Ü de partie régulière f(0). Réciproquement, supposons que f admette un 
développement. limité d'ordre 0 en 0. Il existe alors un voisinage V de 0, un 
polynôme P de degré au plus 0 et une application = définie sur V \ [0] tels que 
pour tout ze V \ 10] 


fix) = P(z)-sz(r) et lim io) = 0. 


On en déduit que l'application f admet pour limite en 0 le réel P (0). Elle est 
donc continue en Ü (ou prolongeable par continuité en 0). 


> On a les équivalences suivantes : 


f est dérivable en 0 «=> lim fe HØ = f'(0) 
i DOLES — f'(0) = all) au voisinage de 0 


=> fr) = f{0) + af (0) + olr) au voisinage de 0. 


Donc si f est dérivable en 0, elle admet un développement limité d'ordre 1 en 0 
de partie régulière f(0)+xf (0). Réciproquement, supposons que f admette un 
développement limité d'ordre 1 en 0. Elle admet alors aussi un développement 
limité d'ordre Ò en Q et, d'après la première partie de la démonstration, f est 
continue en ©, Par ailleurs, d'après la définition 17.1, il existe un voisinage V 
de 0, un polynóme P de degré au plus 1 et une application € définie sur V \ {0} 
tels que pour tout r € V * (0) 


Jia) = Piz) + relz) et lim e(z) = Ü, 
Le polynôme P est de la forme Р = f(0) + œX avec œ € R. On en déduit que 
fix) - FIO) 


=a+e(r 
m (x) 
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et par conséquent que 


e, 2097 TE > 
r4 T 
Cela permet de conclure que f est dérivable en 0, de nombre dérivé a. О 


Remarques 


1. La proposition 17.3 contient un abus de langage fréquent : la fonction f peut 
admettre un développement limité d'ordre n en Q sans etre définie en 0. On 
ne peut pas nlors vraiment parler de la continuité de f en 0. Dans ce cas il 
faut lire : pour que f admette un développement limité d'ordre 0 en 0, il faut 
et il suffit que f soit prolongeable par continuité en 0. Pour ne pas alourdir 
inutilement les énoncés nous ferons systématiquement cet abus de langage, en 
précisant les choses si nécessaire. 

2. On déduit de la proposition 17.3 qu'une fonction qui n'est pas continue en 0 
n'admet de développement limité à aucun ordre en Ü (c'est le cas par exemple 
de la fonction logarithme). 


Exemples 


1. Considérons l'application f définie sur R* par f(z) = z-- z^ sin(1/z^). Cette 
application admet un développement limité d'ordre 1 en 0 de partie régulière x. 
En effet, l'encadrement 


< x Yr e R° 


l 
permet d'établir que lim т? sin — = Ü puis que 
= Re 


1 

m ai 

r" sin = = ogí(x). 
т* (z) 


On en déduit que la fonction f est prolongeable par continuité en Ü en posant 
f (0) = 0 et que ce prolongement est dérivable en 0 de dérivée f'(0) = 1. 


2. Considérons l'application f définie sur R* par f(x) = z^ In|r|. Cette ap- 
plication est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0. Elle est 
dérivable en 0 de dérivée Ü puisque 


fix) = ДО) 


= lim z ln |z| = 0. 
il T = 


=Ü 
Elle admet donc 0+ ор) pour développement limité d'ordre 1 en 0. Par contre 
on peut vérifier que f n'admet pas de développement limité d'ordre 2 en 0. Si f 
admettait un développement limité d'ordre 2 en 0, celui-ci serait de la forme 
az? + x*c(r) avec a € R et lim e(z) = 0. Or 


eir} = 


= 2 
HD miel - a 
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et cette quantité ne tend pas vers Ü lorsque zr tend vers 0. 


ATTENTION Pour n z 2 une application peut admettre un dévelop- 
pement limité d'ordre n en Ü sans etre n fois dérivable en Ü comme 
le montre l'exemple suivant. L'application 


1 
f:zaeR > x + z" sin — gi x É Ü 
0 зі z =Ü 
est continue sur R, dérivable sur R, de dérivée l'application (à vérifier à titre 
d'exercice). 


riel 1 + 322 sin - 200-7 si xz É Ü 

1 si x = 0 
L'application f admet un développement limité d'ordre 2 en 0 de partie régu- 
lière x (voir l'exemple précédent). Cependant f n'est pas deux fois dérivable 
en Ü car f" n'est pas continue à l'origine (cela est dû au terme 2 cos(1/z?) qui 
n'a pas de limite quand т tend vers 0). 


On peut se demander à quelle condition une fonction admet un développement 
limité d'ordre n en Ù pour n > 2. La réponse est donnée par le théorème 
de Taylor-Young. Ce théoréme est également l'outil de base pour calculer un 
développement limité. 


17.2 Le théorème de Taylor-Young 


Théorème 17.1 (formule de Taylor-Young `) Soient f une application 
définie sur un intervalle ouvert I, Є М" et ro € I. On suppose que f est 
(n — 1) fois dérivable sur I et admet une dérivée n-iéme en то. Pour tout 
rcilona 


n (M 
f(x) => ` -p e zo)” + os ((z — zo)"). 


k=Ü 


To) 


Cette relation est appelée formule de Taylor-Young à l'ordre n. 


Demonstration Nous allons montrer le résultat par récurrence. 


House, William Hen ry (1363, Londres - 1942, Lausanne). Young travailla principalement 
sur le développement en série des fonctions (séries de Fourier en particulier). I1 donna 
une expression du reste dans la formule de Taylor. Ne pas le confondre avec le célèbre 
physicien anglais Thomas Young (1773-1829) qui découvrit les interférences lumineuses. 
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d'après la relation (4) pour tout ze J on a 
N) _ ffn-D(z) — FD ao) — ff)(zo)(z — zo) 


т = To T = To 
eig} fl Dz) ven 
SE UE T PED f^ (zo). 
= Alz) 


Puisque f admet une dérivée n-ième en zo, la quantité A(r) tend vers f" (xg) 
lorsque x tend vers zo. Оп en déduit que ó admet une dérivée n-ième en zo qui 
prend la valeur 0. On a donc établi que la fonction $ est (n— 1) fois dérivable sur 
I et qu'elle admet une dérivée n-ième en zg. Cela implique que la fonction @' 
est (n — 2) fois dérivable sur I et qu'elle admet une dérivée (n — 1)-iéme en £o. 
La fonction d satisfait donc aux conditions de l'hypothèse de récurrence et on 
peut lui appliquer la formule de Taylor- Young à l'ordre (n — 1). On obtient 


ml rk) r. 
dir) = Kä SH (z — zo)“ + os ((z — za)" С?) 
kal š 
n=l (k+1) 
= A. ee) (ж — zo)" + es, ((r = ro)! ) 
k=0 ` 


= Ozol(r — 20)" "). 
On en déduit que 
į ` 
qx) S 1 lim or) 


_ FV! N. 
Lg (ix L ro)" ) n EEn (т = ma) l 


D'après la regle de L’Höpital (les fonctions ф et r : r — (z — ro)" sont 
continues et dérivables sur un voisinage de ro et філо) = r(za) = 0) on en 
déduit que 
кы Ё 
dz) _ | SE) uu SU) 


im = Á= = | = = 
(r— rg)" m r(m) —r[zo) zx r'(r) 


autrement dit que ġir} = Oc ((x - toj”). La formule de Taylor-Young à 
l'ordre n est démontrée et le raisonnement par récurrence achevé. = 


Remarque Les hypothèses sont plus faibles que celles du théorème de Taylor- 
Lagrange (on ne suppose pas que fill existe sur I), mais on n'a pas d'ex- 
pression précise pour le reste (on sait seulement qu'il est négligeable devant 
(r— rg)" au voisinage de rg). 


Corollaire 17.1 Une application f qui est m fois derivable en Q admet un 
développement limité d'ordre n en 0 de la forme 


n fee 


} 
fiz) => | LO х“ + oo(z"). 


k=0 
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Remarques 
1. On déduit du théorème 17.1 qu'une application de classe C° sur un voisinage 
de 0 admet des développements limités à tout ordre en 0. 


2. Rappelons (voir le contre-exemple donné dans la section précédente) que la 
réciproque est fausse : une application peut admettre un développement limité 
d'ordre n en Ü sans être n fois dérivable en 0. 


La formule de Taylor- Young permet d'obtenir le développement limité d'ordre n 
en Ò de plusieurs fonctions usuelles. 


О Considérons l'application f : z € R — e”. On a f'*(0) = 1 pour tout 
entier k. On en déduit que le développement limité d'ordre n en 0 de la fonction 
exponentielle est, 


D Considérons l'application f : z € E — ашу. Pour tout entier € pair 
(f = 2k, k € N) on a f'" (0) = 0 et pour tout entier £ impair (= 2k+ 1, k € N) 
on a f? (0) = (—1)*. On en déduit que le développement limité d'ordre n = 
2p--2,p € М, en 0 de la fonction sinus est, 


On remarquera que le développement limité d'ordre n = 2p 4- 1, p € N. en 0 de 
la fonction sinus admet la méme partie réguliere que le développement limité 
d'ordre n = 2p + 2, p € М, еп 0, cela en raison de la parité de la fonction sinus. 


L) Considérons l'application f : z € R =+ cosi. Pour tout entier f pair 
(f = 2k,k € M) опа fo) = Lik et pour tout entier £ impair (£ = 2k + 
L, k € N) on a f'" (0) = 0. On en déduit que le développement limité d'ordre 
п = 2p+ 1,p € №, en Ü de la fonction cosinus est, 
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On remarquera que le développement limité d'ordre n = 2p, p £ М, en 0 de la 
fonction cosinus admet la méme partie régulière que le développement limité 
d'ordre n = 2p+1, p € М, en 0, cela en raison de la parité de la fonction cosinus. 


О Considérons l'application f : x € Ё — shr. Pour tout entier É pair 
(f = 2k, k € N) on a f (0) = 0 et pour tout entier £ impair (E= 2k41, € №) 
on а f'(0) = 1. On en déduit que le développement limité d'ordre n = 2p + 
2,p € М, en Ü de la fonction sinus hyperbolique est 


fip*l 
"T mp + 11 


$ onz P+) 


kr 2p-+2 
———— e p А 
akt sie 


On remarquera que le développement limité d'ordre n = 2p + 1, p € М, en 0 de 
la fonction sinus hyperbolique admet la méme partie régulière que le dévelop- 
pement limité d'ordre n — 2p -- 2, p € N, en 0, cela en raison de la parité de la 
fonction sinus hyperbolique. 


О Considérons l'application f : z € Е — chx. Pour tout entier £ pair 
(£= 2k, k € N) on a f! (0) = 1 et pour tout entier £ impair (f = 2k+ 1, k € N) 
on a f'^ (0) = 0. On en déduit que le développement limité d'ordre п = 2p + 
1,p € М, en 0 de la fonction cosinus hyperbolique est. 


i BP gå 
T+ Tg TE 


Y e + og(z?P*!) 
T ME S | 
2 (2k)! 


On remarquera que le développement limité d'ordre n = 2p,p € N, en 0 de la 
fonction cosinus admet la méme partie régulière que le développement limité 
d'ordre n = 2p-- 1, p € MN, en Ü, cela en raison de la parité de la fonction cosinus. 


1 
Q Considérons l'application f : x €] = 1, 11— Te Par récurrence, on vérifie 


k! 
Паје pour tout т €]—1,1[. 


On en déduit le développement limité d'ordre n en Ü suivant, 


que pour tout entier k non nul on a f'* (x) = 
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Mais lim єт (x) = Ü, lim £2(7) = Ü et Q(0) # 0, donc le terme 
EE + 


=) Q(x) + z^ea(z) 


a pour limite Q lorsque т tend vers 0. Finalement on a établi que pour tout 
z E V, 
f(x) 


Sen = Ülr)+r"ea(r) avec degi[\en e lim єз(т) = 0. 


Cela constitue le développement limité d'ordre n en 0 de fig puisque celui-ci 
est unique. n 


Exemple Les fonctions sinus et cosinus admettent en Ü pour développements 
limités d'ordre 3 
" rz x 
sin z = z — = + aofa") et cosr = 1 - ar + oo (z). 
On obtient donc les développements limités d'ordre 3 suivants en 0 pour les 
fonctions sin + cos et sin X cos, 


sinr--cosr = baee es Fo) 
i mà x? 
sinr x cost = (z - =) x (1 — 57) + eola”) 
3 z 5 
T x e 
= ZE o — er = +07”) 
j | 
2 3 12 
= op(z?) 
2 A 
== oes) 


Exercice 1 Montrer que le développement limité d'ordre З en 0 de la fonction 
3 
Ti chTrsinr a pour partie régulière x + T 


Exemple Déterminons le développement limité d'ordre 3 en 0 de la fonction 
tangente. Pour x €] - x/2, 7/2| on a tanz = віп гу cos x et les fonctions sinus 
et cosinus adınettent en Ü pour développements limités d'ordre 3 : 


3 =d т? 
sinz = z — e + оох") et cos x = l = 57 ter) 


Hidden page 


Hidden page 


Hidden page 


Hidden page 


790 Opérations sur les développements limités 
Ce résultat permet d'obtenir les développements limités d'ordre n en 0 de plu- 
sieurs fonctions usuelles. 


Q La dérivée de l'application f : x €] ~ 1, +о0{--» In(1 + z) admet pour 
développement limité d'ordre n — 1 en 0, 


1 n—1 
fix) = - = (-1)*x* + Op( z^! ). 
1 Aa > 


Puisque f(0) = 0, on obtient le développement limité d'ordre n suivant pour f 
en Ü, 


in(1+ x) 


D) La dérivée de l'application f : x €] = œ, 1[— In(1 — z) admet pour déve- 
lorpement limité d'ordre n — 1 en 0, 


/'(х) =- 


т. — 1 
| k (keng 
1% у r° +00(2""'). 
i kzü 


Puisque f(0) = 0, on obtient le développement limité d'ordre n suivant pour f 
en 0, 


In(1— r)-2-—r 


Ш Soient p un entier et n = 2p4- 1. La dérivée de f : z € IR ++ aretan x admet 
pour développement limité d'ordre n — 1 en 0, 


Р 


PE) = => = Yr + oola), 


2 
1+ = 


Puisque f(0) = 0, on obtient le développement limité d'ordre n = 2р+ 1 suivant 
pour f en Ò : 


астап: 
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Démonstration Supposons que f" admet un développement limité d'ordre 
(n — 1) en Ü de partie régulière P. Il existe alors un polynôme P € RIX" 
de degré au plus égal à (n — 1), un voisinage V de 0 et une application z définie 
sur V * 10} tels que 


vre V \ {0} f'(z) = Р(х) +a" letz) et lim {x} = 0. 


Ell 


D'après la proposition 17.6, on en déduit que 
T 
fe) = 500 + | Ра) dt + colz"). 
n 


51 f admet un développement limité d'ordre n en Ü de partie régulière Q alors 
par unicité du développement limité on a 


Az) = f(0) + J ro dt 


ce qui signifie que Q est la primitive de P qui vaut f(0) en 0. On a par consé- 


quent P = Cr. C] 


Exemple L'application f : x €] — 1, 1]—9 1/(1 + z) admet un développement 
limité d'ordre n en 0 de partie régulière 1 — r +r” +... + (—1)"z". Elle a pour 
dérivée l'application f' : £ €] - 1, Li— —1/(1-- x)? qui est une application de 
classe C™ sur | = 1, Ц et qui par conséquent admet des développements limités 
à tout ordre en 0. On en déduit d'après la proposition 17.6 que P admet un 
developpement limité à l'ordre n — 1 de partie régulière 


—1 + 22 Zet. (- 1)" nz", 


On peut également obtenir ce développement limité par d'autres méthodes. Par 
exemple en effectuant une division selon les puissances croissantes de —1 par 
1+2Х + ХЗ, ou en effectuant le produit du développement limité de 1/(1 + zr) 
par lui même, ou encore en utilisant la composition de développements limités 
comme cela est proposé dans l'exercice qui suit. 


Exercice 3 En remarguant que f' = geh où 


1 
h:zeRtr +2 et : y el — 1, Ц ——— 
g: y €] | PI 
et en utilisant la proposition 17.5 relative au développement limité d'une fonc- 


tion composée, retrouver l'expression du développement limité d'ordre 4 en 0 
de f. 
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ATTENTION Le corollaire 17.2 ne dit pas que si f admet un déve- 
loppement limité d'ordre n en 0 de partie régulière (Q alors on peut 
en déduire que f" admet un développement limité d'ordre n — 1 en 0 
dont la partie régulière est P = Q'. Il est nécessaire de s'assurer au 
préalable que f' admet bien un développement limité : f peut admettre un 
développement limité sans que f' n'admette de développement limité. À titre 
de contre-exemple, considérons l'application 


1 
Feb 2 + z? ain = sir # Ü 
Ü sir = 0 


Cette application est continue sur R, dérivable sur Е, de dérivée l'application 


f sen [ntt sir Á Ü 

ü si z = Ü 

Nous avons démontré précédemment que la fonction f admettait un développe- 
ment limité d'ordre 2 en 0 de partie régulière z^ mais f' qui n'est pas continue 
en Ü ne peut pas posséder de développement limité en 0. Il serait donc in- 
exact d'affirmer que le développement limité d'ordre 1 en Ü de f' a pour partie 
régulière Zr. 


Exercice 4 Calculer le développement limité au voisinage de 0 de 


1. rs sinx cos 2x à l'ordre б 2. r совт ln(14 zr) à l'ordre 4 
À =] | 

3. r— (z? +1)V1—z à l'ordre 3 A. xi + => à l'ordre 2 
cos x + 1 


1 2 i 
D X r= => Inf1 + z) à l'ordre â 6. x +4 explarcsmir}) à l'ordre 3 


T. z= (1 + arctan z)#/ i2 Il à l'ordre 2 


8. r—— r(chz)* à l'ordre 4 


17.4 Extensions de la notion de développement limité 


Nous avons vu qu'une condition nécessaire pour que f admette un develop- 
pement limité en ( est que f soit continue sur un voisinage de 0 (et qu'une 
condition suffisante pour que f admette un développement limité à l'ordre т 
est que f soit de classe C" sur un voisinage de 0). Dans cette section nous allons 
généraliser la notion de développement limité en considérant des fonctions non 
nécessairement continues et des points autres que 0. 
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17.41 Développements limités à gauche ou à droite 
La notion de développement limité possede pour généralisation naturelle les 
notions de développements limités à gauche ou à droite. Par exemple, l'appli- 


cation f : r € R i+ n'est pas dérivable en 0 donc n'admet pas en 0 de 


l + |z| 
développement limité d'ordre supérieur â 1. On peut toutefois remarquer que 
| ir > Ü 
Sir = 
; l+z 
fix) 1 

six 0 

(KT, 


1 1 
et que les applications f, : x €) = 1, Ii E et fa: z €] - 1,1 Tz 
=Â L 


admettent pour développement limité d'ordre n en 0 


fis) =Y (1) et Hola") = et fs(z)= A zb + olr"). 
k=ü k-ü 


On en déduit que pour x > О on a f(x) = NON + Og(r") et que pour 
ki 


TL 
í $ Ü on a f(z) = Ae + Gol”). Ces considérations motivent la definition 
А к=п 
suivante. 


Définition 17.2 X On dit que la fonction f admet un développement li- 
mité d'ordre n à gauche de 0 s'il existe un polynôme P de ВХ) de degré 
au plus égal à n, un réel n strictement négatif et une application = définie sur 
1n, Of tels que pour tout z Eln, Ol. 


х) = Р(2) + x"e(x) avec „lim slr) = D. 


X On dit que la fonction f admet un développement limité d'ordre n à 
droite de 0 s'il existe un polynôme P de RIX] de degré au plus égal à n, un 
réel т} strictement positif et une application e définie sur |0, al tels que pour 
tout + el, nl. 


fir)= P(r)4r"z(r) avec lim, (х) = 0. 
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2. Calculons le développement limité généralisé d'ordre 2 au voisinage de +00 


de la fonction f : x + rarctan iz) Considérons la fonction fo définie 
par folt) = f(1/t). On a 


1 t 
t] = > t =L tan —. 
Jolt) Е 208 In ; MOTA 
t 1 
On a d' art — = 1— — = t- Ë LB di et di 
n a d'une p LE EF + F” + Split") et d'autre part 


arctan u = u — u?/3 + og(u?). On en déduit, en utilisant la règle de calcul du 
développement limité de la composée de 2 applications, que le développement 
limité d'ordre 2 en Ò de fo est 


fot) = 1— t + SN + 2019). 


On obtient finalement le développement limité généralisé en +00 à l'ordre 2 


suivant pour f, à 
1 


17.4.4 Développement limité d'une fonction non bornée 


Définition 17.5 Soit f une application définie au voisinage de Ü et non né- 
cessairement bornée en Ü. On dit que f admet un développement asymp- 
totique en 0 à la précision z"*" dans l'échelle (1/z* | k € N} s'il eriste 
un entier v € Z et un polynôme P € R[X] de degré au plus égal à n tels qu'au 
voisinage de U on ait, 


f(z) = z” (Piz) + oo(z")). 


Remarque Cette definition s'étend au cas d'un réel zo non nul. 


Exemple Calculons le développement asymptotique en 0 à la précision z dans 
l'échelle (ich | К € М} de la fonction cotangente. Remarquons que la fonction 
cotangente n'est pas bornée en 0; elle tend vers —c quand x tend vers 0 par 
valeurs inférieures et tend vers +20 quand z tend vers Ü par valeurs supérieures. 
Pour т au voisinage de D on a (voir l'exercice 2) 


{апт = + +s toz j=l + + Té + Og(z*)). 
SC | : NS uy 
En effectuant la division selon les puissances croissantes de 1 par 1+ T + ET 


à l'ordre 4 on obtient 
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ce qui constitue le développement asymptotique dans l'échelle {1/2* | k € N} 
en 0 à la précision z de la fonction cotangente. 


Exercice 6 Calculer le développement asymptotique dans l'échelle (1/z* (ke 
N} en Ü à la précision z de la fonction cotangente hyperbolique. 


ATTENTION Malgré la généralisation de la notion de développe- 
ment limité apportée par la définition 17.5, il existe des fonctions qui 
n'admettent pas de développement asyınptotique dans l'échelle des 
[12^ | k € N). C'est le cas par exemple de la fonetion logarithme, 
Si la fonction logarithme admettait un tel développement asymptotique, elle 
serait équivalente en Ü à une certaine puissance de 1/2, ce qui est impossible 
puisque d'après la proposition 14.10, page 640, on a pour tout entier rt, 


lim In(z) = lim x" In(z)- 0. 
xt 1 x; =Ü 
т" 


17.5 Applications 


17.5.1 Application à la recherche d'équivalents 


Les développements limités sont un outil efficace pour la recherche de l'équi- 
valent d'une fonction donnée au voisinage d'un point. La proposition suivante 
nous indique qu'une fonction est équivalente au voisinage d'un point au mo- 
поте de plus bas degré de la partie régulière de son développement limité en 
ce point. 


Proposition 17.7 Soient rg un réel et n un entier pour lequel la fonction f 
admet un développement limité à l'ordre n en xo de partie régulière non nulle. 
Soit P = Ce o X^ le polynóme constituant la partie régulière du dévelop- 
pement limité en 0 de la fonction Ion t =+ TU = rg). On a 


f(z) c de - zo) 


our désigne la valuation de P. 


Démonstration П existe un voisinage V de ro et une application = définie sur 
V X {zo} tels que pour tout x € V [29] 


fir) = Pix — ro) + (z — zo} elr — ma) амес lim z(r — rg) = 0. 


Erf 
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Pour x € V \ {ro} on a alors 


_ fir) = 1 4 > = (z = zo * + (x = ж)" "elr- rp). 


ay (z — zo)” = ” 


Il est clair que l'on a lim (== 20) ет) = 0 et que pour tout entier k avec 


feci 
ii Be nek f(x) 
er+lsksrona lim (х — zo) = Ü. On en déduit que lim —————— = 
r—=u z-o Gyr — rg)" 


1, autrement dit, que f(x) = а, = rg]. 


Exemples 

1. Du développement limité d'ordre 4 en Ü de la fonction sinus, on déduit que 
" 

ü 6 


1 
Par conséquent, la fonction f définie par fir) = — — est équivalente au 
x 


gin 2: 
voisinage de 0 à Z puisque f(x) = ше et que sin x — т, 

Ü T sin ï й 
2, La difficulté lorsqu'on utilise les développements limités pour déterminer 
l'équivalent d'une fonction donnée est de prévoir (deviner?) à quel ordre il faut 
calculer le développement limité. Si le développement limité n'est pas effectué 
à un ordre suffisamment élevé, on n'obtiendra pas l'équivalent cherché. S'il est 
effectué à un ordre trés élevé on aura sans doute l'équivalent recherché mais 
au prix de calculs inutiles. Ainsi pour trouver l'équivalent en 0 de la fonction 
x ++ shí(sin(r)) — sin(sh(r)). il faut effectuer les développements limités à 
l'ordre 7. 
En utilisant la regle de calcul du développement limité de la composée de 2 
tonctions, on obtient 


яр 
i 


A | г т? т 1 p oz" Six? 
sh(sin(r)) = ee ET = г) 
1 zi x? gò т z gx 
He rn) + e= Fran) tow 
| | 2 2° z 1 m xz тз 
sin(ab(s)) = (att ijt nt H+ A) 
FOE AME AE d “HDE ¿PPS di à 
tart tat) - ale tatg +) + Oor’). 


En développant chacune des parenthèses selon la formule du binöme de Newton 
en ne conservant que les monómes de degré inférieur à 7 on trouve 


5 7 2 

sh(sinir) = r- = + = T Og), 
5 mà 

sin(sh(r) = x= Ei + olx"). 
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. Fi: E 
Finalement fir) vo et lim f(z) = 3: 

2. On vérifie que le développement limité généralisé à l'ordre 1 au voisinage 
de +00 de la fonction fixe Vzr?41—yz4rest 5 tg оны (з) 
Оп en conclut que 


um fiz) = -3 


Remarque Il est souvent inutile de procéder au calcul complet du développe- 
ment limité d'une fonction pour obtenir sa limite. Par exemple le calcul de la 
limite en 0 de la fonction 


2r 
| l+r 
ч (EE, 


peut être obtenu de la manière suivante. Au voisinage de 0 on a 


Í ; 3 = — сов 


Infl +r) = 2 + оох) еї in(1— x) = —z + our). 


On a donc 


In (P) = dr + EA 
l-z 


Om en déduit que 


1 2 
In ( 2 d ee 2r puis que im —— —- = 1 


si (122) 
In 
l-z 


Finalement on obtient lim f(x) = 0. 


17.5.3 Étude des branches infinies 


On dit que la représentation graphique C de la fonction f possède une branche 
infinie si l'une des deux situations suivantes a lieu : 
l. il existe un réel тр tel que lim, fir) = +оо (ou —oc) ou tel que 
ES 
lim fir) = +оо (ou —00): on dit alors que f a une branche infinie en zo; 
EEn 
2. f admet pour limite +00 (ou —2c) lorsque x tend vers +20 ou lorsque x 
tend vers —со; on dit alors que f a une branche infinie en +оо (ou en —2x). 


Définition 17.6 Une droite A est dite asymptote à la représentation gra- 
phique C d'une fonction f admettant une branche infinie en xg (resp. en +00 


ou en =œ) si la distance du point de coordonnées (x. f(r)) de C à la droite 
А tend vers Ò lorsque r tend vers то (resp. lorsque x tend vers +0 ou = J. 
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Cette quantité tend vers Ü quand x tend vers +00 (resp. vers —00) si au voisi- 
nage de +оо (resp. —oc) il existe une fonction = telle que 


Рх) =am+b+ (z) avec „im (x) = 0 ( resp. lim del = 0). 


De manière équivalente, la courbe C admet la droite A d'équation y = ar + b 
comme asymptote au voisinage de +00 (resp. au voisinage de —00) si 


EE OE бы) 


E—++00 Ku 


et 
lim f(x) —ar=b ( resp. „im f(x) - ar = d 


EH 


On peut résumer les conditions nécessaires et suffisantes d'existence d'une 
asymptote en +00 par la proposition suivante (on a un résultat analogue 
еп —oc). 


Proposition 17.8 Soient f une application définie au voisinage de +00 et C 
sa représentation graphique. Les assertions suivantes sont équivalentes : 


i. іа courbe C admet au voisinage de +00 [a droite d'équation y = ar + b 
comme asymptote ; 


2. 3(a, Б) € R? tel que „lim Jt et lin f(m)— ax = b; 


+0 I r— +o 


3. 3(a, b) € R tel que Ри J=ar+b+o,.[l} au voisinage de +00. 


Remarques 


1. La 3° assertion s'écrit encore : 


a,b) ER? tel que HE AM O coc (1/2). 

т т 
Cette expression constitue le développement limité généralisé à l'ordre 1 de la 
fonction x =+ f(r)/r au voisinage de +00. 


2. On peut préciser la position de la courbe par rapport à son asymptote en 
étudiant le signe de dir) = fir) — (ar + b). Si au voisinage de +00 (resp. —00) 
d est négatif alors la courbe se situe au dessous de l'asymptote au voisinage 
de +оо (resp. —oc). Au contraire, si au voisinage de +оо (resp. —oc) d est 
positif alors la courbe se situe au dessus de l'asymptote au voisinage de + 
(resp. —2x:). Si l'on dispose d'un développement limité généralisé de la fonction 
ï > f(r)/r au voisinage de +00 (resp. —oc) de la forme 


Ie. a+ É + Z + 02c0(1/27) 
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avec i € Ni > let c € К“, alors la position de la courbe par rapport à son 
asymptote est donnée directement par le signe de c. On a 


Pai - (az + b) = — + оъ (170—1). 


Si e est positif (resp. négatif), la courbe se situe, au voisinage de +00, au- 
dessus (resp. au-dessous) de l'asymptote. Si c est positif et i est impair ou &i c 
est négatif et i est pair la courbe se situe, au voisinage de ~oo, au-dessus de 
l'asymptote. Si c est positif et i est pair ou si c est négatif et i est impair la 
courbe se situe, au voisinage de — 20, au-dessous de l'asymptote. 


3. Pour affiner le tracé de la courbe C, il peut ötre utile de déterminer si l'asymp- 
tote A coupe ou non C. L'abscisse des éventuels points d'intersection est obtenu 
en résolvant l'équation f(x) = (ax + b) = ü. 


Exemples 


f 
1. Soit f la fonction définie par fir) = == E Оп а lim fir) = +оо; 
r- {4% 


la representation graphique de la fonction f présente donc une branche infinie 
en +00. Regardons si elle admet une asymptote. Pour z Є)1, ос! on a 


En utilisant le développement limité d'ordre 2 en 0 de w — (1 — u)-i on 
obtient le développement limité généralisé à l'ordre 2 suivant pour la fonction 


g+ — 


T l , 
P) 14 3 + 4 + Ore (1/2). 
On en déduit que la représentation graphique de f admet une asymptote 
d'équation y = x + 1/2 en +% et qu'au voisinage de +, elle se situe au- 
dessus de son asymptote (la quantité 3/&r^ est positive lorsque x est au voisi- 
nage de +00) (voir la fig. 2). 


shir) 

2. Soit f la fonction définie par f(x) = 3 — AM. On a 

Еч e” 

sh Кы сс еї cha = = 
On en déduit que 
rsh(zr) š 

ch(z) —1 += ` 
Ainsi lim fir) = —oc. La représentation graphique de la fonction f présente 
donc une branche infinie en +00. Regardons si elle admet une asymptote. On a 

lim fi) =- 1 


tt T 
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Exemples 


l. La représentation graphique de la fonction x +— „T admet une branche 
infinie de direction asymptotique de pente Ü au voisinage de +0. 


2. La représentation graphique de la fonction x — т? admet une branche 
parabolique au voisinage de +50. 


17.5.4 Étude des propriétés locales de la représentation graphique d'une ap- 
plication 


Une conséquence de la proposition 17.3 est qu'une condition nécessaire et suf- 
fisante pour qu'une application f soit dérivable en xo € Ж est qu'elle admette 
un développement limité d'ordre 1 en ry. Le développement limité d'ordre 1 
en Ü de f est alors 


f(x) = fizo} + (z — zalf (xo) + Orit ғо). 


Les développements limités constituent donc un moven de déterminer si une 
application est prolongeable par continuité en un point et si ce prolongement 
est dérivable en ce point. 

2 


Considérons à titre d'exemple, l'application définie sur R* par f(r) — == 


Au voisinage de Ü on a 


E 1 l ; 
е — 1 = r+ r + 3 + оо"). 


On en déduit que f admet pour développement limité d'ordre 2 en 0 


| 1 1 
fix) = 1 = zr + 5“ + оо(2°). 
Cela nous permet d'affirmer que l'application f est prolongeable par continuité 
en Ü en posant f(0) = 1. De plus, ce prolongement est dérivable en 0, de nombre 
dérivée —1/2. 


ATTENTION Il ne faut surtout pas déduire du développement limité 

d'ordre 2 en 0 de f que f admet une dérivée seconde en D valant 

1/12. Nous avons vu à la proposition 17.3 que l'existence d'un déve- 

loppement limité d'ordre n en 0 n'était équivalent à l'existence d'une 
dérivée n-ieme en Ü que pour n € {0,1}, Si l'on souhaite étudier l'existence 
d'une dérivée seconde en Ü, on le fera en revenant à la définition. 


Du développement limité d'ordre 2 en 0 de f, on peut déduire que la tan- 
gente à la représentation graphique de f au point (0, 1) est la droite d'équation 
y = l- 7/2, De plus, comme le terme z2/12 est positif au voisinage de 0, 
on en déduit que la représentation graphique est au-dessus de sa tangente au 
point (0,1) (dans un voisinage de ce point). Une étude complete portant sur 
la position de la représentation graphique d'une application par rapport à sa 
tangente en un point a été effectuée à la section 16.5.2 du chapitre 16. 
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La fonction f n'est donc pas prolongeable par continuité en 1. Elle est toutefois 
prolongeable par continuité à droite en 1 en posant f(1) = 0. 


4. La fonction rationnelle g est dérivable sur [0, 1]U]L, --oc| et la fonction ex- 
ponentielle est dérivable sur R. f est donc dérivable sur (0, 1[U]L, +20] et pour 
tout x € [0, ПО, +2] on a 


4 
+ 1 ete?) 


; m = 
а) = тр 


5. Puisque la fonction exponentielle est à valeurs strictement positives, on en 
déduit que f* est strictement positive sur [0, ЦО, +00| et par conséquent que f 
est croissante sur chacun des intervalles [0, 1| et ]1, +20]. 


Par ailleurs, ona lim (2) = O donc lim fir}= +60. On a aussi 
Zrëck D = = AG 


А0) =0 et (=e. 


Lorsque z tend vers 1 par valeurs inférieures, 1 — 22 tend vers Ü par valeurs 


supérieures et par conséquent lim = +50. On en déduit que 


El == 


т> 
lim Р(х) = +00. 
I 


Lorsque x tend vers 1 par valeurs supérieures, 1 — r? tend vers 0 par valeurs 
TSC] I P= P 


inférieures et 1/(1 — r?) tend vers —oc. Or lim u*e" = 0 donc 
Bt си 
r i : 1 Е 1 1/(1-27j Н Zu 
lim f (z) = lim e c1)x lim ——F— € '=2x lim ufe" = 0. 
rt 2=1+ z=1+ [1 z*) u= — 90 


On obtient le tableau de variations suivant : 


[s [6 i Fx 
Fele + +eolo + 0 
TOC 


4 


f(z) m d 


0 


La représentation graphique de f au point d'abscisse 1 possède une demi- 
tangente à droite horizontale. 


6. La droite d'équation r = 1 est asymptote à la représentation graphique 
de f. Recherchons une éventuelle asymptote à la représentation graphique de 
f en +5 en cherchant un développement asymptotique pour f au voisinage 
de +00. Pour t au voisinage de 0* considérons la fonction fo définie par 


z 
folo) = 10/0 = exp (3) 
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fonction f est par conséquent convexe sur IO. 1|, convexe sur ]1, 93] et concave 
sur ] 4/3, +ocl. 

8. Déterminons les points d'intersection entre la représentation graphique de f 
et l'asymptote en +00 en résolvant l'équation fir) = г. On a 


Дх) = = <> т fenu- — 1) =0 — (z = D ou elt) = y | 


Il n'y a donc qu'un seul point intersection entre la représentation graphique de f 
et la droite asymptote en +00 qui est le point (0, 0) car l'équation 1/(1—27) = 0 
n'a pas de solution. 


9. La représentation graphique de f est donnée fig. 3. 


Points одао 
u 


=5 =à -3 -2 -1 ü L a 3 á 5 


í А , f 1 
Fig. 3 Représentation graphique de f : x — rexp (4 ES 3) 


17.8 Exercices de synthèse 


Exercice 8 Pour n € M, on désigne par F, la fonction définie sur NI par 


ж" Їп 

3 T ei 
falz) = I 

= т = 1 
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17.9 Solution des exercices 


Solution de l'exercice 1 


Les développements limités d'ordre 3 en 0 de fonctions sinus et cosinus hyper- 
bolique sont. 


ch xË = 1 + E] Joar et sinr-r- ET + gle”) 


La partie régulière du développement limité d'ordre 3 en 0 de la fonction 
ж K+ chrsinz est obtenue en conservant les monómes de degré inférieur ou 
égal à 3 dans l'expression du produit des parties régulières de ces deux déve- 
loppements limités. On a 


TREE, el TE EE E 
МА ak: tU tua 12 TT Ch 


La partie régulière du développement limité d'ordre 3 en 0 de xz + ch z sin i 
3 


E 
est donc x + =. 


Solution de l'exercice 2 


Le développement limité d'ordre 5 en 0 de tangente s'obtient en effectuant la 
division selon les puissances eroissantes à l'ordre 5 de la partie réguliere du 
développement limité d'ordre 5 en 0 de la fonction sinus par la partie réguliere 
du développement limité d'ordre 5 en 0 de la fonction cosinus, autrement dit 
en effectuant la division de Ру par Q1 où 


AT. X" ^ CENE. ds 
Pi = À - sr + sr et Ф=1- turp 
On obtient 
anr= r+ e glr”). 


Le développement limité d'ordre 5 en 0 de tangente hyperbolique s'obtient en 
effectuant la division selon les puissances croissantes à l'ordre 5 de la partie 
régulière du développement limité d'ordre 5 en 0 de la fonction sinus hyper- 
bolique par la partie régulière du développement limité d'ordre 5 en 0 de la 
fonction cosinus hyperbolique, autrement dit en effectuant la division de Р, 
par Os ой 


х? XŠ х? X! 
dee E nan 
On obtient 
t = E 21° (85) 
її = F 3 T {1 Š 


Développements lirnités BIT 


Le développement limité d'ordre 5 en 0 de r — tan x/ th x ne peut pas s'ob- 
tenir en effectuant la division selon les puissances croissantes à l'ordre 5 du 
polynóme de la partie régulière du développement limité d'ordre 5 en 0 de la 
fonction tangente par le polynöme de la partie régulière du développement li- 
mité d'ordre 5 en Q de la fonction tangente hyperbolique car celui-ci est de 
valuation non nulle. On commence par écrire 


X3 axe X? axt 
X+—+— ++ — 

Py UT 15 _ 3 15 
2 „_Х% 5 2X5 X9 ax 
3 15 3 15 


puis on effectue la division selon les puissances croissantes à l'ordre 4 (et non 
pas à l'ordre 5) de Ру par Qu où 


x 2x1 х: gya 
Pa = 1 + + = t =1—-—+ 
: з +*+ * 3 ' 15 
On obtient 
tan T 


д 2 
= 1 + 227 + 22 + pa (z). 
c ee 

On remarquera que la fonction z H+ tanr/thr est paire. Donc la partie 
régulière de ses développements limités ne posséde que des monómes de degré 
pair. On peut ainsi écrire 


tan x 2 2 
= l + rat + oalr 
thx 3 "g d 


ce qui constitue le développement limité d'ordre 5 en 0 de la fonction. 


Solution de l'exercice 3 


Remarquons que lim hiz) = Ü et que h est un polynôme de degré 2 donc qu'il 
T um 

constitue son propre développement limité d'ordre n en 0 pour tout entier n 

supérieur à 2. D'aprés la proposition 17.5, la partie reguliere du développement 

limité d'ordre 4 en 0 de go h est obtenue en conservant les monómes de degré 

inférieur ou égal à 4 de la fonction polynomiale Q o P oü 


P-2X4-X* et Q=-l+X - X2 + ХЗ Xt, 
Una 


—1 + (2X + X?) — (2X + X? + (2X + X?)3 = (2X + 2) 

= -142X AE AE +4X° +X +8X3112X116X5+ XŠ 
-16 Xt — 32 Sur — 8 X” — X" 

—1+2 X —3X2 +4X3 EXT — 26 X5 — 23 X? — B X' — X°. 


Qo P 
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On en déduit, en effectuant la substitution u = 2f et en sommant les deux 
développements limités, que 


5 cos(2t) x УЗ ащ) _ ; - vat - Ë + 
8 
- Мз + 20 + m sf + og(t?). 


2 
1 
1 Sch 


Finalement, 
On en déduit que le développement limité à l'ordre 4 au voisinage de x/6 de la 
fonction f : z € R + cos? (2x) est 


2v3 
3 


1 
CA sf  og(t^). 


1 2/3 a 
= = 3 — 
2 (+7 


2 
fott) + 24 + oo(t*) 


f(x) = — 3 (z - w/6) + 2 (z — 7/6) + = (z = 7/6)" 


va 


-? (z — 1/6)! + Oo ((z _ sier) | 


Solution de l'exercice 6 


La fonction cotangente hyperbolique n'est pas bornée en 0; elle tend vers —o 
quand x tend vers Ü par valeurs inférieures et tend vers +оо quand x tend 
vers Ü par valeurs supérieures. Pour x au voisinage de 0 on a (voir l'exercice 2) 


zy? 27 r^ Zr 
haet. Ze opz ) = z(1— + Le 
thr=r 3 tg t9) ri 3 5 + 00(2*)). 

SE ; : X? 2X1 
En effectuant la division selon les puissances croissantes de 1 par 1 — EN + T 
9 

à l'ordre 4 on obtient 
2 „$ „З 


1 T ï 
eost) = + Ï E + oola? ) 


z 
4 45 


1 
cothr = — ( 
т 


ce qui constitue le développement asymptotique dans l'échelle (1/z“ | ke N} 
en Ü à la précision z? de la fonction cotangente. 


Solution de l'exercice 7 


Soit f l'application définie sur | — оо, 0|U]1.+20| par f(x =V — pd est clair 
que Dm. fir) = +оо; la représentation graphique S la EN f présente 


donc une branche infinie en =. Recherchons une éventuelle asymptote. Pour 
z €] — oo, 0| on a 


На) _1 [ж WË? --( D 


E rYr-l x x = 1 
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On obtient alors en utilisant la règle de calcul du développement limité d'un 
produit que la partie régulière du développement limité d'ordre п en 1 de f; 
est donnée par 


;=1 
fals) = 3-5 tge- n) (+e 
ee _ 1)2) + ool(x — 1)2) 
Р + SE Iz — 1) + (Ê = n+ jn - 1) (z - 1)? 


+oo((z — 1)°). 


2 - Nous avons vu qu'une condition nécessaire et suffisante pour que f, admette 
un développement. limité à l'ordre 1 au voisinage de 1 est que f, soit dérivable 
en ce point. Du développement limité à l'ordre 2 de fn, on déduit que f, est 
continue en l et que f, est derivable en 1 avec f; (1) = (n — 1)/2. 


3 - On déduit de l'expression du développement limité à l'ordre 2 de f, en 0 
que la tangente a pour équation 


1d 
v-z+zin-1Me-l). 


La courbe Го est au dessus de la tangente en 1 puisque 


1 z-i 5 š " 
foiz} (5 5 J Ta (x — 1 en((a r) 
et = — 1)“ est positif 
12 екы 
5 1 1 
Remarque Le polynôme P = 5 — zt + 1^ (X — 1) admet deux racines 
réelles 
ТЕЕ ; + “= = 07302313842, == i : у =: 2.263762616. 


On en déduit de manière plus générale que les courbes Гу et To sont au-dessous 
de leur tangente respectives en l et que pour n = 3 la courbe P, est au-dessus 
de là tangente en 1. 


Solution de l'exercice 9 


1 I 
La fonction f : x + z^ arctan (=) est définie sur R \ {-1}, elle est 


continue et derivable sur son domaine de définition Dy. Pour ze P; on a 


1 т 
Е = 2 "Ë =, Er —M— Р 
f (x) d arctan у—— x) 
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Le signe de f' dépend du signe de la fonction g définie sur R \ {—1} par 


1 T 
gle) = June res = түгет). 


Girl? 
(1+(1+х)2)2` 


Pour tout z € RA {-1}, on a g'(r) = On a le tableau de 


variation suivant pour 9, 


ce qui permet d'obtenir le tableau de variation pour la fonction f, 


e =: +5 
Fol ae 


— 2 || 7/2 + 


fiz) 5 TE А — 


=Q 


Afin d'étudier les branches infinies de f. calculons le développement limité 
généralisé de f(r)/r au voisinage de +00. On considère au voisinage de 0 la 
fonction fo définie par 


fü/t _ 1 i 
falt) =, Vel kausa EE 


t 1 4 
Оп а =Â LI =1- dmm =t- C +1 + opl?) et arctanu = u — + onlu”). 
On en deduit que 


2 
Б -21—t4 at + og(t?) 


f (z ) 1 2 1 
puis que — = 1 ~ = ts s 3 + O+). 
La droite y = r—1 est asymptote en +06 et la courbe est au-dessus de l'asymp- 
tote au voisinage de +00. On montre de la méme manière que la droite y = z—1 
est asymptote en — et la courbe est au-dessous de l'asymptote au voisinage 
de -x. 
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Or la fonction cosinus hyperbolique est minorée strictement раг 1 sur R" donc 
Vx € Ri sh > x. 


2 - On remarque que f est paire : la partie polynomiale du développement 
limité n'aura que des monômes de degré pair. Оп а 


ВЕРЕ saut et dipinto p ponti 
б 2 24 


On obtient 


т? 
f(x) =1- =t or). 
On en déduit, d'apres la proposition 17.3, d'une part que f est prolongeable 
par continuité en Ü en posant f(0) = 1 et d'autre part que ce prolongement est 
dérivable en Ü avec f'(0) = 0. 
3 - Pour x non nul on a " 
noa BE 
Jf (z) = сат =1'` 


La fonction f” est strictement négative sur EY car d'une part, d'après la ques- 
tion 1, on а shg < x pour tout x € R} et d'autre part la fonction cosinus 
hyperbolique est minorée strictement par 1 sur R*. Par ailleurs, on a 


1 1 
hr = =g" t hr = >e" 
5 ure 56 LE c T ios D^ 


d'où on déduit que 


sh r i shar — z 
— vr etque —T 
ch @ = 1 + 


= l. 
chæ— 1 + 


Cela permet d'affirmer que Jim f(x) = —o et que „lim fir) = —1. 


On a donc le tableau de variation suivant pour le prolongement de f (qui est 
paire) : 
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4 - Pour montrer que la droite d'équation y = —r 4 est asymptote à la 
représentation graphique de f en +оо, montrons que hir) = fir) - (—r + 3) 
admet pour limite О en +20. On a 


hia) = ftx) — (2 +3) == (1 mi | _ Хе "(2e *-1) 


»chr—1/ 1l+e-z[e-* ly 


Or lim e *=0 et lim ze * = ( donc lim hir)=0. 
Etta ж—+-+ 00 + + 


Pour preciser la position de la representation graphique de f par rapport. à son 
asymptote en +2, étudions le signe au voisinage de + de 


Au voisinage de +00, le numérateur est négatif, le dénominateur est positif, 
donc h est négatif et la courbe est sous l'asymptote. 


2sh2 3sh3 
(5- 2721) Š (3- as) 
3(3ch2 — 3 - 2sh2) x (ch3-sh3- 1) 


(2-1) x (cha - 1) 


Puisque la fonction cosinus hyperbolique est minorée par 1, le dénominateur 
est toujours positif. Par ailleurs, on a d'une part 


5- Опа 


(2) (3) 


ch3-sh3-1=6 – 1 = е7 – eb < 0 


саг la fonction exponentielle est strictement croissante et —3 « 0. Et d'autre 
part, 


3ch2 3 2sh2 = z(e? +50”? - 6) > 0 


car e > 5/2 d'où e? > 25/4 > 24/4 = 6. On a donc bien f(2)f(3) < 0. 


L'application f est continue sur RT et strictement monotone sur R+. Son image 
est f(R*) =] — oc, Ц. D'après la proposition 14.1, page 623, f est bijective 
de R+ dans | — oc, 1[. On en conclut que 0 admet un unique antécédent par f, 
autrement dit, qu'il existe un unique réel c € Е? tel que fie) = 0. Par ailleurs 
puisque f(2)f(3) < 0, le théorème des valeurs intermédiaires permet d'affirmer 
que e € |2, 3]. 
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6 - La représentation graphique de f complétée par parité est donnée ci-dessous. 


-2 


sh > 


Fig. 5 Représentation graphique de f : à + 3 = Xa d 
ch œ = 
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CHAPITRE 18 


L’integrale de Riemann 


La théorie de l'intégration est issue de la nécessité pratique de calculer des 
aires et des volumes; elle est liée à la notion très générale de mesure et part 
du principe que l'intégrale d'une fonction constante sur un ensemble est égale 
au produit de cette constante par la mesure de l'ensemble. Nous nous intéres- 
sons dans ce chapitre à l'intégrale de fonctions définies sur un intervalle fermé 
et borné de R. L'intégrale d'une telle fonction est dite simple par opposition à 
l'intégrale de fonctions définies sur une partie de R"(n > 2) qualifiée d'intégrale 
multiple. Il existe plusieurs théories de l'intégration. Nous nous limiterons à la 
théorie de l'intégrale de Riemann qui est largement suffisante pour les applica- 
tions courantes. 


18.1 Intégrale d'une fonction en escalier 


Sauf indication contraire, a et b désignent deux réels tels que a « b. 


18.1.1 Fonction en escalier 


Définition 18.1 On appelle subdivision de l'intervalle [a,b] toute famille 
finie (zilie(0,..,n) de réels vérifiant les conditions suivantes : 


1. Vi € (0,.... n] zi € [a,b]; 


P. ïT =0 ет, =b; 


3. VE E {1,...,п} Ba < Zi. 


Remarques 


1. Une subdivision z = (ilse (o...) de l'intervalle [a,b] comprend n + 1 points 
(appelés nœuds de la subdivision) et détermine n intervalles non vides [z;_ í, ri]. 
Le réel h = рах V — Eye) est appelé le pas de la subdivision. 

LE PER PE 


2. On dit que la subdivision z = (zi);c(n,.., 4) de l'intervalle [a,b] est plus fine 
que la subdivision ol = Le, lef... el Si 


[w | £2 0,..., m) c (m, | £ 9 0,..., n). 
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Exemple La famille (;);« n... OÙ z; = а- (b—a)/n définit une subdivision 
de l'intervalle ja, 5] de pas h = (b — a)/n appelée subdivision uniforme de 
l'intervalle [a,b]. La famille Leien. anp où zí = a+ š (b — a)/(2n) définit une 
subdivision de l'intervalle [а, b], de pas h” = h/2, plus fine que la subdivision 
(а) цо, ai. 


h'=h/2 


Fig. 1 Exemple d'une subdivision (Le, berg, 
l'intervalle To, b] et d'une subdivision (e, Lei. 


7; uniforme de 
14) plus fine. 


Définition 18.2 Soit f une application définie sur l'intervalle [a,b]. 


X L'application f est dite en escalier sur l'intervalle [a,b] s'il existe une 
subdivision œ = (rd lee in. ay de l'intervalle [a.b] telle que f soit constante 
sur chaque intervalle |z; 1, xil, à € {1 


X Une subdivision o = (mi Let. at de l'intervalle la, b] est dite adaptée à 
la fonction en escalier f si f est constante sur chaque intervalle Ji 91, 
i € [1,....n]. 


Hemarques 


1. L'image d'une fonction en escalier sur [а, bj est un ensemble fini (une fonction 
en escalier ne prend qu'un nombre fini de valeurs). Une fonction en escalier est 
donc bornée et ne possede qu'un nombre fini de points de discontinuité. 


2. L'ensemble £j, ы des fonctions en escalier sur l'intervalle [a,b] est un sous- 
espace vectoriel de l'espace vectoriel A(ja,b], R} des applications définies sur 
l'intervalle |a, b]. 


Exemple La fonction partie entière E est une fonction en escalier (voir la fig. 2). 
Sur l'intervalle [-2, 2] la subdivision zí = (—2, —1,0.1, 2) est une subdivision 
uniforme adaptée à la fonction partie entière. La subdivision 


(i) É : : 
On dit aussi couramment que f est une fonction en escalier sur þa, bl. 
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Remarques 


l. On peut montrer que la valeur de /,(f) est indépendante du choix de la 
subdivision c. 


2. Les valeurs de f aux nœuds z; i € (1,...,n — 1} de la subdivision o n'inter- 
viennent pas dans la définition de l'intégrale, seules interviennent les valeurs A; 
prises par f sur les intervalles ]r;_ı.z;. 


b 
Interprétation graphique Le réel / f représente l'aire algébrique entre 


la représentation graphique de la fonction en escalier f sur l'intervalle [a, b] et 
Гахе des abscisses (voir la fig. 3). La quantité (z; — 7; 1) A; est en effet l'aire 
d'un rectangle de longueur x; — r; et de hauteur A;. 


b 
Fig. 3 Le réel | f représente l'aire algébrique des rectangles 
hachurés. i 


Exemple Considérons la fonction partie entière E sur l'intervalle [—2, 2] et la 
subdivision adaptée v, = (—2, —1,0, 1,2) qui est une subdivision uniforme de 
pas h = 1 (voir la fig. 2). Sur l'intervalle ] — 2, —1[ la fonction prend la valeur 
A; = —2, sur l'intervalle | — 1, 0[ elle prend la valeur À> = —1, sur l'intervalle 
JO, 1[ elle prend la valeur Аз = Ü et enfin sur l'intervalle 11. 2| elle prend la valeur 
À = 1. L'intégrale de la fonction partie entière sur l'intervalle [-2, 2] vaut donc 


m 4 4 
Î Е = У (ri-mi-1)M=hY M =-2+(-1)+0+1+2=0. 
2 


=1 is] 
os considère que l'aire située au-dessus de l'axe des abscisses est positive et que l'aire 
située sous l'axe des abscisses est négative. 
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pour borne inférieure Í f (qui est élément minimal). Ainsi, si f € Eja ы alors f 
est Riemann intégrable et l'intégrale de cette fonction en escalier satisfait 


] 2345214 


Notre construction de l'intégrale de Riemann est donc d'une part cohérente avec 
la définition de l'intégrale d'une fonction en escalier que nous avons donnée dans 
la section précédente et d'autre part elle prolonge cette définition. 


En résumé, à chaque fonction f € Alla. b], R) intégrable au sens de Riemann 
sur (a. b], on peut associer le réel I(f) défini par 


I(f) = (Р = 0). 


La fonction I : f € Ale, 5], R) => I(f) constitue un prolongement de la 
fonction 


f € € fs 


Cela nous permet d'énoncer la définition suivante. 


Définition 18.5 Soit f € .A(la, b], R) une application intégrable au sens de 
Riemann sur [a,b]. On appelle intégrale de f sur [a,b] le réel I(f) défini 
comme la borne supérieure de l'ensemble 


ао {Гое 27 


ou de manière équivalente comme la borne inférieure de l'ensemble 


ло [» | V € быы, zz 


b 
On note ce réel / fit) dt 
a 


Remarque Dans la notation ГИ fit) dt, la variable t est une « variable muette » 


et on peut noter également s fiċ) dé l'intégrale de f sur [a,b]. Cette nota- 
tion exprime de manière claire par rapport à quelle variable, dont dépend la 
fonction f, on intègre. C'est très utile dans le cas oü f dépend de plusieurs 
paramètres, 


Interprétation graphique Si f est continue sur l'intervalle [a,b], le réel 
b Р tud PY ы: a i А 
Ј fit) dt représente l'aire algébrique de la portion de plan comprise entre 


(5) "est-à-dire que l'on considére que l'aire située au-dessus de l'axe des abscisses est un 
réel positif et que l'aire située au-dessous de l'axe des abscisses est un réel négatif. 


Hidden page 


842 Intégrale de Riemann 


18.2.2 Principaux exemples de fonctions Riemann intégrables 


Un point important dans l'étude de l'intégrale de Riemann consiste à déter- 
miner des critères, simples à vérifier, permettant d'établir qu'une fonction est 
Riemann intégrable. Il est en effet malaisé d'utiliser la definition 18.4 pour 
s'assurer qu'une fonction donnée est Riemann intégrable, Un certain nombre 
de critères sont donnés dans ce paragraphe. 


Proposition 18.2 Toute application continue sur [a,b] est intégrable au sens 


de Riemann sur [а, b]. 


Demonstration Considerons une application f continue sur un intervalle fermé 
et borné [a,b]. D'après le théorème de Heine (voir le théorème 13.5 p. 599) f 
est uniformément continue sur [a,b], autrement dit 


Ve ERS Эу € R* Vie, 2^) € [a,b] (lex < n => 102) f(x) < <). (1) 


Pour montrer que f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b] nous devons 
montrer que pour tout réel = € RY il existe deux fonctions de et i en escalier 
sur |a, b] telles que 


b 
dó; < f zy: et / (Uz — dr) «E. 
E 


Considérons un réel £ € Ri et un réel = vérifiant 0 < = < £/(2(b — a)). Soit 
o = (f;)jefo,,.,„} une subdivision uniforme de l'intervalle [a,b] de pas h tel que 
h = 5 où le réel r est défini par la relation (1) et la donnée de ғ. Soient фу et 
We les fonctions en escalier sur |a. b| définies par 

1. deler) = fix) — € pour tout r € [ri 2441|; 

2. Walt) = fir) + рош tout z € [Ti ге; 

3. dub) = ú (b) = f(b). 
Puisque pour tout x € [fi Ziil on à Ò € |z = r;| € h € r on en déduit que 
fix) — fill € €, autrement dit que 


Fix- e $ fix) < firi) He. 
— i — Ко 
= (x) = Welt) 


Оп a ainsi dx € f < we sur [0,0]. Par ailleurs, 


[6-9 = € 


| 
m 
+ 
e" "sw 
ZS. 
m 
| 
e 
14 
b mJ 


| 
к 
J 
Ed 
in 
\ 
ES 
m 
zi 
= 
| 
[x] 
m 
= 
| 
P. 
P 
m} 


L'application f est done Riemann intégrable sur l'intervalle la, bl. L] 
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Definition 18.6 On dit qu'une application f définie sur [a,b] est continue 
par morceaux sur [a,b] s'il eriste une subdivision a = Lë: kein. ai de lin- 


tervalle [a,b] telle que pour tout i € (0,..., m — 1} l'application f est continue 
sur l'intervalle |z;, 1;41]| et admet une limite (finie) à droite en z, et une limite 
(finie) à gauche en Tizi. 


On admet le résultat suivant. 


Proposition 18.3 Toute application continue par morceaur sur fa, b] est in- 
tégrable au sens de Riemann sur [a,b]. 


Exercice 2 Montrer que toute application monotone sur [a,b] est intégrable au 
sens de Riemann sur |a, bl (on s'inspirera de la démonstration de la proposition 
18.2). 


Remarque Méme si l'ensemble des fonctions Riemann intégrables semble vaste 
et inclut les fonctions habituellement manipulées, il ne faut pas pour autant 
croire que toute fonction est intégrable au sens de Riemann. Ainsi l'applica- 
tion f définie sur [a,b] par 


ü si x est rationnel 
1 si x est irrationnel 
n'est pas Riemann intégrable. Pour l'établir raisonnons par l'absurde. Suppo- 


sons que f soit intégrable au sens de Riemann. Pour tout réel = € R* il existe 
deux fonctions Qe, Ye € £1, ы telles que 


h 
Vx e [a.d] delt) < F) < el) e / Wed) <e. 


Prenons = = b— a et considérons une subdivision o = (£i Lem. et adaptée aux 
fonctions en escalier ó, et ye. Pour tout i € [1,..., n] il existe t; € QN [a, b] et 
to € (Е \ 0) nia, b] tels que ti, ta €] zi, 2:11. On a donc òr) < Ü et у, (д) > 1 
pour tout r €], Zeil, Cela implique que 


b h 
CESES eher 


Cette propriété est en contradiction avec l'hypothèse que f est Riemann inté- 
grable sur [a,b]. L'application f n'est donc pas intégrable au sens de Riemann. 
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T 2 LIE 
Î cost dt = / sint dt =l. 
ü ü 
(8) 


b 
3. L'application N : f € Са, Ы) — J |f(t)) dt est une norme sur 
C? ([a, HI. i 


Par exemple 


Proposition 18.6 (inégalité de Cauchy-Schwarz ` ) Soient f et g deux 
fonctions Riemann intégrables sur [a,b]. Le produit f x g est une fonction 
Riemann intégrable sur [a,b] et 


(on xs œ) < W fit) DE (| "or а). 


Démonstration Considérons l'application Т définie sur R par ` 


h 2 
TA) = Í (AF(E) + ai 


D'après la seconde assertion de la proposition 18.4, l'application T est positive 
sur R. D'autre part pour tout À € R, 


b b b 
T(A) = x | (FE)? dt +2 f fit) alt) at+ / (g(t))? dt. 
а a a 
A B C 
L'application T est donc une fonction polynomiale. Puisqu'elle est positive 


sur R, elle ne peut avoir qu'une racine double ou deux racines complexes. On 
a donc А = 4B* — 4AC < 0. Cela implique que 


4c- (f f (t) x alt) x) - (f se)? de) x (Гео?) «o 


On a ainsi prouvé l'inégalité de Cauchy-Schwarz. = 


Ti voir la page 568 pour la définition d'une norme. 
E CAUCHY, Augustin (1789, Paris - 1857, Sceaux). Voir page 190, 
Schwarz, Hermann (1843, Hermsdorf (Silésie) - 1921, Berlin). 
on mettra cette démonstration en parallele avec celle de la proposition 3.6 page 101. 
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18.3 Integrales indéfinies et primitives 


18.3.1 Intégrales indéfinies 


Soient f une fonction Riemann intégrable sur [a,b] et x un élément de [a,b]. La 
fonction f est Riemann intégrable sur o. zl et l'application 


F : 2 € ja, b] к A fit) dt 


est appelée integrale indefinie de f. D'apres la relation de Chasles, pour 
Fi. Tə € [a,b] on a 


F(zo)- Fri = so a- ^ Fit) dé 


| roarf roa-f roa-f roa. 


Proposition 18.7 L'application F est continue sur |а, bl. 


Démonstration La fonction f étant Riemann intégrable sur [a, b], elle est bor- 

née sur [a,b] (voir la remarque de la page 836). Pour montrer que F est conti- 

nue sur ]a,b[, montrons que pour tout za €|a,b[, lim Fir) = Fr). Soit 
d == n 


М = sup |f(y)| et r €]a, bl avec z < ro. On a 


vels,b] 
f E 


< [ уйй < f M dt = (zo — au. (2) 


On en déduit que lim (F(%9) — F(x)| = 0. Pour x ela. bl avec Ж > Fo on 


Tr 


Far) — F(20)| = 


obtient par un calcul analogue, 
Fila) — Fir) € (x — ra M EJ 
et lim, |F(xo) = Fri] = 0. On en conclut que lim Fro) = F(r)| = 0, ce 


sr} 


qui implique que „lim F(r) = Fir). Par ailleurs, la relation (2) valable pour 
тп = b permet d établir que „lim Fir) = Fil) et donc que F est continue à 


gauche en б. De méme, la relation (3) valable pour zu = a permet d'établir que 
el Fir)= Fila) et donc que F est continue à droite en a. ш 


Proposition 18.8 (dérivabilité de l'intégrale indéfinie) Soient f unel 
fonction Riemann intégrable sur |а, b| et F son intégrale indéfinie. Si f ddl 
continue en xg € [a,b] alors l'application F est dérivable en xo et (о) = | 


fixa). | | 
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Démonstration Pour montrer que F est dérivable en xo de nombre dérivée 
fro), montrons que la quantité {Firo + А) = F(r))/h tend vers fxo) lorsque 
h tend vers 0, autrement dit, montrons qu'il existe un voisinage V de Ü tel que 
vz € Rš ЧЄК vh € V {0}, 


h| zr 
| i h 


— fira) ee, 


Soit z un réel strictement positif fixé: puisque f est continue en rg € |а, b|, 


dj € Ri Yre [ø b] (r -t| € = |flz)— Jio) se) 


> Soit h un réel strictement positif tel que Leo, £a + ^| C [a.b]. On a 


Flag + h) — Fix porum ] fzotàh 
= L dh M = T I fl dt et ЧЕ. = n [ ШЕТ de. 
È E da L Ir 


Тг af Fo 


On en déduit que 


Firg + h) — Fra | M 
el _ fira) = т / (Fit) — f(za)) dt 
А |. 
1 zh 
< n / fit) — f(zp)| dé. 


Si À < y alors pour tout £ € [rg to + Al on a |f — 20| < net par conséquent 
Fit) = flro)l < z. On a alors, 


| Е : mach 
Бл - fu) < d edt = =. 
i t da 


> Soit hun réel strictement négatif tel que (zo, zo + h] C [a,b]. On a 


DE? a Ti ) | T 
Fe + 4) PD fir) = =; (f(e) — f(zo)) dt. 
i] t roh 


On en deduit que 


Dot) PE Al = dl (re) - rio) ar 
1 | | To+h А 
1 Id 
< m J IFE) — f(zo)1 dt. 
ih] zpg4-h 


Si |h| < rj alors pour tout t € [zo + h, rg] on a |t — zo| < 77 et par conséquent 
fit) — f(zo)| < <. On a alors, 


F(zo + 2 = Flzo) pu) 


1 We 


= des 
|h] 


Fath 
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аг 
Exemple L'application Ф: x € R +. Í v l+ t* dt est de classe С? sur R et 
P(r) =21/1+ 167% — y 1 + zá. 
18.3.2 Primitives 


Définition 18.7 Soient I un intervalle et f une application définie sur T. On 
appelle primitive de f sur Ï toute application G définie sur I vérifiant 


Vr el. 


Les primitives de f sont notées [re dr ou SÉ 


Exemple Sur l'intervalle | — 1, 1|, la fonction argument tangente hyperbolique 
est une primitive de la fonction f : x =+ 1/(1 — x?) puisque 


(argth zr) = vr e| - 1,1[. 


1 — т? 


On écrira donc 


J — dr = argth г sur | — 1, 1f. 


1-z* 
La fonction x =+ m+argth.r est aussi une primitive de f sur l'intervalle ] —1, Ц. 
Attention, bien que f soit définie sur |1, toi, sa primitive sur cet intervalle 
n'est pas la fonction argument tangente hyperbolique (puisque celle-ci n'est pas 


définie sur |1, +c0[). On obtient aisément la décomposition en éléments simples 
suivante : 


1 ER. 1 1 
аата Х—-1/ 


On en déduit qu'une primitive de f sur l'intervalle ]1, +0] est l'application 


| 1 m + і 
G : z el, toef In = Ё 


2 m — 1 


Proposition 18.10 Soit f une application continue sur |a, b]. L'intégrale in- | 
définie | 
| 


Е:гє [0,8] => f лд à 


est la primitive de f sur [a,b] qui s'annule en a et toute primitive de f sur 
[a,b] est de la forme F + c où c est un réel. 
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mais il n'y a pas de lien entre les 2 familles de primitives. On n'écrira pas que. 
sur R* les primitives de x +— 1/r sont les fonctions x — ln ir] + c et on se 
gardera d'en conelure que 


1 
1 
/ = dx = (lo [l| + c) = iln| - 1] + c) = 0 
1 À 
puisque la fonction x =+ 1/x n'est pas Riemann intégrable sur [-1,1]. 
18.3.4 Formule de primitivation par parties 


Proposition 18.12 Soient u et v deur applications de classe C! sur un in- 
tervalle I. On a la relation suivante sur I : 


fr) x vir} dr = u(r) x v(r) — E x v (r) dr. 


Démonstration Puisque u et v sont deux applications de classe C! sur I. 
l'application W : Ë € J H> ufr) x vir) est derivable sur I et 


V (r) = u'(r) x efe) + ufr) x v'(x). 
Ün en déduit que 


ufr) x v(z) 


f («to x vr] + uli) x teil dr 
] «e x ul) der + J u=) x v (x) dr 


d'où la relation cherchée, О 


18.3.5 Formules de changement de variable pour une primitive 


Proposition 18.13 (premiere formule du changement de variable) Sdient 
I et J deur intervalles de R, ò une application de Ï dans J derivable et f une 
application de J dans Ё continue. Si F est une primitive de f sur J alors 
Foo est une primitive de (f od) x @ sur I. Autrement dit, 


Yx € Í J ОО dr = Fiir} + c 


| avec c € R. On écrit aussi 
| Î Patch (x) dr = | Î fit) à + c. 
#=@[®} 


On dit que l'on a effectué le changement de variable t = Фіх). 
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Les primitives sur R de z =+ cos’ z sin z sont donc les fonctions de la forme 


r r —(cos z)*/4 + c où c désigne une constante réelle. 


De manière formelle, on peut aussi présenter le calcul ainsi : soit v = cos x; 
on a du = v'(r) dr = -sinr dr. D'où 


I dr = dÉ du = — EN = = > (cos a)*. 


(10) 


3. Calculons une primitive de x +> 1/chz sur R. On a 


DONE NEG Be 
chr etter rtl (e) +1 É 


Nous allons donc effectuer le changement de variable @ : r +— е, L'applica- 
tion $ est dérivable sur R. On a 


[ast = Í EFT e de = | MR) d'(a) dz 


où fit € R ++ 2/(#? +1). En utilisant la formule de changement de variable, 
on obtient 


= dr = WR à = = 2 arctanlt)| _ _ — 2 arctan(e*). 


Les primitives sur R de r — l/chzr sont donc les fonctions de la forme 
x +> 2arctan(e^) + c oü c désigne une constante réelle. 


De manière formelle, on peut aussi présenter le calcul ainsi : soit v = ес; on a 
dv = v'{x) dr = e dr. D'où 


1 2 S 1 
IA = ] e 15 dz =2 | => de 


2 [aretan(v)] iz 2 arctan(e" ). 


H 


Exercice 4 Calculer les primitives suivantes en utilisant le changement de va- 
riable proposé. 


1. | tanz dr avec à : ri cos T; 


2. VIE år avec $: 2 — arcsinz. 


Voir la proposition 14,12 page 642. 
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Proposition 18.14 (seconde formule du changement de variable) 
Sotent I et J deux intervalles, ó une bijection de Ï dans J continue dont 
la bijection réciproque est continue ` de J dans Ï et f une application conti- 
nue sur J. Òn suppose que p est dérivable sur I et que $ ne s'annule pas 
sur I. Si H est une primitive de (f o à) x ф sur Ï alors H o d^ est une 
primitive de f sur J. Autrement dit, 


Vt € J [rw dt = Hib Ht) + с 


avec c € R. On éerit encore, 


[rw dt = / f(é(z) ez) ат E + с. 


On dit que l'on a effectué le changement de variable т = Фф Mt). 


Démonstration L'application H. qui est la primitive de {f о ф) & sur I, est 
dérivable sur J. Par ailleurs, puisque l'application ф est dérivable sur I et que ф' 
ne s'annule pas sur 7, sa bijection réciproque $^! est derivable sur J et (voir 
la proposition 14.2 p. 624) 
BN =d Veel 
d (o7! (x) 
En utilisant le théorème de dérivation des fonctions composées, on obtient pour 
tout z € J, 
1 


"lte = (oe H (é LE) = ————- H'( x). 
Le !(r)) = (Ele) H'(ó (2) yj ы (z)) 


Or H est une primitive de (f c ó) ei sur J, donc 
HUG (z)) = f(b Lei) #'(é1(z)) = f(x) éié "eil 


Finalement й 
(Ho (eil = fie) 


On en déduit que si H est une primitive de (f o à) ф' sur I alors Но $^! est 
une primitive de f sur J. П 


Remarque Оп peut expliquer la différence entre les deux formules du change- 
ment de variable de la fagon suivante. Dans la premiere formule du changement 
de variable, on fait apparaitre dans l'expression de la fonction à intégrer la quan- 
tité ф(т). On détermine donc la primitive f f(ó(r)) &'(r) dx par le biais de la 


Une hijection continue de / dans J dont la bijection réciproque est continue sur J est 


appelée un homéomorphisme de J dans J. 
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Par ailleurs, 


a h 
| ora 2 d ult) x v" (£) de 
b a 


h b 
= - [wn x A + J u(t) x v(t) dt 


et "m 


= ein х 0], - d u (t) x vit) dt, 
a b 


ce qui permet d'affirmer que la formule est également vraie dans le cas où la 
seconde borne de l'intégrale est inférieure à la premiere. [] 


Remarque Four que la fonction g : œ => ulg oir +u ir) vr) soit définie sur 
[a,b], il suffit de supposer u et v dérivables sur [a,b]. Par contre cette hypothèse 
n'est pas suffisante pour ètre certain que le terme f. (u(t]xv'(t)+u(t)xv(t)) dt 
soit toujours défini. H faut supposer, en plus de la dérivabilité de g sur |а, 0. 
que g est Riemann intégrable sur [a,b]. On a vu qu'il était souvent difficile dans 
le cas général de s'assurer qu'une fonction était Riemann intégrable, mais que 
toute fonction continue était Riemann intégrable. En supposant и et v de classe 
C! sur [a,b], on s'assure que g est continue sur [a,b] (en tant que produit et 
somme d'applications continues sur (а, b|) et par conséquent qu'elle est Riemann 
intégrable sur |а, b]. Bien entendu l'hypothèse u et v de classe C! sur [a,b] est 
alors une condition suffisante pour que la formule d'intégration par parties ait 
un sens. ll ne s’agit pas d'une condition nécessaire. 


Cette formule constitue un moyen puissant de calculer des intégrales comme 
l'illustrent les exemples suivants. 


Exemples 


b 
1. Calculons I arctan t dt où a et b sont deux réels, a < b, Posons 
Je 


v:tartant et р: 1. 
Les applications u et v sont de classe C* sur R, done sur l'intervalle [a, bl. Par 
ailleurs, pour t € [a,b]. 


1 
i „ = 
T en et w (t) = 1. 


En utilisant la formule d'intégration par parties on obtient, 


b 1* b ët b | S 
D arctant dt = [ arctan t -j — di = [ aretan #| — |— Inf då + £^) 
à i „ 1+? 2 i 


a @ 


b 


ü 
Ainsi. 


f 7 
1 1 * 

/ arctant di = barctanb — aarctana + — In u i 
; 2 \1+# 
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b 
i 7d t d D 
2, Caleulons í = | coste df où a et b sont deux réels, п < 5. Posons 


E 


u: i= сові eb viie et. 


Les applications u et v sont de classe C! sur R, donc sur l'intervalle [a,b]. En 
utilisant la formule d'intégration par parties on obtient, 


bh b h 
/ cos tet dt = [cos te" «f sinte! dt. 
a Di 


vd Et 


Une seconde intégration par parties permet d'établir que 


b b b 
/ sinte dt = sin! d - Í coste dt. 
2. Е ï 


On en déduit que 
b b 
ге [coste] L nid - I, 


u 
autrement dit que 
D 


1 h 1 1 
Ï = 5 [costet] Ez EI tel = z(cosh + sin bc" z 5 (cos a + sina)e", 


l 
a 2 


u 1 
3. Caleulons pour n € N* et x c R, Jal) = f (I + cj» dt. Appliquons la 


formule d'intégration par parties en prenant u: ê > DESCH et v; $i Ё 


Les applications w et v sont de classe C! sur R. On a, 


I S x {2 
J li| = le 2 — ut 
S cl d ESA 


puis en remarquant que ё? = (1+#°) — 1 on obtient, 
Jar) ern [ =. а [ : it 
abr) = — —F n — dt In = > : 
1 (1 EN rp?) 0 {1 + f?r 0 (1 + {г jt 
: 


H H ИШ? 
{1 + х?) T 2л. (r) 2n... LE). 


Finalement on a établi la relation suivante pour tout n € N° et tout z £ R, 
d 2n = 1 
Ше r E = = "озб = cs pes — | mh 
' L ) 28 (1 + ri r On nl ) 


Cette expression permet de calculer J,(r) pour tout n € N* et tout re R par 
récurrence à partir de l'expression de J, (z) = arctan г. 


1 
Exercice 6 Pour ni € M on pose I, = | rl = z dr. 
0 


Ï - Calculer In et In. 
2- Montrer que pour tout entier n non nul, (3 + 2n)I, = 2nl,.,. 
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й 
On souhaite calculer fit} dt. Le changement de variable t = фу) (où $ 


ТЕ 
est une fonction donnée ou à déterminer) consiste alors à trouver deux réels 


b 
ü, b tels que œ = pla} et 3 = pib) puis à calculer ç flé(u)) éi (и) dy. 


Exemples 
1 
1 
1. Caleulons n = e dy. D'après la définition de la fonction cosinus hyperbo- 
о COY 
lique, on a 
1 Zei 

ч ш r= vy € R. 

chy е0 41 d 
Ainsi, 


1 j 1 gev 
Í asa | mu 


ce qui nous suggère le changement de variable t = ch. L'application exponen- 


tielle est de classe C! sur [0,1] et la fonction f : t — lcs est continue 


sur $([0.1)) = [l.e]. La formule du changement de variable nous permet de 
conclure que 


1 e 
f Houia f f(e) dt 
D 1 


— 
e? 
S|- 
= 
sf 
Kei 
Il 


à 
1 
= 2 [ Ti Чё = 2arctan(e) — d 


De manière formelle, on peut aussi présenter le calcul ainsi : soit v = el; on a 
du = tiy) dy = e dy et v(0) = 1, v(1) = e. D'où 


[za = [- 3 vd =2/ 4 
о chy у= Ü SETE Mr 1 v +1 Ë; 

Ы T 
2|arctan(v)] = 2arctan(e) — 3' 
On prendra garde en adoptant ce formalisme à ne pas oublier de modifier les 


bornes de l'intégrale exprimée avec la nouvelle variable. 
E] 


2. Calculons n fh dt en considérant le changement de variable t = eV. Ici, 
š п 


1 " o 
Zn: et ó:gy€ [1,2] — е? € le, e*l. 


L'application exponentielle est de classe C! sur [1,2] et f est continue sur 
Ф([1,2]) = [е, е2] car la fonction t + tint est continue sur Je, ell et ne s'annule 
pas sur cet intervalle, On obtient, 


m (2) 2 ; * x 
J m = [n see) at f fou) Su) du = Í eV in ev er dy 


f Р dy = [ns]. = In 2. 


f : t € |e, e?] =. 
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Malheureusement cette dernière expression n'a pas de sens car la fonction 
T ++ ~2/r n'est pas intégrable sur (=w5, v3]. Cette erreur est survenue en 
raison d'une utilisation abusive de la formule du changement de variable. La 
fonction g n'est pas continue sur l'intervalle fermé borné wi |- 5, val) = [-1,4] 
car elle est non bornée en 4. En étudiant la fonction з on se convaincra que 
v([- V5, Zeit Ce bt 5), v(3)] et en relisant l'énoncé du théoréme 18.2 on 
prendra garde que la continuité de g doit porter sur l'intervalle vil 4/5, /3]) 
et non pas seulement sur [i(—/5), v(4/3)]. 


2. Considérons le changement de variable défini par la fonction œ : x — sin x 


pour calculer l'intégrale 
1 
r= | v 1-— t? dt. 
ü 


On a (0) = 0, ф(т/2) = 1 et la fonction ф est de classe C! sur [0, z/2]. Par 
ailleurs la fonction f : z ++ vl — z* est continue sur l'intervalle #([0, s /2]) = 
[0,1]. En utilisant la formule du changement de variable on obtient, 


mA zd 
I = Vi-ma- f 160) O) 
eu ü 
m / 2 
= J l —(siny)^ cosy dy. 
ü 
Оп a j 1 — (sin y) = (cosy)? = | соѕ |. Puisque la fonction cosinus est 
positive sur l'intervalle |0, 7/2] on en déduit que 
z/2 тз - x Í 
Е аа, cos(2y) + 1 = Ба LIRE m 
r= Í (cos y) ду = | === dy = 4 sin(2v) + zu]. = + 


Ici la fonction A définit une bijection de [0, т/2] dans (0, 1] mais il ne s'agit 
nullement d'une condition nécessaire pour appliquer la formule du changement 
de variable. Considérons la fonction œ sur l'intervalle [0, 57/2]. On a $(0) = 0 
et $(57/2) = 1, la fonction ф est de classe C! sur [0, 57/2] et on a ail, 57/2]) = 
[-1, 1]. On peut appliquer la formule du changement de variable, la fonction f 
étant continue sur [—1, 1]. On obtient 


d(5=/2) 5/2 5x/2 
= dÉ dte J HW) #00) dy = i Leen! сову dy. 
eq Ü Ü 


Contrairement au cas précédent, la fonction cosinus n'est pas positive sur tout 
l'intervalle [0, 57/2]. Om utilise la relation de Chasles pour écrire 


m3 | de | om/2 И 
I = f (cos y)? dy - f (cos y)? ay + f (cos у} dy 
п т/2 37/2 


vi 


1 1 17/2 1 1 3132/2 1 1 15/2 
- sin(2 + s| - [sin + >| + [z sin(2 54] 
RH de) 2” 0 4° (2y) 2" x/2 4 y) + a З= /2 


li 


т ds " 
tT, 
4 
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Cas general 


On décompose la fonction rationnelle en la somme d'une fonction polynomiale, 
d'éléments simples de première espèce et d'éléments simples de seconde espèce, 


La fonction polynomiale s'intégre sans grande difficulté. 


Un élément simple de première espèce est de la forme u(x) = ma où 
œ, B € R et ne №. Une primitive U de u est définie par 
a 1 Е 
Ur) = ics EECH ye si n # 1: 
Uiz) = a hjr- ð| sin=1. 
ds | š ar + 3 A 
Un élément simple de seconde espèce est de la forme vir) = ——— ой 


neN* œ 3, y, á € R et А => —46 < 0, Ona 


Le changement de variable t = conduit au calcul des primitives sui- 


vantes 24 | 
T, (t) = J Ër dt et (t) = Jaa dt. 


On obtient immédiatement, 


1 1 
Іп (+) 


Lt) = sin > 1; 


ft) = I| +£ sin=1. 


La fonction J, est calculée par une formule de récurrence obtenue par intégra- 
tion par partie (voir la section 18.4.1). On a, 
in — 1 t 


2n Int Ser Yn € N°. 


J(t)=arctant et alt) = 


Exemple Cherchons une primitive de la fonction f définie sur R Y (—1) par 


г? — år — 2 
(r+ l)*(z2+ r+ 1)2 


Да) = 


On a la décomposition en éléments simples suivante : 


xl — är - 2 l 2 r-2 år — 1 


= = QUE n n rm mu асасын C ES 


=——— = + + — qA... 
(z + 1)2(z2 + r +1} т+1 (=+1)2 а:?+х+1 (zm2 + z+ 12 


KR Méthodes de calcul de primitives 


Il est clair que 


1 2 2 
I nc) ийа. лш z+1 


Par ailleurs, 


т®+т+1= (1+?) où М = xr + 1/2). 


A 
v3 
En effectuant le changement de variable t = h(x), on obtient : 

/ s= ER 
22+ ж +1 ТЕТЕ 8j 
1 2t 2 1 
ы. Aler 
2 | ї+ ` Lët VIU LU Jene 


1 
= 3 [In li + ana” A [arctan( DI, hr) 


= 5 In |1 + h(z)°| - — arctan( (z)) 
On a aussi, 
dr — 1 äi: — s J3 
[aia t = cke 


20 1 
ae Ге (14 #2)? «| css | (1+ #2)? al 
1 20 
z Е + sl ч) ñ ale], ra 


= 2 hir) 
= їж)? -5 75 (arctan(htz) tix e 
10 4 OEF 
= —— uarctan(h(z)) _ = —— 
zz etant) 9 ETTE 
Finalement. 
2 MNT 
үя) дт = EN -inje +11 + š ine — 
25 DI — 7 
t 2r +1 — 
RE N +1)/v3) - FT 
Cas particulier des primitives de la forme d SE 
ах? + br + c 
Re: Ат + В | 
Pour des primitives de la forme PUER eu dr, la procédure de calcul de la 


primitive d'une fraction rationnelle décrite peut étre simplifiée en remarquant 
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gue 


Ат + B А Zar + b Ab 1 
[en del ll E 
D 


: CENT. 
Le premier terme a pour primitive Ja In lax? + br + c| . Pour calculer le second 
terme, trois cas sont à envisager suivant le signe de À = b? = dac. 
1.Si A € R* alors az? + bz + ë = a(r — zy )(x — ms) avec 34,32 € R. z) # za. 
On a alors 


1 ü B | 
sn“ E Lr de | —— E 


= aln|r — zijl + in |= — ral 


avec œ, B € R. 
2. Si À = 0 alors ar? + br + c = a(r— rjf avec x. € R et 


1 1 y? 1 
„түрт àr =a | dz = a. 
ls r—u Z =T 


3.81 A < Ü on écrit, 


ш? +їт+е=а((т+ à) + $m) (EE) 
Géi du a? Aa? ] da мА j 


Jar + b 


V-À 


On effectue alors le changement de variable ê = qui nous donne 


1 
re СЕЗЕ d, = (žar + b)/V-A 


2 
= arctan 
zes vem (TE): 
Exemples 
1. Caleutons la primitive | png d l'un des intervalles ] - oo, 1| 
. Bicions за primitive ——— «Mr sur i un des intefValles | o, on 
P д? —àr +2 


11, 2[ ou 12, tel On écrit 


lai ике For = 3 z dz + rent Zar © 


< STEG т) ие 
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Si on introduit la fonction u : x = r^ = 3r + 2 on obtient 


Fi(z) = / == dz = In ju[z)| = In |z" — Ae + 2]. 


D'autre part, une décomposition en éléments simples indique que 


1 1 1 
F. = — (UN = —— шшр F = HN! ES = | 
alr) I da / (=з =] dr = In |x = 2| = In |œ = 1| 


Finalement, 


ár ï — 2 
= dr = 2 in |22 - 32 + 2| +91 . 
I 2 Р i. == 
E. ans ür +3 
2. Calculons la primitive = sur | — oo, -1[ou | — 1, +50]. On 
x*+2r +1 


e 


ecrit 
Gr + 4 dr + 2 1 
= dr = 8 | = Adr-3 f = dr 
| Leen " |= 
— —[ s s —— a Áss7 QA 
= Fix) = Falz) 
Si on introduit la fonction u : z > r? + 27 + 1 on obtient 


Fiir) = / 52 dz = In |u(z)| = In [z? + 2x + 1]. 


D'autre part 


1 
Еда) = | au Ei = rs 


Finalement, 


Gr + 3 , 3 
J == de = 31n |r + 2x + 1| + IIS 


т? + 2т ++ 1 
-— дт +1 2 
3. Calculons la primitive | ———— da: sur R. On écrit 
r? + dr +6 
2x + 1 2r +4 
_" di -3 dr 
[Fer E= 22 + 4x + 6 oe Erie 
MA mua 
= Fa (z) = ` Èl) 


Introduisons la fonction u: x =+ x* + dir + Ô; on a 


F lx) = Î — dz = In |а) = nir? + dx + 6l. 
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18.5.3 Integration d'une fonction rationnelle en sin т, cos x. tan x 
Cas general 
Le changement de variable x = Zarctan (ou t = tan(r/2) conduit au calcul de 


la primitive d'une fonction rationnelle en la variable t. On peut alors utiliser la 
méthode décrite au paragraphe 18.5.1. 


Exemple Calculons sur |0, sl une primitive de la fonction f : x + 1/sinr. La 
fonction o : t € Ri + 2arctant est une bijection de R° dans JO, zl Elle est 
continue et dérivable sur E" et sa dérivée qui est la fonction t + 2/(1-- 1^) ne 
s'annule pas sur R}. La bijection réciproque est $5 ir e, 7[.—. tan(z/2). 
D'après la seconde formule du changement de variable pour une primitive, on a 


1 1 
lr = | ———— Ф'{#) dt. 
Í a "m Í жар £s 


Or, pour tout a € R, 


tan(a) 


sin(2a) = 2cos(a) sin(a) = 2cos"(n) tan(a) = "rdi 


donc 
2t 


tg 


sin(é(f)) = sin(2arctant) = 1 


1 1 š 
Í = dz = ГЕ = = (ail, e = In (tan(r/2)). 


On vérifie que sur chaque intervalle de la forme |nz, (n + 1)z| les primitives de 
г + l/sinz sont les fonctions x — In [tan(z/2)| + e, où cn € R. 


Formules de Bioche 


On peut, dans certains cas, simplifier les calculs de | f(x) dz par un change- 
ment de variable adapté aux propriétés de la fonction f à intégrer. 


Si f est impaire, on fait le changement de variable t = cos x. 
Si f vérifie f(x =x) = =Jf(x), on fait le changement de variable t = sin x. 
- Si f est m périodique, on fait le changement de variable t = tan г. 


Cas d'une fonction polynomiale en sin г, cos г 


Pour calculer une primitive de sin? x cos? x on effectue un changement de va- 
riable qui dépend de la parité de p et q. 


- Si p est pair et g impair, on fait le changement de variable t = sin r. 


Si p et q sont impairs, on fait le changement de variable € = sin r out = cos r. 
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3.51 À > Ü et a < Ü alors 


ar’+br+c = ( +2) ZS LV È 5 ( +2) + 
" 5 7 AN 2a) "wë a] "Aal A V 2 
e 
da? 
А | 2a b y 
= - —r + 
da VA ZA 
On effectue le changement de variable t = S rg Le On est amené à 


VÀ VA 
considérer la primitive J VITE dt qui est arcsin f. 


4.51 A « 0 alors 


ar +br+c = 


| 
=] 
м. 
enn, 
+ 
К) = 
w 
ba 
En 
SIS 
- | 
w ce 
li 
el 
Ë |> 
—— 4 
| | = 
pls: 
— 
+ 
p| œ 
| 
kz 
+ 
= 
a 


A 
da? 
-A 2a b \° 
E ze (+) 2 


2 b 
= z + ==. On est 


V=A À 


On effectue alors le changement de variable t = 


1 
amené à considérer la primitive ү dt qui est argsh f. 
š Viage 7 E 
Ў jr A 
Exemple Calculons la primitive | ——————— dx sur R. 
vær + dr + G 


On à 
2r + 1 2т +4 


1 
—————— ц; — — dr — 3 | —— dr. 
vær + dr + 6 v xz! + dr +6 Ib. 


La premiere primitive se calcule par le changement de variable défini par la 
fonction ë : r + r*-- 4r +6, 


Zr + 4 1 f == EN 
vr? + dr +6 s / V dir] diam |/ vt d. 
[2v7] ens pip 


Intéressons-nous à la seconde primitive. On a 


t= E 


2 
2 B 2.9. a 
z? +4т +6 = (х +2)? +2 (5+) +1). 
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18.6.1 Principe des méthodes d'intégration numérique 


On considère une application f continue sur l'intervalle fermé borné ja, b] (avec 
a < b) et on souhaite obtenir une valeur approchée de l'intégrale 


b 
Ix n dr. 
Dr] 
Pour cela on introduit une subdivision uniforme de l'intervalle la, b} de pas h 
dont les n + 1 nœuds zo, T1, F2... 28-1. En ЗОП 


ET? 


n 


t=a+ih où h= 


On a: a = To < D < Iy < = >> < Ent < En = b, 


Fig. 9 Subdivisions utilisées dans la méthode des Trapèzes (à 
gauche) et de Simpson (à droite). 


D'après la formule de Chasles, l'intégrale de f sur l'intervalle [a,b] peut se 
décomposer en une somme d'intégrales prises sur les sous-intervalles issus de la 
subdivision (voir la définition 18.1) de l'intervalle fa, b]. 

Dans le cas de la méthode des trapèzes, on considère les  sous-intervalles 
(zo. zal. ën, ai, (Enis En) et on écrit 


fi =Â 1 


r= oe de = | ne dz. 


Dans le cas de la méthode de Simpson, on considère les n/2 sous-intervalles 
(to. Pal, (ra. ral. +2 05 [En Fn] (ce qui suppose que n soit un entier pair) et on 


écrit i Dë 
1 = Í fa) а= | 


az m 


x) dz. 
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et que 
_ feel = f(zi) 
didl — Li 
L'expression de la fonction polynomiale P4 est par conséquent 


Tii = Di 


[z — 33). 


Pilz) = Дач) + 


La méthode des trapezes consiste à approcher l'intégrale de f sur l'intervalle 
(Zi, i41] par l'intégrale de la fonction polynomiale P, sur l'intervalle Le, 241]. 
Autrement dit. à effectuer l'approximation 


Ji Jii 
fir) dx = Pile) dz. 


iË j dr 


L'intégrale de la fonction polynomiale P se calcule aisément, On а 


[re dr т. (е) + же Да) fej -2)) à: 


i Zu] — Ti 
= (of ` de + Prime | "р. zi) dr 
Ti Z4] = Ei 
= . ge ; n fiia) - fin) — f(x: } Ti+1 
i VANTE 750 Tipp — Di [5 (œ - = |. 


= 5 (fei) + Fe). 


oü À = ж.р = д. La valeur de cette intégrale est l'aire algébrique sous la 
représentation graphique de la fonction polynomiale Р, (voir la fig. 10). Puisque 
le polynôme P, est de degré 1, la représentation graphique de Ру est une droite. 
L'aire considérée est celle d'un trapeze, ce qui donne son nom à la formule de 
quadrature, 


On en déduit la formule de quadrature des trapézes 


n "fH dr = 2 (cht ft). 


Le paramètre h désigne la longueur de l'intervalle [z;, 7,44] sur lequel on intègre. 


Formule de quadrature de Simpson 


r D (14) 1 a, " А 
La méthode de Simpson — consiste à approcher (voir la fig. 11) la fonction f 
sur l'intervalle [to а-э] (de longueur 25) par l'unique fonction polynomiale 
Р, de degré 2 vérifiant : 


Palza) = fira) = Pa(zrai.1] = Дона) et Раа) = Дон). (9) 


DU e IMPSON., Thomas (1710, Market Bosworth (Angleterre) - 1761, Market. Bosworth j. 
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On obtient l'expression suivante pour la fonction polynomiale Ps sur l'intervalle 
[7244 £252] : 


Bd E ead SE 
Eid — Ii 


La méthode de Simpson consiste à approcher l'intégrale de f sur l'intervalle 
(tai, 29:+2] par celle de la fonction polynomiale P; sur l'intervalle Lea, taipo]. 
Autrement dit, à effectuer l'approximation 


[а dr = [то dz. 


L'intégrale de la fonction polynomiale P; se calcule sans difficulté. On a 


` Po(r) dz = D (f(za) + C1 (z — Tai) 


Az — za) (z — le) dr 
Trige = Ty 


Tanz e 
| (жо) йт + С J (z == Ezi] dr 
T Fr] 


Ca тфа 
en Í (z — Zx) (Z — 241) de 
1 FH Fa 
= 2hf(z)* Ci; (z — zx] 
Gris 1 12442 
E Ha zierte )r^ + Tara i 


h 
= 7 (fie) + 4f(Z2i41) TEEN 


OÙ h = Lois — Frit = Жу — Zi. Оп en déduit la formule de quadrature de 
Simpson 


J ` H dz еч z (Да) + Af (T141) + f(zai+-2)) 


18.6.3 Méthodes composites d'intégration numérique 


Il serait maladroit de vouloir utiliser la formule de quadrature des trapèzes 
ou la formule de quadrature de Simpson sur l'intervalle la, b] en entier. En 
effet, l'approximation d'une fonction par un polynôme de degré 1 ou 2 sur un 
intervalle arbitrairement grand, ne peut pas ètre précise. C'est la raison pour 
laquelle on introduit une subdivision de l'intervalle [а, b|. On applique la formule 
de quadrature sur chacun des sous-intervalles [r4 (j), z4 (j 4-1)] qui peuvent être 
rendus arbitrairement petits en diminuant le pas de la subdivision. Sur un petit 
intervalle, l'approximation d'une fonction par un polynóme de degré 1 ou 2 est 
en général précise. L'approximation de l'intégrale de la fonction le sera aussi. 
On parle de méthode composite d'intégration numérique. 
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Méthode composite des trapèzes 


Sur chacun des n intervalles fro zi). [71.73]. - - . [za -1, Pal, on approche lin- 


Ti+] 
tögrale (r) dr par la formule de quadrature des trapèzes. On obtient 
h ti—1 аза 
r= |ә а = у] ras 
ú ge “ Ti 

h n—1 Em 

= n», faa) = B. 
i-i 


7 =T} e, à 

Pour une valeur de n donnée, le calcul de n ' conduit à effectuer 2n — 1 

additions, une multiplication et une division, soit un nombre total d'opérations 
| ОКШ 24 | 

de l'ordre de 2n. On peut réécrire 7, sous la forme 


n n—1 n—1 } n-1l п 
ign = dp f) + Ý fn D) = 5 A Аа) у fie 
vs 1 


= : (ло +) + 375) | 


En ayant recours à cette derniere expression, on réduit le nombre d'additions : 
il est égal à п. 


Méthode composite de Simpson 


Sur chacun des n/2 intervalles In, zz), ez, r4]. KEN Le, _ 21 En. on remplace 
Z21+3 


l'intégrale J fix) dz par la formule de quadrature de Simpson (n doit être 


ы 
pair). Оп obtient 


те | Р, de = Y | See EES 


{=й "Fa 


2-1 
= é > (az) + Af (mai) + J(Zai+2)) = n 


t= 


Hidden page 


Hidden page 


Hidden page 


Hidden page 


894 Intégration numérique 
pour dérivée sur JO, UU l'application vd définie par 


vO = (ны + th) + flann - th) - Diese) 
2 
I HER + th) — Pless — th) ) — SON. 


Ün a aussi, 


2 
PD = = (анн аа th)) 


Hr i ix 
a (f (2241 + th) + f (Fati — th)) — 20kt" h 


et " 
n3) — — — 
Ес 
Remarquons que Гоп а (0) = 0. D'après le théorème de Rolle (voir le théo- 
rème 16.1 p. 729) il existe un réel e E]0,1[ tel que $'(c;) = 0. L'application 
f étant de classe С“ sur (roi, Тосо], l'application 1" est continue et dérivable 
sur [0,1] et puisque (0) = 0, d'après le théorème de Rolle il existe un réel 
єз Є]0, el tel que v" (e;) = 0. On a également q"(0) = Ü et une troisième 
utilisation du théorème de Rolle nous assure l'existence d'un réel сз €l0, cal tel 
que WS (es) = 0. 
D'apres la relation (7) on a 


(7 жы + th) = f (2544 — th)) -60kt*h*. (7) 


4 
y eg) = A (aan + csh) = fP (zn — cah) ) = 60kc3h? 


et par conséquent 


_ ain + coh) — frac — cah) 
180ca R 


Puisque f est de classe C* sur [£o 13,42]. l'application f est continue et 
dérivable sur (zei, 72749]. D'après le théorème des accroissements finis (voir le 
théorème 16.2 p. 731) il existe un réel са Eltz — Cah, z2;41 + esh[ tel que 


rar + cah) Ke [тә bes cah} = 2саһ f! (es). 


(4e 
On a alors k = ee Pour obtenir l'estimation d'erreur annoncée, il suffit 
de remarquer que l'on a 


Elit? 


va) = Í fie) az — Z (Hai) + Afen) + Pansa) KAP = EE) — kh? 


= 


et que (1) = 0 par le choix qui a été fait pour la constante k. On a done 


(5) 5 h" fU (es) 
А = E = шш ————— 
É h 90 
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et z 
K; h° 
90 


= 


` 


oü Ау = sup 
rela 22542] 


br 


902) i 


= 


Remarque On peut démontrer le lemme 18.1 en exploitant les mêmes idées 
que celles introduites dans la démonstration du lemme 18.2 à partir de l'appli- 
cation & définie sur [0,1] par 


Fy +E h 
t 
Ф) = / Ha) dz — (frs + th) + f(zi)) — kh? 
oü la constante k est choisie pour que ó(r;,;) = 0. 


Proposition 18.18 Si la fonction f est de classe C* sur [a,b] alors 


5 Е; 
- (b — a)” : 
НЫ - 1 r) dr| < K= où K= su | SIE. | 
h d fi ) 180n* i EH Ï ( ) 


Démonstration Sur chacun des 3 intervalles ra, 22,43], ê € [0,..., à — 1}, 


on commet une erreur d'intégration élémentaire ge qui d'aprés le lemme 18.2 

vérifie 

E Eh? 
90 


Е 


op А; = sup fi) 


rCirz ces 


L'erreur globale qui est donnée par 


| 
Fa 
a 
ka, T 
E. 
T 
— 
EL 
ы 


(5) 
Én 


= 


(e GT ЖЕЛ 7-1 
= u P; (z) dz | f(x) dz Pb 
i-ü Tj = 


di 


vérifie donc 


ой K = sup |). Puisque h = (b — a)/n, on a bien 
x€ [a] 


SUD Exercices de synthèse 


Remarque L'erreur d'intégration commise en remplagant l'intégrale de f sur 
[а. b] par la formule de Simpson vérifie EI? = O(1/n*). La méthode de Simpson 
possede une convergence d'ordre 4. Elle est donc plus efficace que la méthode 
des trapèzes puisque cette fois-ci, si l'on multiplie par deux le nombre de nœuds 
de la subdivision, l'erreur d'intégration est divisée par un facteur 16 (au lieu 
d'un facteur 4 pour la méthode des trapèzes). 


18.7 Exercices de synthèse 


Exercice 10 Pour n € №, on considère l'application J„ qui au réel x associe 


l 
(в) = f (1 — 22)" coste) dt. 
u 


Dans cet erercice on s'intéresse aur propriétés de l'application Ja au voisinage 
de Ù. 


I - Montrer que l'application Ja est bornée sur R et qu'elle atteint son marimum 
en Ü. 


3 - a) Établir la relation de récurrence (2n + (IO) = 2nJ4 1 (0) Yn € N°. 
zen fpl) 

(2n + 1)!” 

å - a) Montrer que pour y € [71/2, 1/2] on a 0 < 1 — cos(y) < y^/2. 


b) En déduire que pour tout entier n on a Jal) = 


b) En déduire que pour tout entier n, l'application Ja est continue en Ü (on 
pourra considérer la quantité J. (0) — Jf. fæ) pour z € RJ. 


4 - Montrer que pour tout entier n, l'application Ja eat dérivable en Ü et donner 
la valeur de J (0). 


3 
Exercice 11 Ön considère la suite {In )nen de terme général In = Í cos" ё dé. 
o 


7 
1 - Calculer Ig, D et D, et montrer que pour tout n € M. I, = n sin" t dé. 
ü 


2 - En utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout entier na- 
turel n non nul on a (n 144441 = nf, 1. En déduire que pour p € N on a 


P (p) т _ Рур) 


Pl)? % ungen 


IER = 


р P 
où Pılp) = |[(2k - 1) et Paip) = || 2x. 
k=l 


k=l 


3 - Justifier que pour tout n € N° et tout t € |0, /2| on a cos" t € cos"! t, 
En déduire que la suite (T.)„ est positive et décroissante. 
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18.8 Solution des exercices 


Solution de l'exercice 1 


1 - Hepr 


2- (Ona 


In 


ésentation graphique des fonctions f. et ù pour n = 10. 
1,1 
| 
t j 
| zl 
nar Fi i 
@в- 3 Eeer 
"i 
ETF Pi 


i A T] 


(aei 


nin = (än = 1) 
6n3 | 


De méme, on a 


dn 


З - Pour 


k 
(18) | : 
On rappelle que pour tout entier Ё non mul, d Ë = 


1 n—1 n=1 : 1 822 ris? 


n—1 n 
Lo E | 9 _ 1 a _ nin+l){in+i) 
= T = SSC nop 


montrer que f est Riemann intégrable, considérons les réels 
1 
L =sup{ | Ф | HE Ep. de "n 
ü 


kik + 1) (2k + 1) 
==, 


(=l 
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et | 
„D= int] | v | Ņ E fmi. vor). 
Ü 


Par définition de la borne inférieure, on a J_( f) < Ja et par définition de la 
borne supérieure, on a J+; (f) = In Par ailleurs, on a L. (f) < I (f) car pour 
tout db, € Em. 


1 1 
ó = f < w = | Фф <| v. 
Jo 0 
Оп en déduit que pour tout entier n non mul, 
I, < E) € 1-(f) € Js. 


Or, on à clairement, 


lim fa = lim Ja ==. 


fi neos 3 
L'après le théorème d'encadrement, on en déduit que 
1 
ГЛ) = (Р = F 


Cela implique (voir la p. 839) que f est Riemann intégrable sur [0,1] et que 


! 1 
Í fit) dt = = 


Solution de l'exercice 2 


Supposons que f soit croissante et non constante sur (а, 5] (le cas oü f est 
décroissante sur [a,b] se ramène au cas considéré en remarquant qu'alors — f 
est croissante: si f est constante sur [а, bl, f est clairement Riemann intégrable 
car il s'agit alors d'une fonction en escalier). Sous cette hypothèse, on a f(b) > 
fla) et pour = réel strictement positif fixé, on peut considérer une subdivision 
uniforme с = (zi);zjo,.,n] de [a.d] de pas h vérifiant h < e/(f(b) — f(a)). 
Introduisons les fonctions en escalier sur la, b] d, et v. définies par 

1. (x) = fizi) pour tout x € [fin tiil; 

2. (ж) = f(Ziíi41) pour tout z € [ri zl: 

3. é.(b) = 006) = f(b). 
Puisque f est croissante sur [a,b] on a pour tout i € {0,...,n — 1) f(ri) < 
Jflzi.i) et par conséquent pour tout z € les, zipi] on a bele) € fx) < wel). 
Ainsi ó, < f < v sur [a,b]. Par ailleurs, 


b n=l кшз nel efis] 
f (eee) >). (és — de) = = (Feim) - fiel 
n-1 n=1 we 
= 2 H (fies) — Sa) = h (L rem - 3:160) 


= h(f(b)— f(a)) < =. 
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L'application f est donc Riemann intégrable sur l'intervalle [a, b]. 


Solution de l'exercice 3 


1 - L'application v : z € R +-+ z? +1 est de classe C! (c'est une application 
polynomiale, elle est donc indéfiniment dérivable sur R) à valeurs dans J = 
[1, zc, L'application f : t € [l,+oo|)|— Int est continue sur J. D'après 
la proposition 18.9, on en conclut que l'application Ф est dérivable sur J de 
dérivée en r € J, 


V (r) = v'(z) x &(v(7)) = 2r In(z? + 1). 
2 - L'application # est dérivable sur Ri car la fonction logarithme est dérivable 


sur cet ensemble. On a V : t € Rï — Int. On en déduit que d est une 
primitive de la fonction logarithme. On a donc pour tout x € R. 


Ir? 1442 
02) | int dt = Jet d = (a+ 1)i(22 + 1) — 27. 
1 
Derivons, 


2 2 u) _ 2 2 2r ` 
(G+ )in(2+1)- 22) = Set 0) DA - 22 
= Jrin(r* +1). 


On retrouve l'expression de la premiére question. 


Solution de l'exercice 4 


1 - L'application tangente est 27 périodique et elle est continue sur chacun des 
intervalles | — 7/2, 7/2[ et |1/2, 37/2]. Nous allons donc calculer les primitives 
de la fonction tangente en deux temps. 


L'application ó : x €] - 7/2, 7/2|—* cos z est à valeurs dans J =]0, 1] et elle 
est dérivable sur | — 7/2, 1/2|. On a pour rei = 1/2, 7/2], 


f tanz år = [= dz = | fo) wz) dz 


où f : t €J0, 1] — —1/t. En utilisant la formule du changement de variable, 
on obtient 


nz dr = ТЕ ai "` = - int] _ = - Іп(сов r}. 


L'application Ф: x €|7/2,37/2/=+ cos est à valeurs dans J = [-1,0[ et elle 
est dérivable sur |7/2, 37/2|. On a pour x €|7/2, 32/2]. 


/ Gas dis [= NE az = f f(é(z)) 
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oü f: t € (=1,0(i=+ -1/t. En utilisant la formule du changement de variable, 
on obtient 


Í tanz dx = [[ -; dt] _ = |- In vu. ` = — ln | сов z|. 


> On еп déduit que les primitives de la fonction tangente sont, sur chaque 
intervalle oü la fonction tangente est continue, c'est-à-dire sur chaque intervalle 
de la forme |km/2, kr /2 + x] les fonctions 


Le ln +С où C € Е. 


| eos zl 
2 - La fonction x H+ vl — z2 est définie sur |-1,1]. L'application à : x € 


[-1, 1] — arcsin z est à valeurs dans J = [—7/2, 7/2] et elle est dérivable sur 
] — 1,1[, de dérivée x ++ 1/4/1— z*. On a pour z €] — 1,1[, 


J A-= а= [a uy dz = Í леа) е) az 


où f : t €] — 7/2, 7/25 =+ 1 = sin? t. Or 
1 — sin? t = cos? # = 1/2(1 + cos 2t). 


En utilisant la formule du changement de variable, on obtient donc 


1 + cos 2t 1 1 
М1 — dr = = |=(f + = sin 2# 
J ; r. dr |J 2 dt] t=arcein т E l T 2 55 twarcsinT 


1 l. . 
3 arcsin x + 1 sin(2 arcsin 2). 


Puisque pour tout u € [77/2, 7/2] on a 


sin 2u = Zain u cosu = 2sin uy 1 — sin? u. 


on en dédnit que 
[vi — 22 dr = 5 arcsin æ + je vi — 8, 


Les primitives de r — 1 — r* sur | — 1, 1| sont donc les applications 


1 1 
z€|-1,1|— ç arcsinz + zzv — z + Ç où C c R. 
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est continue sur |0, +00]. D'après la seconde formule du changement de variable, 
on а sur |0, +oof 


Í dt = [К o Lo) ni = IR raj 
5s |/ 1 ^ LM 


On prendra garde que sur l'intervalle |1, --5e[, une primitive de la fonction 
r— 1/(1— z?) n'est pas la fonction argument tangente hyperbolique (puisque 
celle-ci n'est définie que sur | — 1,1). On obtient aisément la décomposition en 
éléments simples suivante : 


E d PE 28 1 
]=X2 2 X -1 EEE 


On en déduit qu'une primitive de f sur l'intervalle |l, +00" est l'application 


1 +1 
Gir Ell, + ;» (ZH). 


Par conséquent, sur |0, +00| 


1 


véi? — e? 


i 
| 
“=ч, 
„т. 
— 
Il 
T — 
SIS, 
d 
pm 
ene 


| 
ER 
D 
A B 
+ 
= 
аре T 
|| = | кы 
e 
= 


Solution de l'exercice 6 


1- Ona 

l 2 l 9 
to = | x l = gz dr = E - z)" = 3 
ü 


0 
et en effectuant une intégration par parties, on obtient 


i ` 1 1 
Ih = | qy l -= z dr = |-520 af +s Í (1 — х) dr 
ü 3 o Ja 
= 2]_2, _ 15/2 ка = 
= 0+3 | ab т) | = se 


2 - Soit n un entier non nul. On obtient, en intégrant par parties, 


1 i 1 
In sl tar] — F da — 1-30 A sen 4 sl z^-l(1 - py {5 
0 D 


ü 
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Or 


z^-i(1— z)(1 — r)? dz 


1 
101 — 2472 dz | x*(1 – ху? dr 
0 


] | 


Z rci 2n 
Ainsi, I, = 5 Uni = In) et par conséquent : (3 + 2n)T, = 2n£, 1. 


Solution de l'exercice 7 
1 - La fonction sinus hyperbolique est continue sur R et sht S t. On en déduit 
que la fonction 


sh t | 
s ere 
1 si t = Ü 


est continue sur BB et par conséquent, pour tout réel z non nul, sur l'intervalle 
fermé borné d'extrémités Ü et z (cet intervalle est [0, z] ir > Oet |z, 0] si x < 
0). Ainsi f est Riemann intégrable sur l'intervalle fermé borné d'extrémités 0 
et r pour tout réel z non nul et par conséquent que F est définie et continue 
sur R* (voir la proposition 18.7). 


2 - Supposons x > Ü; puisque f est continue sur [0, z], d'après la premiere 
formule de la moyenne, il existe un réel e, dans l'intervalle |0, r| tel que Fir} = 
f (cs). Or lim cÓ. = Ü et f est continue en 0 avec f(0) = 1. Оп en déduit que 


lim Fir) = l. 

„im, Fz) 

Supposons maintenant z < Ü; puisque f est continue sur Ir, 0(, d'après la 
premiere formule de la moyenne, il existe un réel c, dans l'intervalle |z, 0[ tel 
que Fix) = fiel, Or lim. c, = Ü et f est continue en 0 avec f(0) = 1. On en 


déduit que 
lim Fir) = 1. 


z—ü0- 


Finalement, 
lim F(z) = 1 


et F est donc prolongeable par continuité en 0 en posant F(0) = 1. 
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Ün peut également utiliser la première formule de la moyenne pour conclure à 
la continuité de J, en 0. H existe un réel e EO, 1| tel que 


1 
Ja (0) — „Л. (=) = | (1 — 2)" (1 — cos(tz)) dt = {1 — c?)" (1 — cos(cz)) 
Li 
et lim(1 — ey (1 — eos(cr)) = 0. 


J. (z) = J, (01 3 a 
E ЖИН que pel 
RH 


4 - Ja est dérivable en Ü si lim 
TE [-7/2, 7/3] on avait 


2 p 
0 < J,(0)— Jule) € et (201 — 12)" dt. 
ü 
On en déduit que pour x €]0, 7/2], 


J. (0) = Liz 1 
nel ja - 8) ш 
T 2 Jo 


0 


Zaun = 0. Pour z € [-7/2, 0| on a 


et par conséquent que lim, 
rl 


à 1 АХ , 
dl GU . ү" di < de (0) Je) < ü 
ü 


Jule) — JO ча Е Jn = du (Ü 
et par conséquent lim Jala) M = 0. Finalement lim Jatz) = 900) = Ü 
EX T— 


T 
et J! (0) = 0. 
Solution de l'exercice 11 
т/а 
й 
1-љ= | 1 dt = 5. 
й 2 
xd т/2 
n = | cost dt = sint] == 1. 
С ü 
x x / 2 i 
і š 1 1 SI mq 
o os? dt = 1/2 1+ cos(22) dt = ra 20 a 
3 Í cos“ t c f J cos(2t) c 2 + sinl |, 1 


Considérons le changement de variable ф: £ |0, 7/2] — 7/2 — т. L'applica- 
tion $ est de classe C! sur [0, 7/2]. On a 


In 


lI 


sf? dii ü 
J cos" t dt = J cos" t dt = —cos (7/2 — r) dr 
ü imit) mid 


ü = 2 
-j sin" dr = / sin" a dr. 
7/2 0 
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2 - Intégrons par parties, pour n € N° 


mid 
Lux J sin" t sint dt 
o 


mi 


mi 
[cos t sin" t| + / nsin” lt cos? t dt 
0 


dh 


тё? 
= d nsin""!t/1 — sin? t) dt 
ü 


er ai? 
n (/ sin" 12 dt — J sin^* t at) 
0 Ü 
nila) er Ia+ı)- 
On en déduit la relation (R) in + 111, 4 = А1. 


Vérifions par un raisonnement par récurrence que pour tout pe N*, 


p, = Fip) T 
2? Pop) 2 
La relation est vraie pour p = 1 puisque 
т Pi» 1 
Г = = et = шш = =s 
ZEE" R1)2 22 
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Supposons la relation vraie pour un entier p donné. On a alors d'après la relation 


de récurrence (7%) 


1 = Ine Ztl y, -Tatl Bp) 
2(p+1) = Tei 7 5549 2 22p42 Р›(р) 
р р+ 1 
2k — 1 (2k - 1) 
curd" „H _ т Pip 1) 
2 2р+2 P T3 +! 2 Polp +1) 
II* П 2 
em] kel 
La relation Pp) 
Juan = Fi > 
Pip + 1) 


se démontre de la méme manière par une récurrence. 


3 - Pour tout t € [0, 7/2] on a Ü cost < 1. On en déduit que 
Ü < cos" Ё = cost cos" ! t € cos"! t, 


Cela implique que 


8 E] 
0< Ines = Í tar f cos" t dt = I, 
ü ü 
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La suite (T, ),, est donc décroissante minorée par 0. On en déduit qu'elle converge 
vers un réel £. 


4 - Puisque la suite (7,), converge, il en est de méme de toutes ses suites 


extraites. En particulier la suite extraite des termes d'indices pairs (Ja, )pen 
et la suites des termes d'indices impairs (fu leen: convergent vers Ë, On en 


déduit que la suite de terme général u, = T zi converge vers 1. Or 
P 
Pip — 1) 
„ — Tea _ Bp | 2Pp-1)P(p 21 EA 
S I, Pir т Ping x 2p V Pi (p) 

Py(p) 2 

p 2 

2k 
D k=1 


рт 


EL 
[[(24-1) 
k=l 


Comme la suite (ur), converge vers 1, on en déduit la formule de Wallis, 


т 2 
П 2k 
1 ds 
im => -5 = т 
meed f 
[I5 - 1) 
k=] 


5 - Considérons la suite de terme général i, = (n + 1}. On a d'apres la 
relation de récurrence (T) 


п + 1 


T + 1 = (n "F 1H lug j = Wn- 


ti = (n + 2) a 3 = in + 2)Ë,+1 ( 
La suite (20, le est donc une suite constante, On а wo = doh = 7/2, donc pour 
tout entier n, Wa = 7/2. Par ailleurs 


un, = (r + 14 Ze niž. 
xS 


On en déduit que 
ПЕ 


n 


2 +œ 


autrement dit que L, ~ —, 
+ V An 
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Solution de l'exercice 12 

Infl + tz) 
SR 
[0, z] en tant que quotient de deux fonctions continues sur [0. z], la fonction au 
dénominateur ne s'annulant pas. On en déduit par la première formule de la 
moyenne qu'il existe un réel c Є]0, zl tel que 


1 - Pour tout z € RY la fonction g : t = est continue sur l'intervalle 


i In(14- c 


Lorsque z tend vers 0, c tend vers Ü et, puisque lim g(t) = Ü, on a 
lim f(z) = lim zg(e) = 0. 


L'application f est donc bien continue à droite en 0. 


2-a) Ona 
fir+hl-fle) ` ант a In(1 + t(z + h)) a? f in(1+tz) |, 
h Е А LEE —— h Jo, 1+1 
= Dar] a(l + t(z +A) „ 
à 0 1+2 h Je l+? 
1 T In(1- Ez) š: 
h mur 


1 
ü LE — (in( + (т + At) = ai + zt) dt 


Ll ГАИ In(1 + (z + h)t) 
h ]4 8 


= ГА) + HA). 


dt 


In(1 + (x + hjt) 
ET 

est continue sur (z. x + h] en tant que quotient de deux fonctions continues sur 

[2,2 + hj la fonction au dénominateur ne s'annulant pas. On en déduit par la 

première formule de la moyenne qu'il existe un réel e &]z,z + A| tel que 


b) Pour tout x € R7 et pour tout h > —z la fonction t — 


In(1-4 (x + h)c) 
1+ с? і 


(А) = 
Lorsque h tend vers 0, le réel e tend vers z et par conséquent 


In(1 + x?) 


Ina) = 


t 
[1 + €)(1 + xt) 
en éléments simples dans E de la forme : 


c) La fonction rationnelle t — admet une décomposition 


t att ii 
(1+t##)(1+zt) 1-0 1+rt' 
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où les coefficients œ, 3, у sont déterminés en utilisant les techniques présentées 
au chapitre 7. On obtient 
r T 1 


— J = —— et Œ = A 
r24+1' "` x2+1 r241 


T = 


Оп en déduït que 


x. 4 ml = 1 
à = - dt + Ï — di dt 
or) a | PTA + J z +] Ke 


= > [in + e] + &[arctan(t) ` + {ini + zt) 


Fa 
ü ü т 


0 
ü Р | 
= 5 In(1 + 27) + ñaretan(z) + 2 In(1 + 2°) 
£ 
r 1 " 
= zl arctaníz) = HI +z?) In(1 + Tï ). 
d) Considérons, pour t € Ra fixé, l'application #4 : z € Ra => In(1 + zt). 
L'application Ce est de classe CF et pour tout z € R; on a 
i б 


Ge ] 4r w (т) = (1+? 


D'après la formule de Taylor-Lagrange à l'ordre 1, il existe un réel c el. x + h| 


tel que 
F А? LE] 
ver + h) = uir) = hun (x) + = V (с). 


autrement dit, il existe un réel e Ela, x + A| tel que 


th dh? 


KE Ee E an 


On a alors, 
] f^ 1 
bih) = Ji TE (In(1 + (x+ һу) — од + at) dt 
1 f^ 1 
- d alle + h) - dua) dt 
lernen) 
ON CHE TA EE 2(1 + ct)? 
= F h Ha ў 
= Í rt À J Oraria Ï 
h 
= ф(х) - (h) 
T ii 
] = —— di. Puisque к 3 =ï € | c €|[r, +h], 
où Rb) | TE + dt. Puisque x > 0, h > =r et que c €]z, x + A| 


(el, sl, ona 14 et 2 1 et 1 + Ë > 1. On en déduit que 


ж ; 


D £# ——, St 
(1+2 (1+ 2) ` 
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et donc que 
т тў 
o« Rü) < f {2° dt ==. 
0 d 
fiz +h) - fir) 
һ 


e) Pour tout ze Rï опа 
précédentes, on déduit que : 


= іл) + Гл). Des questions 


lim ГА) = d(x) car lim SR(h) = Ü puisqu'il s'agit du produit d'une fonc- 
tion tendant vers Ü par une fonction bornée ; 

In(1 + 22) 

Ainsi, la quantité (f(x + h) — f(r))/h a une limite lorsque h tend vers Ü pour 
tout ze EY. On en déduit que f est dérivable sur R* , de dérivée en x € R$ 


lim I(h) = 


Fiz + h) — fix) » nii A x?) 


dÉ = K 
Die um h 142? 


ez). 


3 - Pour tout x €]0, 4-26], on a 


_ In(1 + z) 
7 1+? 


- dÉ 
nof roa f (FLIP +40) a 


u t | Ingi + t?) 
J (түт Ti arctan(t) + 303 8) TH) ) d 


[wow + (t) + (t)) dt 
Ü 


Ti + lr). 


Оп en deduit que 


f(x) 


op w: t e R, =+ 4 arctan(t) et v: € R =+ In(1 +). On a done 


fir) = f (u(t) v(t) dt = wer)ule) = u(0)v(0) = 5 arctan(r)In(1 + z^). 
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Remarque Soit f une fonction dont le domaine de définition est l'intervalle 
la, ò| privé d'un nombre fini de valeurs fe; Her 


Cp = a < Eren < h = саф. 


Si, pour tout à € {0,...,n}, f est localement intégrable sur chacun des inter- 
valles |с, ci41] et si les intégrales (+` f(t) dt convergent alors on dit que f 
admet une intégrale généralisée sur la, b| convergente et on pose 


f ro dt = SE" fit) at. 


Exemples 


1. L'application f : œ € Re H+ e * est continue, donc localement intégrable 
sur [0, +ос[. On a pour tout réel z € R,, 


Fír) = J et dt = 1-е db =1-e" et lim Fir) =1. 


ü Et 


pac 
L'intégrale de f sur [0, +< | est donc convergente et Í et dt = 1. 
ü 


2. L'application f : x € E} => 1/ v r est continue, donc localement intégrable 
sur JO, 1]. On a pour tout réel x echt, 1], 


ze A! = "t 
F(s) = [ T u 247] -2-2vz et lim F(z) = 2. 


1 
L'intégrale de f sur JO, 1] est donc convergente et f x dt = 2. 
n t 
3. L'application f : z € Ra — sinz est continue, donc localement intégrable 
sur [0, +20[. On a pour tout réel x € R4, 


T E 
Fir} - sint di = - COS d =1l-cosr 
Ü Ü 
et cosinus n'a pas de limite en +0. L'intégrale de f sur [0, +00| est donc 
divergente. 


4. L'application f : z € H; — est continue, donc localement intégrable 


1+: 
sur |Ü, tool. On a pour tout réel r € ЖҮ, 


Жз, Л] г T 
Fir) =f — dt = [arctan d =arctanr et lim Fr} = =. 

о 1+ ü r— 56 2 
T 
SÉ 
De méme, f est continue, donc localement intégrable sur | — ос, 0]. On a pour 
tout réel x € R_, 


+00 
L'intégrale de f sur (0, Hoef est donc convergente et f TET dt = 


0 o = 
Fir) = / — dt = [агсїап ] = —arctanr et lim F(x) = =. 
= 1+ r 2 2 
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divergentes. Un calcul sans précaution pourrait conduire à écrire 


Proposition 19.1 Soit f une fonction localement Riemann intégrable sur 


la, +ael (resp. | — со,а]). Si f admet une limite non nulle en +20 (resp. 
+ 


a 
—oxJ alors l'intégrale généralisée fit) dt (resp. / fit) dt) diverge. 
—_ 


Demonstration Supposons que la fonction f localement Riemann intégrable 
sur [а, соі admette pour limite £ en +00. Montrons qu'alors l'intégrale indé- 
finie F(x) = E fit) dt tend vers +00 si É > 0 et vers —oc si É < 0. 


Puisque f admet pour limite fen Lo on a : 
VeeR Ze, ER ve elo, +| (z > т, o—fiz-is e). 


Soit e un réel strictement positif fixé et Z, = max{a, Te}. Pour tout z € [F., 4001 
опа == + Ë < fir) < € + É et par conséquent 


(ê= e)(s =f) = [е-е | fo de < f 60 dt = (e + (т — f) 


Si on désigne par C l'intégrale (prise au sens de Riemann) de f entre a et т, 
on a pour tout x € |7;, +26] 


F(x) = 8 f(e) de + f 10 dt = c+ Í ro dé 


et par conséquent, 
(#— є)(ж—1,) + C < Fix) < (g + Elz — fo) + C. 


Cet encadrement est valable pour tout réel e strictement positif. Supposons que 
€ > Ü et prenons e = £/2. Pour tout x € (frs, 4+c0[ on a 


Ё n E] 
5 — fej2) +C < Fir) 


et donc F admet pour limite +00 en +00 car lim Er — тр) = +оо. L'inté- 
Tr 
Cx 
grale généralisée / Fit) dt est par conséquent divergente. Si on suppose que 


£ < 0 alors en prenant = = —£/2 > 0 on obtient que pour tout r CIS az, Рос! 
OIL 4 


Fir) = — (x SE Tera) + C 
2 
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et donc F admet pour limite —ос en +оо car lim =fr — far) = = oc. L'in- 
Eda 
DEO 


tégrale généralisée J fit) dt est par conséquent divergente. Le cas oü la 


fonction g est localement Riemann intégrable sur | — 5c. a] se démontre en re- 
marquant que la fonction f : t — g(—t) est localement Riemann intégrable 
sur [—a, +oç| et que l'intégrale indéfinie Giz) = [7 alt) dt s'écrit, 


G(z) = -f «to di = f «co dt = fa. 


Si g admet une limite £ non nulle en —2c, la fonction f admet également le réel 
non nul £ pour limite en +00 et d'après la première partie de la démonstration 


Um Я fit) dt = lim E f(t) dt = { 


= 


+x ы f > Ü 
= s £ <Ü 


On en déduit que 


| +` | + s& £20 
„lim GG) =| tX s £<0 


а 
et par conséquent que l'intégrale généralisée / Fit) dt diverge. L] 
сар 


Remarque En prenant la contraposée de l'assertion énoncée à la proposi- 
tion 19.1, on établit que si une fonction f localement intégrable sur |a, +oo[| 
(геѕр.] — oc, a|) et de signe constant admet une intégrale généralisée [^^ fit) dt 
(resp. dE, Fit) dt) convergente alors nécessairement f a pour limite Ü en + 
(resp. en —). 


19.2 Calcul des intégrales généralisées 


On retrouve pour l'intégrale généralisée les propriétés de l'intégrale de Riemann 
données au paragraphe 18.2.3 du chapitre 18. Nous ne les redonnons pas. On 
peut également établir pour l'intégrale généralisée une formule de changement 
de variable et une formule d'intégration par parties. Nous présentons dans ce 
paragraphe ces deux formules. 


19.2. Formule de changement de variable 


Proposition 18.2 (formule du changement de variable) Soit $ une 
bijection de ja, Ы dans le, 3| de classe C! et f une application continue sur 
la, 3|. L'intégrale de f sur |а, 3| est convergente si et seulement si l'intégrale 
de (f o) est convergente sur ja, H. On a alors, 


a h 
/ Дх) dz = | flott) x @'(e) dt. 
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Démonstration Remarquons que puisque ф est une bijection de |a, H dans 
ler, 31, il s'agit nécessairement d'une application strictement monotone. D'après 
la proposition 14.1, page 623, sa bijection réciproque est une application conti- 
nue et strictement monotone sur Ja, 2| (de méme sens de variation que 4). 
Supposons que ф soit strictement croissante (le cas oü $ est strictement dé- 
croissante se démontre de maniere analogue); on a alors 


lim фт)= et lim dr) = 
nat — 


> Supposons que l'intégrale de f soit convergente sur |a, 3[ et considérons un 
réel c Ela, bl. On a alors 


h Ë h 
f soto) 4t de= [ fet) to de | f x ec a 


En utilisant ia formule de changement de variable pour l'intégrale de Riemann 
(voir le théorème 18.2 p. 863) on obtient 


G dic) 
J rosea f" ` re) as 
TI dioi) 


та ra} 
d foor хе) а= f f(z) dz. 
E e 


[c] 


et 


Puisque lim fr) = a, que fe) elo, A| et que l'intégrale de f est convergente 
Tia" 

sur |æ, 3], on en déduit que l'intégrale généralisée LU fen t)) x e(t) dt converge 

et qu'elle est égale à pre fix) dr. De méme, puisque lm fire) = ñ, l'inté- 


grale généralisée n fiot) x 0 (r) dt converge et est De à 1 mir) ) dr. On 
а donc montré que si l'intégrale de f est convergente sur Je, 3] alors l'intégrale 
de (f o ó) x di sur Ja, b| est convergente et que 


h hic) B ñ 
J Filth) x H (t) dt = / fix) dr + fix) dr = Í fir) dr. 
£ af (x die) ш 


> Réciproquement, supposons que l'intégrale de (f o ó) x déi sur |a, Б soit 
convergente et considérons un réel + Ela, |. On a alors 


fir) dr = fir) dr + ” x) da. 
[roan f te) ax f 


Soit x1 Ela, 7[; puisque ф est une bijection (croissante) de ]a,b| dans Ja, A, 
il existe un unique réel c Ela, H tel que + = le) et il existe un unique réel 
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7, Ela. e| tel que x1 = gin), En utilisant la formule de changement de variable 
pour l'intégrale de Riemann, voir le théoréme 18.2 page 863, on obtient 


A 
fiz) dx 


EL 


die) © 
/ fle) de = Í HOO) x ai dt 
vk Ti 


с 


КФ) x étt dt 
g 1 ET i 


Puisque lim @ !(x1) = a et que l'intégrale de (f o) x & sur Ja, cl converge, 
mat 


on en déduit que l'intégrale f? f(x) dx converge vers [^ foi) x S'(t) dt. On 
vérifie par des arguments analogues que l'intégrale 1 fir) dr converge vers 


IN Felt} x ò (t) dt. Ainsi, si l'intégrale de (fo 6)6' sur |a, b| est convergente 
alors l'intégrale de f sur jer. J| est convergente et 


"i fix) dx 


f (otn et ace Í roe soe 


ü 
f fiet) e'(t) de. 


1 
Exemple Considérons l'intégrale généralisée Í sin(l1/x) dr et le changement 


D 
de variable т = 1/t. L'application à : t € |1, zm 1/t &]0,1] est une 
1 
bijection de classe C^ sur [1,+0[. L'intégrale / sin(l/z) dr converge si et 
d 


+9 ab 
"P gn t " | : 
seulement si l'intégrale | = dt converge. Nous établirons à la section 19.4 
1 


que cette derniere intégrale converge. 


En pratique, on utilisera les changements de variable dans une intégrale gé- 

néralisée avec prudence. On effectuera plutót le changement de variable pour 
ET 

l'intégrale fit) dt et on étudiera ensuite le comportement de l'intégrale 
Ti 

lorsque r; tend vers a et xo tend vers d. 


| H aretan t 
Exercice 2 Calculer l'intégrale n DI gH 
ü T 
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+ Q 
Les d. ELLA sin t 
D'après la proposition 19.3, l'intégrale Í 2x dt converge si et seulement 
т/2 
+ 
si l'intégrale ү EN dt converge et on a alors 


mig 


Nous établirons au paragraphe 19.4 que cette dernière intégrale converge. 


19.2.3 Exemples de référence 


Les exemples qui suivent sont trés importants car ils permettront, par compa- 
raison, d'établir des règles de convergence pour les intégrales généralisées. Dans 
cette section œ et 3 désignent deux réels. 


Intégrales de Riemann ` 


Ф B dr converge sia <1 
o И diverge sic 2 1 


® E d d converge sia>| 
1 ze diverge si oœ É 1 


En effet, pour tout réel œ la fonction f, : z — 1/z* est continue sur |0, +20], 
donc localement intégrable sur |0, -o[. Si œ Æ 1 une primitive de Ja est Fa : 
Ti neat Or F, admet une limite en Ü si et seulement si œ < let F 
admet une limite en +œ si et seulement si œ > 1. Par ailleurs, une primitive 
de x — 1/x est x + In x et la fonction logarithme n'a pas de limite ni en 0, 
ni en +50. 


1 
& ] Inr dr converge 
0 


TO ns converge = sia < Ü 
CH e"* dr . : 
0 diverge ві œ > Ü 


L 
La convergence de l'intégrale | Inr dz a été établie à l'exercice 1. L'applica- 


o 
tion z € [0, -ae[—— e°* est continue. donc elle est localement intégrable sur 


[0, Al et l'intégrale indéfinie 


F I r si œ = 0 
Xx) = е { = 1 e 1 É 
(x) f E et] => etl siazü 


(2) i ` ба : — 
On ne confondra pas les intégrales de Riemann définies iei avec la notion d'intégrale au 
sens de Riemann introduite au chapitre précédent. 


928 Critères de convergence 


a une limite en +00 si et seulement si œ < Ü. 


- p. 


& val / 7 — Lr converge sla > 1 
ïi 


— (LT Р e 
x(n AM diverge si œ < 1 


+E 


converge ` sic 1 
© va EQ, Ц. — Ô> d: k | 
a €]0,1| J r |in zf zi diverge Bi c = 1 


En effet, l'application ó: r erg, +000—+ Inr est une bijection de |а, aol dans 
Jina, Hoe) de classe CT. D'après la formule du changement de variable (voir la 
proposition 18.1 p. 835) pour a Є]1, +оо], l'intégrale sur |a, +20] de la fonction 
1 , TC 
J — Sins converge si et seulement si l'intégrale sur |а, +ос[ de la 
x (nr 
fonction т + 1/7" converge. Or cette dernière intégrale est une intégrale de 


+оо 
Riemann. On en déduit donc que l'intégrale / (шге dt converge si a > 1 
nt)" 


de 


et diverge si œ < 1. 


Le changement de variable défini par l'application à : x £]0, al— || per- 
met de montrer, par un raisonnement analogue, que pour a EQ, 1], l'intégrale 


"d Е | 
— ——z dr converge si œ > I et diverge si œ = l. 
о z|[Inz| 


D'une manière plus générale on peut montrer le résultat suivant. 


Intégrales de Bertrand 


кю h 
1 si del, x= € R 
e Va > 1. f z?(In =)" dr CONVETEE ou al 3 =], к>] 


et diverge dans les autres cas. 


š l gi 3 < 1, x € R 
D Va є 0, 11. —— d converge T i 
deel / тё |In z|" " S P ous Sal, arl 
et diverge dans les autres cas. 


ebe e ee zi 


Dans le cas oü 9 = 1 on retrouve les exemples 5 et 6. L'étude de la nature de 
ces intégrales généralisées dans le eas où 4 > 1 sera abordé page 935. 


19.3 Critères de convergence 


19.3.1 Remarques préliminaires 


Solent f une fonction localement intégrable sur l'intervalle Ja, bl, c Ela, b[ et 

r A К ЧИ ЖИГИ И dh | ЕЕ SS 

Fir) = F fit) de. On a vu que l'intégrak généralisée L fit) dt converge si 

et seulement si lim Fir) et lim Fir) existent. L'étude de la convergence 
e =b (k Ë T 

d'une intégrale généralisée se ramène donc à l'étude de l'existence de limites 

lorsque l'on connait une primitive de f. Toutefois il est intéressant de disposer 
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de critères permettant de conclure à la convergence ou à la divergence d'une 
intégrale généralisée lorsqu'une primitive de f n'est pas facilement calculable 
(par exemple pour dos (cos t)/t? dt). Nous allons présenter dans ce paragraphe 
un certain nombre de ces critères. 

Pour simplifier l'exposé des critères, on considere dans la suite une intégrale 
généralisée de la forme d fit) dt oü b € RU {+оо} et f est localement inté- 
grable sur [a,b[. Si f est localement intégrable sur Ja. b] avec a € RU (=c), 
on se ramène à la situation précédente par le changement de variable x = —t. 
Si f est localement intégrable sur la. b| avec a,b € R, on se ramène à la si- 
tuation précédente en étudiant la convergence des deux intégrales F fit) dt et 


JË f(t) dt où c Ela, bi 


Proposition 19.4 Soient f et g deur applications localement era sur 


la,b| et soient œ, 3 deux réels. Si les intégrales généralisées Ë Ft) dt et 


Fa 


b 
/ git) dt convergent alors l'intégrale généralisée | (af --3gWt) dt converge. 


п 


Démonstration Pour z € |a,b|, on a par linéarité de l'intégrale de Riemann 


Hir) = fer + gt) dt = af fit) dt raf a dt. 


b h 
Comme les intégrales généralisées / fit) dt et Î git) dt convergent, on en 


Hi їй 
déduit que Н admet une limite finie à gauche en b et par conséquent que 


b 
l'intégrale généralisée y (af + giit} dt converge. [i 


ATTENTION La réciproque est fausse : la fonction h = af + 8g peut 
avoir une intégrale généralisée convergente sur [a, b| sans pour autant 
que les fonctions f et g aient des intégrales généralisées convergentes 


sur |a, b[. Par exemple Ï 
2 


dt est une intégrale généralisée 


] — #2 
convergente puisque 
= 2 t-1]” — 1 
| 1-8 dt — ls = i et lim ln ï= Ü 
O 2 _ 1 l ; TM 
nar em pr Mais on n'écrira pas 


T3 2 Toe 1 xS 1 
D dw cham 
3 l-t 4 l-t a 1+? 


car les deux intégrales généralisées du membre de droite divergent. 


Hidden page 


L'intégrale généralisée 931 


Le résultat suivant est appelé « critère de Cauchy +. Peu pratique pour montrer 
qu'une intégrale généralisée est convergente, il se révèle néanmoins trés utile 
pour établir d'autres critères plus simples, eux, à manipuler. 


Theoreme 19.1 (critere de Cauchy) Soit f une application localement in- 


b 
tégrable sur |a, b| avec b € RU (+00). L'intégrale généralisée || fit) dt 


converge, si el seulement si, 
vee Rï 3%,ER V(u.v) € [a bl? 
(х. «ues eto |f fit) dt <e). 


Démonstration Remarquons que l'intégrale généralisée E fit} dt converge si 
l'application F définie sur [а, b| par F(x) = [7 fit) dt a une limite en b, c'est- 
à-dire (voir la définition 13.2 p. 569) s'il existe un réel 7 tel que 


VER WERI vrelab (|[r-b|«g-—-|F(r)-I|«z). (2) 


> Supposons dans un premier temps que l'intégrale généralisée Ë fit) dt converge 
et établissons le critere de Cauchy : 


үсе В; 3X.cR V(uv)e [a b? 


(X. <u<u < b= 


8 fit) ar <e): (3) 


b 
Soit e € R}. Puisque l'intégrale généralisée | fit) dt converge, d'après (2) 


l'assertion suivante est vraie : 
MERS veeladl (2-0 <n = IF) - I1 < 5). (4) 


Soient (u, v) € la,b[?, u < v, vérifiant |u—b| < net |v—b| < т. On a d'après (4), 


| fit) o = |Fíu) - F(v)| € (ш) — I| + |F(v) - J| < g. 
Г] 
Soit X, = b -— n. Si (uv) € [а, b Ë vérifie X, < u < v < b alors on a u < v, 
lu = bj < net |v — b| < ту. Оп en conclut que l'assertion (3) est vraie. 
> Supposons maintenant que 

ve cR! IX ER “(и v) € [a bf 2 

(X. < u < v < b =|/ f) at <e). 

Soit (Fl, une suite quelconque de réels de l'intervalle |a, b| convergeant vers b. 


Pour montrer que l'intégrale généralisée jJ fit) d£ converge, il suffit d'apres la 
proposition 19.5 de montrer que la suite de terme général F(r,) converge. 
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Démonstration Rappelons que pour a £]0. +20] l'intégrale de Riemann 


+ 
Í = di converge si et seulement si œ > 1. D'après le corollaire 19.1, si 
a 
Toc 


C = 
fit) Her alors les intégrales généralisées Fit) dt et Î m! dt sont 
ca O 


[2 
toutes les deux convergentes ou toutes les deux divergentes. 


Corollaire 19.3 (critère de Riemann) Soit f une application localement 
intégrable sur |0, a] à valeurs positives. 


C Р о à 
= alors l'intégrale généralisée 


X S'il eriste œ < 1 et C € R° tels que fit) 


ГА fit} dt converge. 
0 


Sc 
ü 


C 
K S'il existe œ 2 1 et C € R\ tels que fit) FE alors l'intégrale généralisée 


i Му ағ оне 


Démonstration Rappelons que pour a €]0, +oo| l'intégrale de Riemann 


e 

1 Ç; : š , 

J за dt converge si et seulement si œ < l. D'après le corollaire 19.1, si 
ü 


C u 
fit) PET alors les intégrales généralisées J fit) dt et J uu dt sont toutes 
ü Ü 


les deux convergentes ou toutes les deux divergentes. 


Remarques 


1. Il résulte de la proposition 19.7 que si f est une application localement 
intégrable sur (а, +20], à valeurs positives, telle qu'il existe œ > 1 vérifiant 


+56 
А lim t" f(t) = 0 alors l'intégrale généralisée / fit) dt converge. 


2. De méme, si f est une application localement intégrable sur ]0, а], à va- 
leurs positives, telle qu'il existe a < 1 vérifiant lim t" fit) = U alors l'intégrale 
Pe 


généralisée | fit) dt converge. 
0 


Exercice 4 Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes : 


т/2 + 1 l 1 m t 
1. | cost In(tant) dt hl ee dt d — 4 (o cR) 
ü o tvl+t ü te 
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19.5 Semi-convergence 


Definition 19.5 Soit f une application localement intégrable sur |a, H. On dit 
que l'intégrale généralisée p fit) dt est semi-convergente su s'agit d'une 


intégrale généralisée convergente mais pas d'une intégrale généralisée absolu- | 
ment convergente. 


Remarque Si f est une application localement intégrable sur |e, b| de signe 
constant et si l'intégrale généralisée d Fit} dt est convergente alors l'intégrale 
généralisée est absolument convergente. La notion d'intégrale semi-convergente 
n'a d'intérét que pour des fonctions qui ne sont pas de signe constant. 


фор а 
ZE sin t 

Exemple Nous avons vu que l'intégrale i Fa di ne converge pas abso- 

0 


lument. Montrons qu'elle converge, autrement dit qu'il s'agit d'une intégrale 
semi-convergente. La fonction t — sin(f)/t est prolongeable par continuité en 
0, donc localement intégrable sur (0. --2c|. En utilisant la formule d'intégration 
par partie pour les intégrales généralisées on obtient 


Pour tout t € [1, +oe[, on a |cos(£)/t*| € l/t*. Puisque l'intégrale de Rie- 


T le COS i 
mann Î ü dt converge, on en déduit que l'intégrale / -r dt est ab- 
| 


solument convergente et que par conséquent elle converge. Ainsi, l'intégrale 
+°> sin 

d X dt converge et il s'agit donc d'une intégrale semi-convergente pilis- 
T 

qu'elle ne converge pas absolument. 


Il n'existe pas de critère simple pour établir qu'une intégrale est semi-convergente. 
Le théorème d'Abel, que nous admettrons, permet de traiter certains cas de 
semi-convergence. 


Théorème 19.4 (théorème d'Abel) Soient f etg deur applications locale- 
ment intégrables sur (a, --ox|. 5i les deur conditions suivantes sont satisfaites, 


1. l'application f est positive, décroissante sur la, +оо] et lim fir) 20; 
Fr 


2. M eriste un réel M > 0 tel que pour tout x € [a, +0], on ait 


| git) del < M; 


xn 
alors l'intégrale | fit) git) dt est convergente. 
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2 - Montrer que Vr € R,e* 2 I + xz. En déduire que 


2 E Ke 
vneN*' web et < (1+5) 


n 
el que 


2 PE 
° 3 t 
vn € N'vt € (0, ут] e > (1 - =) . 
3 - En considérant le changement de variable t = masin т montrer que 


Vn {2 t 
Í (1 = =) dt vn Dingi- 
ü п 


i - En considérant le changement de variable t = nitan x montrer que 


4%; {2 — тұ 
Î (i * =) dt = vn Tong. 
o rt 


"m "d Š S ; Р T 
5 - En déduire, en utilisant le résultat rappelé en début d'exercice, que Ï = væ 


Exercice B Om considère la fonction T. définie par 


г) = Í at =l gi. 
ü 


] - Montrer que le domaine de définition de la fonction T est RY. 


2 - Montrer que pour tout réel x strictement positif. Dir + 1) = zl(z) En 
déduire que pour tout entier n non nul, Tin) = (n = IN. 
J - Montrer que pour tout réel t strictement positif fixé, l'application 


Qr: œ € R7 tt est convere. En déduire que l'application T est convere 
sur R3. 


MA : 1 
4 - On admet que l'application Г est continue sur R7? . Montrer que l'(r) = =. 
o 


I 


est la fonction de densité de la loi normale ATO, 13. Ce résultat permet de montrer que 


+= | өз 2 үче _@ 2 f+ a 
yiti di = 2 AD dt = —— r a= = Í 77 фа = 1. 
Lë f (t) J fv (t) = е =Í =“ a 


Autrement dit, que f» est bien une loi de probabilité (il est en effet évident que f» est 
positive). Mentionnons enfin que cette verification peut se faire de manière beaucoup plus 
rapide en utilisant des résultats concernant l'intégrale double. 
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Exercice 9 On considère les fonctions F et G définies par 


+° sin? (fr) : + sin (te) 
Fir) = / n di er Gr) = | GO 8) di 


I - Determiner les ensembles de définition de F et G. Etudier la parité de ces 
fonctions. 
2- Montrer que pour tout z € E, on a Fir) = |z] F(1). 


3- Montrer que pour tout x € R, on a Fir) — Gir) < 7/2. En déduire un 
équivalent de G au voisinage de +00. 


19.7 Solution des exercices 


Solution de l'exercice 1 


1 - L'application logarithme est continue sur |0, 1], donc elle est localement 
intégrable sur JO, 1] et l'intégrale indéfinie 


I 1 
Fs) = Í Int dt = [tint — + = —zr|]nz+z-1 


admet pour limite —1 à droite en 0. Donc l'intégrale Js lng dr converge et 
vaut —1. 


1 
wer: continue sur IO. ЦО, Acel, Elle est done 
localement intégrable sur chacun des intervalles [0,1[ et ]1,-кос{. Pour tout 


re (0, 1| on a 


2 - La fonction f : t — 


Ра) = | a Ë the] = argth x 
E Ü i — 1? E 5 n — 5 


1 
1 

et lim Fir) = +00. Оп en déduit que l'intégrale généralisée | 1-8 di 
4 ES 


r-41 
1 


TS 
diverge et qu'il en va donc de méme de l'intégrale | 1-8 dt. 
À = 


3 - La fonction f : t est continue sur |0, 1[U]1, 4-oc|. Elle est 


1 
— = 
via-#| 
donc localement intégrable sur chacun des intervalles [0, 1| et ]1, -oe[. Pour 
tout ze [0, 1] on a 


Fiir) = K fit) dt = [ = dt = [arcsin t] = nresin.r 


et lim Fiir} = 3 Qn en déduit que l'intégrale généralisée | 
Ér-1-7 


vl mm 


converge. Soient a Є|1, +00] et zeit, al. On a 


Fals) = | f) des [А == аре 


argch t| = argcha — argch r 
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et Jim Fslz) = argch a. On en déduit que l'intégrale généralisée | rer. b 
—t 


converge. Pour т Ela, +əs[ on a 


Pea Í f (t) dt = / -— largeh t|" — argch z — argcha 
Œ o а 


+ 
et lim Fair) = +оо, On en déduit que l'intégrale généralisée | = di 


+ 1 


— dé 
o Ns — | 


diverge et qu'il en est donc de méme de l'intégrale généralisée 


Solution de l'exercice 2 


Considérons la fonction de changement de variable à : t € (0, +00|— arctan t. 
Cette fonction est de classe C! sur (0, Aal (elle est méme de classe CF sur 
[U, +ос[) de dérivée l'application 


1 
te DI Ton lH 


Il s'agit d'une bijection dont la bijection réciproque est r € [0,#/2[-— tan x. 
On a donc par la formule de changement de variable, 


TS arctan f Ten nt 1 evi m 
dt = t) o'tt) dt = z dr => (5 mi. 
J BESCH out) e u) Î PES 2) 8 


Solution de l'exercice 3 


1-51 lim fi) = +00, alors 
tt glt) 


WER MER, wel (t-6 <m = pn) 


git) 
Prenons к = 1. ЇЇ existe alors un réel m strictement positif tel que pour tout 
te [b-n bl ona fit) > ait). D'après le principe de comparaison , on déduit de 
cette majoration que si l'intégrale généralisée IN git) dé diverge alors l'intégrale 
generalisee E fir) dt diverge aussi. 


2 - Soient a el), +əoÍ et 8 < 1. Il existe un réel e strictement positif tel que 
2 = 1 — 2e. Soit f la fonction à valeurs positives définie sur [а, +ос( par 


1 


N Ta 


"T'war le théorème 19.2. 
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On a l'équivalent suivant : 


cost In(tant) = Int. 
Q+ 


On peut conclure à la convergence de l'intégrale généralisée par le corollaire 19.1, 


mid 
р. 936, puisque n In t dt est une intégrale de Bertrand convergente. 
ü 


2 - La fonction f : t = est continue sur |0, 4-»c[, donc localement 


1 
| vlt 
intégrable sur |Ü, +aof. Elle est strictement positive sur cet intervalle. On a 
; 1 
E 
WER 


donc, d'après le corollaire 19.3, l'intégrale généralisée i f(t) dt diverge. On 
peut remarquer que 
1 1 l 
fl) = —— =—— 5 


t 


et par conséquent, d'après le corollaire 19.2, en déduire que l'intégrale généra- 
lisée f ^ f(t) dt converge. 


i | l — cost 
3 - Pour tout réel o, la fonction f : t i= — est continue sur ]a, 1]. donc 


elle est localement intégrable sur cet intervalle. Cette fonction est positive sur 
10, П et on a 


On en déduit, d'apres le corollaire 19.3, que l'intégrale généralisée Er fit) dt 
converge si et seulement si œ — 2 < 1, autrement dit si œ < 3. 


Solution de l'exercice 5 


" s 
1 - La fonction f : ti n 


intégrable sur cet intervalle. La fonction f est positive sur JO, v] et 


est continue sur |0, +00] ; elle est donc localement 


On en déduit, d'apres le corollaire 19.1, que l'intégrale généralisée Ae Fit) dt 


converge puisque l'intégrale du 1/ Vt dt est une intégrale de Riemann conver- 
gente. Par ailleurs pour tout t € (т, +00] on a 


1 
fit) < B 
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D'après le théorème 19.4, l'intégrale généralisée I > f(t) dt converge car l'in- 
tégrale [7° 1/17? dt est une intégrale de Riemann convergente. 


: 3 
| H | 
2 - La fonction f : t + cost — est continue sur |0, +oof. Elle est 


prolongeable par continuité en Ü en posant f(0) = 1. La fonction f est donc 
localement intégrable sur [0, Al. Pour tout t € R$ on a 


| 3 
sim Ê 


D'après le théorème 19.4, l'intégrale généralisée d fit} dt converge car l'in- 
tégrale f, ^^ 1/83 dt est une intégrale de Riemann convergente. 


ch(4/t) — cos( /t) 
GO) 
positive puisque la fonction cosinus hyperbolique est minorée par 1 alors que 
la fonction cosinus est majorée par 1. En utilisant les développements limités 

d'ordre 2 en Ü de cosinus et cosinus hvperbolique, on obtient 


З - La fonction f : t = est continue sur |0, +oo[. Elle est 


ch vi — cos vi = (1+ &2^ - (1 - 7) + oolt) = t + og(t) 
donc 1 
f(t) > A 


On en déduit, d'après le corollaire 18.3, que l'intégrale généralisée n fit) dt 
converge. Au voisinage de +00 on a 


ev 
Щу = т” Ж cos( vt) = o. (ch( vt). 
Оп a done 
evt 
mr 


Or pour t € B4, evi > 1. Puisque T dt diverge, on en déduit par le 
+00 evt 
théoréme 19.2 qu'il en est de même de l'intégrale généralisée Í T dt. Fi- 


1 
nalement, d'apres le corollaire 19.1, on peut conclure que l'intégrale généralisée 
Tor D 
fo fit) dt diverge. 
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Solution de l'exercice 6 


Considérons l'application f : t €]0, +-0с[— et In(1 + £)/t?. Cette applica- 
tion est continue, donc localement Riemann intégrable sur |0, tz), Elle est 
clairement positive. 


Intéressons-nous au comportement de f au voisinage de 0. Quelle que soit la 
valeur de а, on ae" = let In(14- t) d donc fit} = 1/t?^-!, Or l'intégrale 
0+ 0 0+ 


i 
généralisée / 5 di converge si, et seulement si, + < 1; une condition néces- 
Ü 


1 
saire et suffisante pour que l'intégrale généralisée | ДЕ) dt converge est donc 
ü 
que 3 « 2. 


Intéressons-nous maintenant au comportement de f au voisinage de +00. 
"EM 
1.51 œ < 0 alors lim fit) = + et l'intégrale généralisée J fit) dt 
ar i 


diverge d'aprés la proposition 19.1. 


2.5i œ = 0, puisque In(1 + t) ~ In(t) on a f(t) ~ In(t)/t?. Or l'intégrale 
she OK + 


п dt converge si, et seulement si, 3 > 1. 


Donc, une condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale généralisée 
+ 


1 
ns lng 
généralisée de Bertrand j ч) 
ü i 


fit) dt converge est que 2 > 1. 
1 


3. oi œ > Ü alors d'apres la proposition 19.7, l'intégrale généralisée converge 
quelle que soit la valeur de 3 car on a „lim Zoe = Ü et / u 3 dt 
converge. 

T Tan + t) 

et Ï €| — oc, 2| ou si œ = Ü et dell, 21. Elle diverge dans les autres cas. 


En conclusion. l'intégrale généralisée dt converge si a > 0 


Solution de l'exercice 7 


e E dac 
l - La fonction t =+ et est continue sur |0, --oc[. donc est localement inté- 


grable sur [0, +00|. Elle est positive et et = O+ (1/47). Puisque l'intégrale 


Tox 
| e dt est une intégrale généralisée convergente, on en déduit par la pro- 


Tox 
Fast d 
position 19.7 que / ef dt converge. 
1 


2 - Appliquons la formule de Taylor à l'ordre 2 à la fonction exponentielle (qui 
est de classe CF sur E] : pour tout réel x, il existe un réel c dans l'intervalle 
d'extrémités Ü et z tel que 


T 
E DU 
ef = e + re! + SE 
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. = ° m 
Puisque >° est toujours positif, on a 


e" > 1 + z. (6) 


Soient f un réel et n un entier non nul. Appliquons la relation (6) en prenant 
г = (т. On obtient la majoration 


Finalement, 
2 ау" 
et < (1 => =) 
n 

Appliquons la relation (6) en prenant z = —!?/n. On obtient la majoration 

2, і 

et Jn = {ыы =: 

TE 


Si t € [0, yn] alors 1 — t*/n > 0 et puisque les fonctions puissances entières 
sont croissantes sur [0, +0]. 


3 - Considérons l'application 

ó : 7 E [0,7/2] => Vnsinz. 
Cette application est de classe C! sur [0,7/2] et 

¢ : œ E [0,7/2] — n cos r. 


En utilisant la formule de changement de variable dans une intégrale de Rie- 
mann, (voir le théoréme 18.4 p. 844) on obtient 


ez {2 п 
L. е) 
éi0) T" 
md a 
[ (1—sim'(r)) ner de 
0 —  ——ə—Ə M mmm 
= f(x) = (z) 
ai 
vn f (cosz)2nTtl dr = yn Баа. 
0 


— 
E 
QST. 

= 

| 
z|% 
` = ase 
a 

= 

эч. 

H 
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4 - Considérons l'application 
w: x E 10, r /2] — Yn tan т. 
Cette application est de classe C! sur [0, 7/2] et 


y : œ € [0, 7/2) — vn(l + tan? z). 


En utilisant la formule de changement de variable dans une intégrale généralisée 


(voir la proposition 19.2) on obtient 


Jos p vis fäi Ek 
f ( + =) dt = J (1 + =) dt 
0 n e(t) Tt 


r /2 
d (1+ tan?(z)) " mll + tan? т) dr 
D m! 


= fiyr(r)) = vr) 


z/2 
va | (1 + tan? z)-"H dr 
o 


т/а 
vn | (cos zl" Hl dz = 
Ü 


Vn San. 


5 - On déduit des calculs précédents les majorations suivantes 


Ton š Amen DAC 
n ef dt < / (1 = =) dt = vn Tana, 
0 0 n 


TU 2 yn 3 yn “où ^ 
/ ef dt > | o at > f (1+5) dt = 
ü ü Ü n 


en utilisant le fait que la fonction t = + et est positive sur [0, +o0[. On en 


conclut que pour tout entier n non nul, 


de cma 
vn Jani d et dt < Мп In-2- 
ü 


T 
Or In Se? Van donc 
T T 


I cu al — ét Гас ~ 4/= 
Intl ^ N ana / 


et par conséquent 


а | 


lim vn loni = lim vn I5n41 = үз: 
m— ++ n= 4 


(7) 
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La fonction u x v admet pour limite 0 en 0* et en + donc 
TUN Too "еш 
Í e t" dt - | et rt! dt = z | et gi dt = zT (z). 
ü ü ü 


On a done établi que pour tout réel z ei, Acel, Tiz + 1) = zT (z). 


Vérifions par récurrence que pour tout entier п non nul on a l'(n) = (n — 1}! 
La relation est vraie pour n = 1 puisque 


ü 


+26 
Г{1) = i et dt = Le" MECH ET) 
ü 
Supposons la relation vraie pour un entier n donné. On a alors 
Tin +1) = nlin) = nin = 1)! = mi. 


La récurrence est achevée. 
3 - Considérons pour tout réel t strictement positif fixé, l'application g : z € 
Ri => t*-!, Cette application est de classe C® sur Rå et 


9; : œ € R$ r+ (ntt. 


La dérivée seconde de g est donc une application positive. D'après la propo- 
sition 16.11, page 739, on peut en déduire que g, est une application convexe 
sur R°. 

Vérifions maintenant que Г est une application convexe sur RY, On ne peut 
pas utiliser le méme raisonnement que pour g, car nous ne savons pas si Г 
est dérivable et nous ne connaissons de toute façon pas sa dérivée. On revient 
donc à la définition de la convexité (définition 16.7 p. 737). Soient A € [0,11 et 
ix y) € Ri. Remarquons que pour tout т € R] 


Toe 
(x) = | et gele) dt. 
n 
Par ailleurs, puisque g; est convexe sur AÏ on a 


gr Am + (1 — Ady) < Agel) + (1 — A) Ge [9]. 


On en déduit que 


l(Ar + (1 — Aly) 


Lt e (Ат + (1 — А)у) dt 
Ü 


La 


Î = (лоо) + (1-2) ge(9)) at 


+ +% 
=> À | et gele) ë+ (1-5) J et piy) di 
= ATf(z)+ (1 A)T {y}. 
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Les fonctions F et G sont paires puisque 


+ de kon „s. 2 
Fi-x) = f EC di = | sin (tz) dt = F(z) 
D ü 


t {2 
_ Г" sin^(—tz) BE sem sin (tr) u 
Gi-r) d GO + 2) d£ = | GO 12) dt = Clr). 


2 - Supposons r > Ü et considérons le changement de variable défini par la 
bijection @ : t € [0, +oc| — tz € [0, +oo| de classe CT. On a 


FE + zin itr) *** sin (dt) T 
Fix) - Í a Ü =a d gr ` $ (e) dé 


Е sin’ sin^(u) | EM 
=ef =" ди =2 POL 


On a done Fir) = |z|F(1) pour tout réel x positif. Par ailleurs F(0) = 0 = 
Ох F(1). Puisque F est une application paire, on a pour r < 0, 


FOR cO m a e -x F(1) = |z| F(1). 


>ü 


La relation est donc vraie pour tout réel x. 


3 - Pour tout z € R et t € [0, +o] on a 


sin (tz sin 
h-a) = “ш - Ea e). = = 05, 


On en déduit, puisque D < sin2(Er) € 1, que 


D< felt) - gel) € = 


puis, d'après la proposition 18.4, page 844, que 
+ 00 no 1 
o< f (fælt) — 9. (£)) asf ; =; dt. 
ü ü 


Fœ `j te т 
От / 75 dt = [arctan |, = 2 d'ou l'encadrement 
D 


0 < F(z) - G(z) < 5 vr € R. 


Puisque F(r) = |z| F(1). on a pour z =]0, +oo| 


Gir) T 


0<1- B 
zF(1) ` Ze F(1) 
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CHAPITRE 20 


Equations différentielles linéaires 


20.1 Définitions et terminologie 


Beaucoup de problèmes physiques se ramènent à la recherche d'une fonction 
donnée de manière implicite par une relation la liant à ses dérivées successives. 
Une relation liant une fonction d'une variable réelle à ses dérivées est appelée 
équation différentielle. Il est d'usage de noter y la fonction inconnue dans 
l'équation différentielle. On note habituellement # la variable réelle dont dépend 
la solution de l'équation différentielle (cette notation est justifiée par le fait que 
dans de nombreux problèmes physiques la solution de l'équation différentielle 
considérée est une fonction du temps). L'ordre de dérivation le plus élevé de la 
fonction inconnue apparaissant dans l'équation différentielle est appelé ordre 
de l'équation différentielle. D'une maniere générale, une équation différen- 
tielle d'ordre n est de la forme 


(E Flitt, gr DD ge) =0 


oü F est une application définie sur une partie de R"*? à valeurs dans R. 


On appelle solution sur l'intervalle I de l'équation différentielle (E) toute 
application $ définie sur J, admettant des dérivées jusqu'à l'ordre n sur I et 
dont les dérivées ф',..., 9? vérifient 


F (t e(t), éi... g" (e), e»t) 20 Vel. 


Exemple Selon la loi de Нооке '', la force S requise pour allonger un ressort 
de £ mètres au-delà de sa longueur naturelle est donnée par f(£) = k x Ë 
ой ke RY est le coefficient d'élasticité du ressort. Si la position d'un corps de 
masse m suspendu au ressort est repéré sur un axe vertical orienté positivement 
vers le bas dont l'origine correspond à la position d'équilibre, le mouvement de 
celui-ci en fonction du temps f, après avoir été tiré vers le bas puis relâché, est 
donné par la fonction t =+ y(t} solution de l'équation différentielle 


} k 
(E) — y'"(t) + — y(t) = 0. 
m 


(U Нооке, Robert (1635, Île de Wight = 1703, Londres). 


gos Definitions et terminologie 
Ici, l'équation ditférentielle est d'ordre 2 et on a 
F : (ri. ta. Za Za) € R? — ma + "E 


L'application $ : t € R ++ cos(/k/m t) est une solution sur R de l'équation 
différentielle (Ел) puisque pour tout t € R. 


eg + À ole) = — (kim) cos ( km t) + Ë cos ( k/m t - 0. 


TTE 


Par un calcul analogue, on peut vérifier que toutes les fonctions de la forme 


tc R — C; cos [ /k/m t) + Ca sin ( kim t) 


où C, et Co désignent deux constantes réelles, sont solutions de l'équation 


différentielle (E; ). 


Par le terme solution générale d'une équation différentielle, on désigne un 
représentant de l'ensemble des solutions. L'une des solutions de l'équation diffé- 
rentielle sera appelée solution particuliére. On appelle courbes intégrales 
d'une équation différentielle les courbes représentatives des solutions de l'équa- 
tion. 


Les lois de la physique conduisent à considérer des équations differentielles, 
mais ces équations ne suffisent pas pour déterminer complètement la solution 
du probléme physique. Pour choisir entre les différentes solutions d'une équa- 
tion différentielle, il faut posséder d'autres données qui dépendent de la nature 
du probléme, par exemple des conditions initiales. Ainsi pour l'exemple pré- 
cédent, la solution est déterminée si l'on impose qu'à l'instant initial t = ü le 
ressort est tiré de 20 cm vers le bas puis reläche avec une vitesse ascensionnelle 
de 2 m/s. On a alors les conditions initiales y(0) = 1/5 et 1 (0) = —2 et il 
existe une seule solution de l'équation différentielle (Ej) qui satisfait ces deux 
conditions initiales. 0 s'agit de la fonction 


t€ R— = cos (v/m i) -2 sin (VEI 1). 


Une équation différentielle est également caractérisée par son caractère linéaire 
ou non. L'équation différentielle Fit uit), y (£),..., qp "P (t), y (2)) = 0 est 
dite linéaire lorsque pour t € R fixé, 


est une forme linéaire (voir la definition 9.1, p. 355). Dans ce cas, l'équation 
différentielle est de la forme 


an UO (t) +a, a Oy (t) +... an (ta! (t) + ao(t)u(t) = g(t) 


Ol dp, ..., An €t g sont des fonctions réelles d'une variable réelle. Les deux 
propriétés caractéristiques d'une équation différentielle linéaire sont : 
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1. l'équation est combinaison linéaire de la fonction inconnue y et de ses déri- 
vées ; 


2. les coefficients ag, ..., än de la combinaison linéaire ne dépendent que de la 
variable t et pas de l'inconnue y. 


Une équation différentielle linéaire d'ordre n est dite normalisée si a, = 1. 


Une équation différentielle qui n'est pas linéaire est dite non linéaire. Par 
exemple, les équations 


(1-- y(t)) x y (t) -2y(t) =e", y'(t) -sin(y(t) 20, y"(t) + y^ (1) = 0, 


sont des équations differentielles non linéaires. 


L'étude d'une équation différentielle inclut. l'étude de l'existence d'une solu- 
tion. Nous n'aborderons pas cet aspect. Pour les équations différentielles que 
nous étudierons, l'existence de solutions résultera de leurs calculs. Nous nous 
restreindrons dans ce cours à l'étude des équations différentielles linéaires du 
premier ordre et des équations différentielles linéaires du second ordre à coeffi- 
cients constants. 


20.2 Equations différentielles linéaires du premier ordre 


Dans l'étude théorique des équations différentielles linéaires du premier ordre 
que nous allons effectuer, nous considérerons des équations différentielles nor- 
malisées. Nous nous intéresserons d'abord aux équations différentielles homo- 
genes [c'est-à-dire dont « le second membre > est nul) puis aux équations dif- 
férentielles non homogènes. Cette démarche est également celle qui est suivie 
lors de la résolution effective d'une équation différentielle. 


20.2.1 Normalisation d'une équation différentielle 


soient J un intervalle non vide de R et 0,9, + trois applications continues 
de I dans Е. On suppose que l'application œ n'est pas identiquement nulle. 
L'équation différentielle linéaire du premier ordre 


(E) o(ty(t) + S(t)y(t) = (t) 
admet pour forme normalisée l'équation différentielle linéaire du premier ordre 


a ' KD _ (t) 

(Ea) vit) + a = S 
L'équation différentielle (E) est définie pour tout t € I alors que l'équation 
différentielle (En) n'est définie que pour les valeurs de t pour lesquelles œ ne 
s’annule pas. Si l'application œ est de signe constant sur J, les deux équations 
sont définies sur J. Par contre si l'application œ admet des zéros, l'équation 
différentielle (E„) n'est pas définie sur tout l'intervalle I mais sur un sous- 
ensemble J de I. Remarquons que toute solution de l'équation (E) est solution 
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de l'équation (E, ) sur le sous-ensemble J de [ой celle-ci est définie. Par contre, 
une fois déterminées les solutions de l'équation (Ej) sur J, se pose le probleme 
de l'existence sur 7 d'une solution de l'équation (E). 

Supposons, pour simplifier, que l'application o : 1 — R s'annule en une seule 
valeur fg (dans l'intérieur) de f., autrement dit, qu'il existe fg € T tel que 
alto) = Oet vt € TV {tot alt) #0. Désignons par Г l'intervalle | — oo, tol et 
par J; l'intervalle |, -5c[ ПЛ. Le problème de l'existence d'une solution sur I 
à l'équation (E) consiste à étudier s'il existe une application ¢ continue sur f 


1. dant la restriction à l'intervalle / soit solution de l'équation différentielle 
(Enl considérée sur H. 


2. dont la restriction à l'intervalle P, soit solution de l'équation différentielle 
(E4) considérée sur Г, 
3. qui soit dérivable en ta. 


On aura alors automatiquement «(tolé (fo) + 3(tg)ó(fa) = (to). En effet, 
d'apres l'équation (E). on a 


34 — 3ityelt) 


CH (f) = alt) 


vtel x {to} 


et puisque alt) = 0, si vig) = SOF løfte) Æ 0 alors o ne serait pas derivable 
en lo car on aurait 
lim oft) = +оо k € {1,2}. 


LT IT 


Remarquons que l'on a aussi 


Xu) Bie) 
alt) alt) 


oft) = et) vt € F^ (tol. 
Par conséquent, si les deux applications v/e et fa ont une limite quand € 


tend vers £j alors ó est dérivable en fo et fournit une solution de l'équation 
différentielle (E. 


Exemple L'équation différentielle linéaire du premier ordre 
(Ез) 2ty'(t)- yit) = 


admet pour équation normalisée associée l'équation différentielle 


(Ean) (+ 5 y(t) = 0. 
L'équation (Es) est définie pour t € R alors que l'équation (Es) est définie 
pour te R*. On recherchera dans un premier temps les solutions de l'équa- 
tion (Es) sur chacun des intervalles 10, +00| et | — oc, Q|. On étudiera ensuite 
l'existence d'une fonction ó dérivable sur R, solution de I’ équation (Ez) sur 
chacun des intervalles | — se, 0] et |0, +< [. 
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Démonstration L'application € —— alt) étant continue sur I, elle admet une 
primitive А sur Í qui est une application continue sur Г. L'application t — bit) 
étant continue sur I, l'application t =+ b(t)e^! est également continue et 
admet done une primitive B, sur I. Pour démontrer la proposition 20.2, il suffit, 
d'après le théorème 20.2, de montrer que l'application y; : te J — Bi(t)e- 200 
est une solution particulière de l'équation différentielle (E). Pour tout t € I. 


yit) = (Bi (tje 4? )' = Bj (tje AC) — A'(t) B. (t)e At 
= b(t)e De MD _ arte = bit) — a(t) B, (t)e 9, 


On en déduit 
yit) + alti (t) = bit) — alt} Bi (tje ^1? + alt) B (t)e 449 = щт), 


ce qui montre que l'application y; est bien une solution particuliere de l'équation 
différentielle (E). = 


Exemple Considérons à nouveau sur |0, 7/2) l'équation différentielle 


y(t) 
E, t) + — = 2cost. 
(Eu) y (e) tan t 
Опаа: ѓе |0, т/2[—+ 1/ tant et b : t €]0,—/2[— 2cost. Une primitive de a 
est 


Alt) = [46 dt = In(sin t) 
et on en déduit que pour tout t €l0. 7/2], 


b(t)e ^ = 2 cog t clnisint? = 2 cos t sin t = sin(2t). 


EI DN 


Une primitive de t €]0, 7/2[—9 bitje" est 


B, :t € ]0, r /2/ = -; cos(2t). 


On déduit de la proposition 20.2 que les solutions de (E4) sont toutes les fonc- 


tions de la forme (2t) 
K coal 2i 

Er ar = — 

У ] a | sint Zsint 


où x désigne un réel. Remarquons que cos(24) = 1 — 2sin? t et, par conséquent, 
que 

cosi 21 — 1/2 C 
M NN ( Lor / + sin f = —— + sin f 
sin f 2 sin t sint sim À 


où C = к— 1/2 désigne un réel. On retrouve bien le méme ensemble de solutions 
que celui obtenu dans l'exemple précédent. 
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oü А désigne une primitive de a sur I. On peut se demander s'il existe une 
solution particulière de (E) de la forme 

int) = Cit) glt) pour tout t E I 


où C est une application derivable sur J. Dans ce cas, on disposerait d'un moyen 
commode pour calculer une solution particuliére de l'équation différentielle (E) 
sans avoir à retenir le résultat de la proposition 20.2. Nous allons voir que (E) 
admet effectivement une telle solution particuliere. 8i y; = C m est solution 
de (E), on a les équivalences : 


Vte I wt)-a(t)m(t) = blt) 


vteI (C(t)go(t)) 4a(t]C(t)go(t) = bit) 


1 1 


Vt € I C'(t)ga(t) + C(t)go[t) + alt)C(t)golt) = bit) 


vt EÉ I C'(t)go(t) + C(t) (900) + alt)golt)) = bit) 
—n—,QOoswx+Ə-əñ@@AM—— 
nul car go sol. de (En) 
vtei C'{tigolt) = bit) 
hit) 
golt) 


car la fonction gu ne s'annule pas sur F. L'équation différentielle (E) admet 
donc bien une solution particulière de la forme y; = Con ой 


ï 


=> Vel e = f 


bit ` 
Ct) = RL dt = Lo dt = B, (t) Vt c Г. 
golt) 
On dispose ainsi d'un moyen caleulatoire simple pour déterminer une solution 
particulière yı de (E) : on cherche une solution particuliere de la forme 


yı ite I C(t) glt) 


où la fonction inconnue ё H+ C't) est déterminée en exprimant que la fonction 
ti Ct) go(t) doit satisfaire l'équation différentielle (E) (comme cela a été 
fait dans les équivalences précédentes). 

Cette méthode de calcul d'une solution particulière de (E) à partir de la solution 
générale de (Ep) est appelée méthode de la variation de la constante. 
Cette dénomination tire son origine du fait que si yg : £ € J — ker AD, 
x € R, est la solution générale de l'équation différentielle homogene associée 
à (E), on cherche une solution particulière de l'équation (E) qui soit de la 
forme y; : t € J => C(t)e- ^! où C est une application dérivable sur f. 
Formellement, on remplace la constante к par une application dérivable C, 
autrement dit < on suppose que la constante к varie en fonction de t x. 


Nous détaillons dans l'exemple suivant la maniere d'utiliser la méthode de la 
variation de la constante. 


DER Equations différentielles linéaires du premier ordre 


Exemple Considérons sur JO, 7/2 l'équation différentielle 


(Ea) ya) ZO = 2 cos t. 
tant 


Nous avons vu que la solution générale de l'équation homogene associée est 


yo : t € |0, 7/2| — 


sin £ 


oü к € R. Utilisons la méthode de la variation de la constante pour calculer 
une solution particulière de cette équation. On cherche une solution уу, définie 
sur 10, z/2|. qui soit de la forme suivante : 


init) = - vt & |0, r /2[. 
sint 


On a pour tout t € 0, r /2/, 


nn. C (t)snt -C(t)cost  C'(t) 1 Cit) 
pit) = — — = - —-— 
sin” t sin À tan f sin f 


Puisque y; est supposée étre une solution particulière de l'équation (E4). on 
doit avoir pour tout t € Jü, + / 2]. 


(t) 
(gy + AVI = gent 
yilt) tant u 


autrement dit la fonction C' doit vérifier 


dÉ 1 cl "(t 
CU) 10080, 1 Ct] 


= L cos t. 


sint tant sint tant sint 
Pour que y; soit solution de l'équation différentielle (E4), on doit donc avoir 
C'(t) = 2cos t sint Vt € |0, x /2]|. 


ce qui impose 
C :t € ]D, r/2[—. sin? t + K. K € R. (1) 


Puisqu'on est intéressé par une seule solution particulière, on choisit généra- 
lement K = 0. On a alors pour tout t Є 10, 7/21, nit) = CE) sint = sint. 
Finalement, une solution particulière de l'équation différentielle est 

yi t € |O. r /2] — sint 
et la solution générale est 


" 
y : t Elt. т/2[— sint + == oü «cR. 
sin £ 


Signalons qu'en pratique il est possible de simplifier notablement les calculs 
en conservant, sans l'expliciter, l'expression de la solution particulière yy en 
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variable pour une primitive (voir la proposition 18.13, p. 855) on a 


4 ò (t) l 


rTmgt| 
_ L, Luk: ` 2 ыйы: 
= [2 Ian 2 N-v-t 
1 (= d 
= — ln — |. 
2 vy-—t—1 


On obtient done pour solution particulière de l'équation {En} sur | — оо, —1| la 
fonction уу définie par 


RT TES === 


vy —t — 1 


C(t) 1 ESCH 


> Recherche d'une solution particulière sur | = 1,0]. 


On recherche une solution particulière de l'équation (Ea) sur | — 1. 0[ qui soit 
de la forme 
in : t g] — 1.0 C(t]go(t) 


1 
oü go: t €] – ос, —1|—5 = et C désigne ici une fonction dérivable inconnue. 


v 
On est amené à faire un calcul analogue à celui effectué dans le cas précédent. 
On obtient que la fonction inconnue © doit donc avoir pour dérivée en t € 


] - 1,01, 
- 1 NER =t P 1 
— 2t(t--1)go(  2t(t--1) — 24—t(1- ty 


Pour obtenir l'expression de C' il faut déterminer une primitive de 


C'(t) 


1 
+ 


Pour calculer cette primitive, considérons le changement de variable défini par 
g: t €]-1,0(K= fet. D'après la première formule de changement de variable 


pour une primitive on a 
e(t) / 1 
~ d! = — d 
Ir | er t 


[argth z] 


Cit) 


zeit) 


= 
zeen = argth( v —t). 

On obtient done pour solution particulière de l'équation (Е, ) sur | ~ 1,0[ la 
fonction уу définie par 


CD (EN, 


2 D 


V VE At 


milt) = 
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> Solution générale sur |0, +, 
La solution générale de l'équation (E,,) sur |0, +e] est 


Ka ` arctan(s/t) 


vi vi 


Étude des solutions de l'équation (E) 


y:t € }0, Hoef кз € Ё. 


Les équations (E) et (En) ne sont pas équivalentes puisqu'elles n'ont pas le 
meme domaine de validité. Une solution de (E), si elle existe, sera solution de 
(En) sur les trois intervalles | = оо, —1[, | ~ 1, 0[ et JO, +oef. On a déterminé 
les solutions de l'équation (E,) sur ces trois intervalles. Se pose maintenant 
la question de savoir si à partir des solutions de (Ё„] sur les trois intervalles 
| = æ, —1[, | - 1,0[ et WO. +sel on peut trouver (construire) une solution de 
l'équation (E) sur R. Autrement dit : peut-on trouver une application ó définie 
sur R, dérivable sur R telle que ó restreinte à | — oc, — Ц soit solution de (E„) 
sur | — оо, —1[, ò restreinte à | — 1,0 soit solution de (Ej) sur | — 1.0| et à 
restreinte à |0, +ос[ soit solution de (En } sur 0, +20]? 


Si une telle solution à existe, elle est nécessairement de Ia forme : 


=+ =" (SE) pour ê €] = ос, —1| 


argth —t 
bit) = + argth( £) pour te] — 1,0! 


va 


$ a 
+ ne pour t elt, +осі 
vt vt 
où ку. ко. ка désignent trois constantes réelles. Pour que cette fonction soit 
solution, il faut qu'elle soit dérivable sur IR. Il nous faut donc regarder si elle 
est prolongeable par continuité en 0 et en —1 et si le prolongement ainsi défini 
est dérivable en Ü et en —1. 


[> Étude du raccord en 0. 


On a arctan u == uet argthu u, donc 


. arctan "T , argth 
lim SUME MU ss lim argth vt =] 


U vi wil vt 


Par ailleurs ё + 1/ El n'est pas bornée en 0. On en déduit que & est continue 
en Ü si, et seulement si, кз = ко = Ü, Regardons maintenant la dérivabilité de ó 
en 0. On a 


arctan( v/h) — vh 
A (h) = EH _ ] wë 
ú ` Чы: ушш ы. 


Wa 


si h > 0 


si h < 0 


отб Equations différentielles linéaires du premier ordre 


On a le développement limité suivant à droite de 0 


arctan(u) = 4 ] ; 
— — == + Ca Ï 8 
wi 3 a+ (Ш) 


et on a le développement limité suivant à gauche de 0 
argth(u)-— tu 1 
u 3 


On en déduit que 


lim Aylh) = „lim Ag(h) = ~ d 


Kt 
Par conséquent, la solution o avec Ka = ka = Ü est dérivable en 0 et &'(0) = 
—1/3. 
> Etude du raccord en —1. 


La fonction ó ne peut pas ëtre prolongée par continuité en —1 car quelle que 
soit la valeur de ка, elle n'est pas bornée en —1 puisque 


| et 
lim In | = | = +09. 
¿= =] | ft — 3 


> Conclusion. 


L'équation (Е) admet des solutions sur chacun des intervalles | ою, —-1]. | - 1,0[ 
et 10, Joel qui sont respectivement les applications 


Ka argth(y/—t) 
vt vt 

i arcet ^E 

t €]0, +ос[— 2 + NT шү) 


vi vt 


#є]—1,0[—— 


AVEC Ki, Ka R3 € R. 


Elle admet une unique solution sur l'intervalle | — 1,+oo) qui est 


argth(4/—t) 


— gite]l- LO 
ф:ЁЕ|– 1, Hool vl 


arctani vt } 


sitE]0, Acel 
vit 


Elle n'admet pas de solution définie sur tout R. 


Exercice 2 Résoudre l'équation différentielle ty (t) + Bt + Uuitl = e^. 
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Équation différentielle linéaire homogene du premier ordre à coefficients com- 
plexes constants 


Considérons une équation différentielle linéaire homogene du premier ordre à 
coefficients complexes de Ia forme 


(E) y (t) + ay(t) = 0 ou a £ С. 
La solution est une application de R dans C de la forme 
y:t& Е mit) + ivalt) 


AVEC 


yı : t € R =+ y(t) E R, Yo : t € R — p(t) E R. 


Désignons par + la partie réelle de a et par ñ sa partie imaginaire et considérons 
l'application W : t € R + e"*y(t). Pour tout t € B, on a 


Wit) eY Leet 8t) + isin(31)) x Im (t) + iya(t)) 


e" (cos(3t)us (t) — sin(St)y2(t) ) + jet Leni tee iE cos(at)ya(t)). 


L'application V est dérivable sur E et 
dru = e" (cos(t)y (t) — sin(3t)ya(t) + віт (80) (t) + icos(6t)uo (8) ) 
+e (eist im (t) + cos( Bt) (t) — 8 cos(At)ys(t) - sin(At)ya(t) ) 
rie?! DEED (t) + sin(3) (t) + Bsin(Bt)uə (t) EH 
= ле" (t) + iva(t)) + e (iñin (t) + ilt) — ду) + iyt) ) 
= e (y (0) +0) + ee? (mit) + it) 


= е"! (vtt) + ay(t)). 


Puisque y est solution de l'equation différentielle (E) on a V'(t) = 0 pour tout 
t € R. On en déduit que l'application V est une application de Е dans C 
constante : il existe & € C tel que 


di = et y(1) = x vt c BR. 


On en conclut que la solution générale de l'equation différentielle (E) est 


yite R — кет" 

où к désigne une constante complexe, On remarquera que les solutions sont 
de la meme forme que celles trouvées dans le cas où a est un réel (voir le 
théoréme 20.1) avec cette fois-ci une constante x qui est complexe. 
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diagonalisable dans C. Mais là encore, une matrice n'est pas nécessairement 
diagonalisable dans C. On est donc amené à considérer les cas suivants : le cas 
où la matrice А est diagonalisable dans K avec K = R ou C, et le cas où 1а 
matrice A n'est pas diagonalisable dans C. 


Bien entendu, si А € M,(R) alors la solution du système différentiel (Sp) est 
réelle et, le cas échéant, le passage dans C pour diagonaliser la matrice et ainsi 
en déduire les solutions, est uniquement un artifice de calcul. On peut faire un 
parallèle avec la factorisation des polynömes dans R[X) où dans certains cas il 
est avantageux d'avoir recours à l'inclusion R[X] C C[.X] pour établir, dans un 
premier temps, les résultats dans C[X], avant de les exprimer dans R[X]. 


Théorème 20.3 (cas d'une matrice diagonalisable) Soient А € M,(K) 
une matrice diagonalisable et Ui, Us, ..., Un les vecteurs propres de À as- 
sociés respectivement aur valeurs propres (non nécessairement distinctes) Aj, 
Ag, es An. La solution générale du système différentiel homogène (Sg) est la 
fonction t € R + Y(t) € K” définie par 


Fi 
VEER Y(t) 2 «ie! Ui e... n, e^! Un = KW? et U, 
i=l 


OÜ Ki: ..., Kn € E sont des constantes scalaires. 


Démonstration D'aprés la définition 12.8 (voir p. 534), la matrice À étant 
supposée diagonalisable dans K, il existe une matrice inversible P є GL, (K) et 
une matrice diagonale D £ M, (I) telles que 

D=P'AP 


où les colonnes de P sont les vecteurs propres U}, ..., Un de A associés respec- 
tivement aux valeurs propres (non nécessairement distinctes) Àj, ..., А. On 


a: 
| Les | ài 
АС dÉ d et D= "a. 
|o | М 


Le système Y (t) = A Y(t) s'écrit encore 
Y'(t) = PDP! Y(t), 
autrement dit en multipliant à gauche par P^! : 
P-!Y'(t) = DP-!Y(t). 
Le vecteur X(t) = P^! Y(t) est donc le vecteur solution recherché dans la base 


(Ui,..., Un). П vérifie 
X'(t) = DX(t). 


Équat ions différentielles linéaires BE 


La matrice D étant diagonale, les composantes zf)... Zell) du vecteur ХЕР) 
sont solutions des équations différentielles linéaires du premier ordre à coeffi- 
cients constants 


zit) — A; rj (t) = 0 vi € [1.....n]. 


D’apres les résultats de la section 20.2, on en déduit ` que pour tout г € 


{1,...,n} 


Till) = Ki ghi où K; € IK 
et, par conséquent, que 
K j ei! 
NIE) = 
к et 


Finalement, la solution générale du systeme différentiel (S5) est 


| EST 
Y()=PX()= U --- U, 
| Kn gat 
c'est-à-dire : Y(t) = mie +... + Kn est Un = A gi et Ui. = 


fur] 


Remarque Mème si on est conduit А considérer la matrice A dans C pour 
appliquer le théorème 20.3, si cette matrice est à coefficients réels, on pourra 
exprimer la solution comme application de R dans EK" car les valeurs propres 
complexes d'une matrice à coefficients réels sont conjuguées deux à deux, de 
méme que les vecteurs propres U; qui leur sont associés (voir l'exemple ci- 
dessous). 


Exemples 


1. Considérons le système différentiel 


(81) yt = (U+ 3ys(t) 
valt) = 200) + pit) 
EM z : 2 ï 
On vérifie aisément que la matrice A = 2 1 admet deux valeurs propres 
réelles distinctes À; = —1 et Aa = 4. Les vecteurs propres associés à ces deux 


H On utilise le théorème 20.1 si A; est une valeur propre réelle ou la proposition 20.5 si A; 
est une valeur propre complexe. 
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valeurs propres sont respectivement U, = ( 2 ) at U; = | 3 ) On en 


déduit que la solution générale du systeme (3; ) est 


(t (AU Y et agr _ Се" + Ce 
( walt) ) ТОРИЯ | Cet + 202e" 


où € et Со désignent deux constantes réelles. Ainsi 


lt) = Che ! + ЗСзе“ et yalt) = De" + 26е. 


2. Considérons le système «différentiel 


(84) Ee = aya(t) 


à А - Ü a 
oü a est un réel non nul. La matrice À — ( a 0 admet deux valeurs 


propres complexes distinctes Àj = ia, Ag = —ia. Les vecteurs propres associés 
š | 1 Ï 

à ces deux valeurs propres sont respectivement U, = ( ‚Jet Us = s | 
La solution générale du systeme est done 


_ Í walt} 
Sm ( walt) ) 


Cie” Ui + Coe” Wë Ua 


ce ( Г ) + caem ( _ ) 


С, giet + (eat 
= iC piat zn Ce tut 


où C et Co désignent deux constantes complexes. Ainsi, 


mit) = Ge 4 Ce ai et yalt) = iC e = Cie af 
Hemarquons que l'on peut exprimer jy; et ys sous la forme suivante : 


[Ch + Co) costat) + (0% = Co) sin(at) 
(Су + C5) sin(at) +С, — C3) cos(at) 


uit) 
ya(t) 


de sorte que les deux applications t € R =+ Z. (t) € R? et t € R = Zo(t) € R? 
définies pour tout f € Е par 


Za (t) = ( E J et Zato) = ( sin(at) ) 


— sinat) cos(at} 


forment aussi une base de l'espace vectoriel des solutions, Pour avoir toutes les 
solutions réelles du systeme différentiel (S+), il suffit de considérer les fonctions 
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Remarques 


P 
1. Toutes les fonctions de la forme t + y t R;{t} ne sont pas solution. Il 
i-—l 
faut rechercher les solutions parmi les fonctions ayant cette forme. 


2. Si la matrice А € M,(R) n'a que des valeurs propres réelles, le résultat de 
la proposition 20.7 est valable dans R. Par contre, si les valeurs propres de la 
matrice à coefficients réels A ne sont pas toutes réelles, il est nécessaire de se 
placer dans C. 


Exemple Considérons le systeme différentiel 


rit) = 2r—gy--2z 
(84) (f) = liz- W +T: 
zit) = 4r—2y--2z 
2 -1 2 
La matrice A = 10 -5 7 admet pour valeur propre double A, = Ü 
4 —2 2 
et pour valeur propre simple À; = —1. Un vecteur propre associé à As est 


Us = (1, —1, -2)7. Le sous-espace propre associé à A, est de dimension 1 (il 
est engendré par le vecteur (1,2, 0)" ) ; la matrice n'est donc pas diagonalisable. 


Les solutions du systeme sont des fonctions de la forme 


rit} t bi È] 

ҮЧ) = ш) | = aa |+ | b gu! [ e leist 
z(t) as ba Ca 

oi bi ci ait + bi + ce"! 

= aa Ita] & |+ | ca |е = ] azt + b, 4 eget 

аз ba C3 aat + ba + eze! 


OU ау, 02, 03,01, Ро, ba, 01, Со, c3 désignent des réels. Оп а 


t 


бу — MET 
Y'(t) =| ар — ce! 
az — ege! 
et 
2 =] 2 at + b; + cie t 


AY()= | 10 -5 7 aat + ba + eget 
4 -2 2 aat + ba + cet 
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Par identification, on obtient le système linéaire formé des neuf équations que 
doivent satisfaire les réels аз, gz, 03, 51, bs, ba, c1, ca, c3 pour que Y soit solution 
du système différentiel Y'(t) = A Y(t) : 


20у -üs + 203 = Ü 
10, -50s таз = Ü 
da = 209 + 2 аз _ Ü 
2b, -b + 2 b: — a1 
10h = 5b +75 = da 
di — 2 bs + 254 = 0 
20 = G + 204 = —=i 
le —-5c+Te = —б% 
4-2 + 204 = —C4 


Ce systeme se scinde de manière évidente en trois sous-systemes de trois équa- 
tions à trois inconnues et sa résolution ne pose pas de difficulté. On obtient 
les relations suivantes ` аз = 0, as = 2a;, le paramètre a; restant arbitraire- 
ment choisi; bs = 20, bs = aj, le paramètre bj restant arbitrairement choisi ; et 
C) = =j, ča = —204, le paramètre сү restant arbitrairement choisi. Finalement, 
les solutions sont données par 


zit} = mal + by + cet 
vit) = (2861) +26 — cet 
z(t) = œ = 26е" 


où ар, bi et c; sont trois constantes réelles. 


20.3.3 Systèmes différentiels non homogènes 


Soient A € M, (ER) et B une fonction de R dans B". On s'intéresse au système 
différentiel non homogene 


(S) Vi = A Y(t) + Bit) 
dont le systeme différentiel homogène associé est le systeme 


(So)  Y'(0-AY(0. 


Commengons par énoncer un résultat fort utile dans la pratique puisqu'il per- 
met, lorsque le second membre a une expression compliquée, de scinder la ré- 
solution du systéme en plusieurs problémes aux seconds membres plus simples. 
Ce résultat est la généralisation dans le cas des systèmes différentiels de la 
proposition 20.3 concernant les équations différentielles, 
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Pour résoudre un systeme différentiel linéaire du premier ordre non homogene, 
on procédera donc comme pour une équation différentielle linéaire du premier 
ordre non homogène en recherchant la solution générale du système différentiel 
homogène et en l'ajoutant à une solution particulière (quelconque) du sys- 
téme non homogene. On peut là encore déterminer une solution particuliere 
par la méthode de la variation de la constante. Nous ne justifierons pas cette 
affirmation dans le cas général. Nous nous contentons de donner un exemple 
d'utilisation de la méthode de la variation de la constante pour les systemes 
differentiels. Bien entendu si une solution particulière évidente existe, on la 
retiendra pour appliquer le théoréme 20.4 et on s'épargnera des calculs inutiles. 


Exemple Considérons le systeme différentiel 


z'(t) = rit) — y(t) + Zeit) + te! 
(54) vit) = 1Or(t)— Sylt) + Telt) + cost 
zijt) = Amit) — 2y(t) + 2z(t) + # 


Nous avons montré que le systéme homogène associé 


z'(t) 2r(t) — yit) + Zelt) 
(5з) y (t) 10x(t) — 5y(t) + Zeit) 
z'(t) = daft) —2y(t) + 2z(t) 


admettait pour solution générale 


zit) = at+b+ ce?" 
ult) = alt +1) + 25 — ce! 
zit) = a= dee! 


où a,b et c sont trois constantes réelles. La méthode de la variation de la 
constante appliquée à ce systeme consiste à rechercher une solution particuliére 
du système (S4) qui soit de la forme 


zit) = ар c(t)e * 
(Ei) vit) = a(t)(2t-- 1) + 2b(t) — eitje! 
zit) = alf) — Felter 


où a,b et c sont trois fonctions inconnues de Е dans R. On a 


x (t) = alt} + a (the + V (t) + (te — efter"! 
(22) y'(t) 2a(t) + a'(t)(2t + 1) + 28 + e(t)e – gie? 
z'(t) a'(t) — 2c {tjent + Folde" 


Puisque (z, y. DM est solution du systeme (54), on doit avoir 


(t) = 2x(t) = y(t) + 2z(t) + te! 
(t) = Welt) — Bult) + Telt) + cost 
(Ку = Ar(t) — 2y(t) + 2z(£) + A 
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ce qui impose, d'apres (F) et (Xa), que les trois fonctions inconnues a,b et c 
doivent satisfaire 


a'(t)t + F (t) + e'(t)e^* = tef 
a'(t(2t + 1) + 2// (t) — {tet = cost 
a'(t) — Ze (tert = #2 


En résolvant ce systéme linéaire on obtient 
a' (t) = 31* — 2 cost + Ate! 
Hit) = t (3t + 1) + (2t + 1) cost — {4t + 1)te' 
c' (t) = e'(t? — cost + Fre!) 


Pour obtenir l'expression des trois fonctions inconnues a, b et c il suffit de calcu- 
ler les primitives des fonctions définies dans les membres de droite. On obtient ^ 


alt) = Je - 2eost + At‘) dt = t —2sint + 4(t = 1}e!, 
bit) = [orte + 1) + (2e + )eost— (4t + 1)te") at 

= `; Є _ 3 + 2 cost + (2t + 1) sint +e (Tt — 7 — 4), 
c(t] = et? — cost + 2tet) di 


ef (17 — 2t + 2) — Je {cast + sint) + (t — Het. 


Finalement, une solution particulière du systeme (54) est donnée par 


1 nus 15 3 1 
ei = {4Є--+—- +2) + 0-2 ef + cost + 2 sint 
1 Basel 35 9 1 
vit) = sf tal ttid + We e'+ cost + > sint 
z(t) = (1? — 247 + 4t — 4) + (2t — 3)et + cost — sint 


On peut également établir des résultats généraux donnant la forme d'une solu- 
tion particulière du système non homogene en fonction de la forme du second 
membre B. La proposition suivante, que nous admettons, indique sous quelle 
forme chercher une solution particulière lorsque le second membre est constitué 
d'un produit de fonctions trigonométriques, exponentielles et polynomiales. 


On vérifie, en utilisant une intégration par parties, que 
TTE t ran vol _ < t i er get 
[е dt 2(t—1)e, | a^ dal = JE + 2, J teost dt = tsint + cost. 
Par ailleurs, une double intégration par parties, permet d'établir que 


1 
fe caat dt = =! + sin the, 
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D’apres le principe de superposition (voir la proposition 20.8) une solution 
particulière du système (54) est Y1(f) + Yalt) + Yalt) où pour i € {1,2,3}, Y; 
est une solution particulière du système 


(Sa...) Y'(t) = A Y(t) + Bilt). 


D'après la proposition 20.9, une solution particulière du systeme (841) est à 
rechercher sous la forme Y (4) = e'R(t) où R est un vecteur-colonne dont 
chacune des trois composantes est un polynôme de R[X! de degré au plus 1 
(car 1 n'est pas valeur propre de A). Autrement dit, on recherche Y (t) sous la 
forme 


ебе 31) 
Yit) = | et(oat + D) avec Lee, B) € R, Vi € {1,2,3}. 
e! (aat + ДА) 


Ime solution particulière du systeme (545) est à rechercher sous la forme 
Yalt) = Ra(t)cost + Ra(t)sint oü Ry et Ra sont des vecteurs colonnes dont 
chacune des trois composantes est un polynôme de RIX) de degré au plus 0 
(car i n'est pas valeur propre de A}. Autrement dit, on recherche Y2(t) sous la 
forme 


^11 COS É + уро sin Ў 
Y2(t) = | Yar cost + ^25 sin É avec Yi; € R. Vi € {1,2.3}, Vj € {1,2}. 
"Tay cost + ^35 sin f 


Enfin. une solution particulière du systeme (54 4) est à rechercher sous la forme 
Yalt) = R(t) ou R est un vecteur colonne dont chacune des trois composantes 
est un polynóme de R[X] de degré au plus 4 car À — ( est valeur propre 
double de A. On détermine ensuite la valeur des différents réels inconnus par 
identification (on écrit que Y; est solution du système (54,) si, et seulement 
si, on a l'égalité Y: (t) = A Y;(t) + B;(t)) comme dans l'exemple donné en page 
986. 


Remarquons que la forme proposée pour rechercher une solution partieuliere 
est identique А la forme de la solution particuliere obtenue par la méthode de la 
variation de la constante dans l'exemple précédent. En général, cette seconde 
méthode est plus rapide que la méthode de la variation de la constante. 


20.3.4 Equations différentielles linéaires d'ordre n à coefficients constants 


On appelle équation différentielle linéaire d'ordre n à coefficients constants une 
équation différentielle de la forme 


(E) — y (t) x a iy "P (1) + + ayy (t) + asy (t) = blt) 


où ak k € (0,.... n — 1}, sont des réels et où b est une application continue sur 
un intervalle 7 de K. 

L'une maniere générale, l'étude d'une telle équation différentielle se ramène à 
l'étude du système différentiel du premier ordre de dimension n 


Y'(t) = AY(t) + Bit) 
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en posant 

y(t) 0 

y (t) 0 

y^? (t) 0 
y ^7» (s) b(t) 

Ü ü 0 0 

Ü 0 Ü Ü 

À = 
0 0 Ü 1 Ü 
I äu id "rr —=ünņn-} —Qx-1 


Il est donc inutile de développer d'une manière générale un cadre théorique 
propre à ce type d'équation. Toutefois, on rencontre trés fréquemment dans 
les applications issues de la physique des équations différentielles linéaires du 
second ordre à coefficients constants. Nous détaillons dans le paragraphe suivant 
les propriétés de ces équations différentielles. 


20.4 Équations différentielles linéaires du second ordre à 
coefficients constants 


On appelle équation différentielle linéaire du second ordre non homogène à 
coefficients constants une équation différentielle de la forme 


(E) v (t) + ay (t) + bylt) = glt) 


où g est une application réelle définie sur un intervalle Ï et а, b sont deux réels. 


Nous allons déduire des résultats généraux concernant les systèmes différentiels 
du premier ordre les propriétés de ce type d'équations. Introduisons la fonction 
inconnue z = y'. L'équation différentielle (E) s'écrit alors 


z'(t) + az(t) + by(t) = alt). 
Ainsi, résoudre l'équation différentielle (E) revient à résoudre le systéme diffé- 


vit zit 
(5) Í z'(t) -az(t) — by(t) + g(t) 


que l'on peut exprimer sous forme matricielle de la manière suivante : 


tes s 


U H 
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2. 8i À = 0, la matrice A possède pour valeur propre réelle double À = —a/2. 
D'après la proposition 20.7, les solutions du système (5) sont 


fiat) 
Y(t) = ем | 1,1 ) 
(9) Ry at) 
où Ria et А, з sont deux polynómes de degré inférieur ou égal à 1. Les 
solutions de l'équation (Eg) sont donc les fonctions 
t E€ E — e*t (r. t+ кл) 
où «1 et ко désignent deux constantes réelles. 
3. Si À < 0, la matrice A possède deux valeurs propres complexes conjuguées 
À: et Аз qui sont 
-0 + iv db = a —à = iv db — a 


X = = À Ê ar et do = 
} 2 : 2 


La matrice A est donc diagonalisable dans C et on vérifie aisément qu'une 
base de vecteurs propres est (Ui, Uz) où 


nl + vw-(i)-(X) 


D'après le théorème 20.3, on en déduit que les solutions du système (So) 
sont 


Hit) = EI e^t TD, T Ka eil U, = қу е^! ( ү J + ka ent ( E ) 
1 1 


= wl 


où ку et ко désignent deux constantes complexes. Désignons раг о la partie 
réelle de Ат et par 9 sa partie imaginaire. On a 


"T + gge iht 
Y(t) = е“ ; А 


е cos dt) 
(e + кә) ( ac cos(8t) — Ge"! sin(Bt) ) 


"" eft sin( dt) 
tib — ка) ( De"? cos(5t) + oe"? sin(Bt) ) | 


On en déduit qu'une autre base de l'espace vectoriel des solutions sur C est 
formée des deux vecteurs 


ef eosi Bt РА e*t sin( dt) 
cre?! cos(3t) = Gel sin( St) fet cos(Bt) + oe?” sinit) / ` 
Sur R, la première composante du vecteur Y(t) a alors pour expression 
y(t) = Che" cos(8t) + Coe"! sin(8t) 


oü C, et Co désignent deux constantes réelles. Finalement, les solutions de 
l'équation (Eg) sont les fonctions réelles de la forme 


t € R — e?! (C, cos(8t) + C; sin(3t)), 


où Су et Cy désignent deux constantes réelles. 
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On a donc établi le résultat suivant. 


Théorème 20.5 Soient a et b deux réels. Les solutions de l'équation diffé- 
rentielle linéaire homogéne du second ordre à coefficients constants 


(Eo) ` y'(t)-- ay (t) + bylt) = 0 
dépendent du signe du discriminant A = а? — Ab de l'équation caractéristique 
(C) zi + ar + b = 0. 


X Si À > 0, l'équation caractéristique (C) admet deux solutions réelles dis- 
tinctes ғу, ra et les solutions de (Eg) sont les applications 


t € R — Ае"! + Berat 


oü A, B désignent deur constantes réelles. 
X Si À = 0, l'équation caractéristique (C) admet une unique solution réelle ro 
et les solutions de (Eg) sont les applications 

LER — (At + B)e"vt 


ou A, B désignent deur constantes réelles. 


X Si A < 0, l'équation caractéristique (C) admet deux solutions réelles com- 
pleres conjuguées œ + 18,а c R.3 c E* et les solutions de (Eg) sont les 
applications 


t € R — е (Acos ft + B sin Bt) 


où А, В désignent deur constantes réelles. 


Remarque I] résulte du théorème 20.5 que la dimension de l'espace vectoriel 
So est 2. On en déduit qu'il existe une unique solution à l'équation différen- 
tielle (Eg) vérifiant les conditions ylto) = o et y'(tg) = # où a et A sont deux 
réels fixés. 


Exercice 3 Trouver la solution de l'équation différentielle proposée vérifiant 
les conditions données. 

1- (E1) y(t) - 2V2y(t) + Qué) =0 et y(0) = 2, 0 (0) = 3. 

2-(Eg) у) -4y'(t) --5y(t) 20 et y(7/2) = 1, y (7/2) = 1. 

F- (Ез) w'(t)-- y (t) - 12y(t) 20 et y(0) = 1, y'(0) = 4. 
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20.4.2 Équation différentielle non homogène 


П résulte du théorème 20.4 que la solution générale de l'équation différentielle 
linéaire du second ordre non homogène à coefficients constants 


(E) y (t) ay (t) + by(t) = g(t) 
est la somme de la solution générale de l'équation différentielle homogene 
(Eo) y (t)+ay(t)+by(t) = 0 


et d'une solution partieuliere de l'équation (E). 


Cette solution particulière de l'équation (E) peut être une solution « évidente x. 
Le résultat suivant, qui est un corollaire de la proposition 20.8, peut alors etre 
utile dans la quête d'une solution évidente. 


Proposition 20.11 (principe de superposition) Soient a, b deur réels et 
fi... des applications continues sur un intervalle I de R. Si yy est une 
solution particulière de l'équation différentielle 


y" (t) + ay (t) + bylt) = gelt) 


FL 
alors s t est une solution particulière de l'équation. différentielle 
n. 


k=1 
y" (t) ay (t) + bylt) = 


ATTENTION On prendra garde au fait que la méthode de la varia- 
tion de la constante telle qu'elle à été présentée ici ne s'applique pas 
pour la recherche d'une solution particulière de l'équation (E). Cette 
méthode n'est valable que pour des équations ou des systèmes du 
premier ordre. Par contre, il est tout à fait licite de considérer le systéme dif- 
ferentiel (8) d'ordre 1 et de dimension 2 associé à l'équation du second ordre 
(E) et d'appliquer la méthode de la variation de la constante à ce systeme pour 
déterminer une solution particuliere de (E). 


Il est possible d'obtenir la forme d'une solution particulière de l'équation (E) 
dans les quelques cas particuliers usuels. Ces résultats découlent de maniere 
directe de la proposition 20.8. 


XSi alt) = Pit) oü P est un polynôme де R[X] de degré n, une solution 
particulière est de la forme y(t) = Q(t) où Q est un polynôme de RJA) de 
degré 
– nsi Ü n'est pas racine de l'équation caractéristique ; 

n + I si 0 est racine simple de l'équation caractéristique ` 


n + 2 si Ü est racine double de l'équation caractéristique. 
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t+2 t 
4. L'équation git) + = vit) = S admet pour solution générale sur RS, 
3 el e^t 
y : t € R] i= TRE x € F. 


Elle admet pour solution générale sur Е" 


t et 


К е 
yv:t€ R. ns tK KER. 
Le? 
5. L'équation y'(t) + y(t) = Peer admet pour solution générale 
© e 


y:teR—seIn(e' -e*) -ke^*, RER. 
6. L'équation y'(t) = (10 — y(t)) cht admet pour solution générale 


y:te€ R— 10--xe^*^*, web, 


Solution de l'exercice 2 


L'équation (E) ty (t) + (3t + 1) y(t) =c H admet pour équation normalisée 


3t +1 g^? 
y(t) = п 


(En) lt) + 


qui doit être considérée sur | — oo, Ü| et sur JO, +oo[. 


> Hésolution de l'équation homogene associée. 
L'équation (E,) admet pour équation homogene associée, 


3t +1 


(Eo) y(t) + y(t) = 0. 


> Sur | = оо, OÍ. 
Ç At + 1 ; 
L'application a : t €] — oo, Dir — e continue sur | — oo, 0[ et admet pour 
primitive 
A : t €] = oo, 0| — 3t + In( =t). 


L'équation (Eg) admet donc pour solution générale sur | — оо, Of 
E =. 
yo: t €] — oo, Ô= &exp(—3t = In( —£)) = m EM KER 


soit encore 


= 


y :t €] —co,0|— 7 e^? K € R. 
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3 - L'équation caractéristique associée à l'équation différentielle (Es) est 
z2 + z — 12 = 0. 


Elle admet deux racines réelles distinctes : 3 et —4. La solution générale de 
l'équation différentielle (Es) sur R est donc 


uit) = Ае? + Bet avec А, BER. 


Les valeurs des constantes A et B correspondant à l'unique solution vérifiant 
y(0) = 1, w' (0) = 4 sont 


L'unique solution de l'équation différentielle (Es) vérifiant y(0) = 1, y'(0) = 4 
est l'application 


E 1 
` t € R = let Zet, 
y 7 7 


Solution de l'exercice 4 


l - L'équation caractéristique associée à l'équation homogène 


(Eo) y (t) + y(t) =0 


est z? +1 = 0. Elle admet pour solutions i et —i. On en déduit, d'après le 
théorème 20.5, que la solution générale de l'équation (Ea) est 


yo : È € Е C cost + Со я? (1.0 € Е. 


2 - Considerons l'équation non-homogene 
(Ei) (t) + (t) = sint. 


Puisque i est solution de l'équation caractéristique, on cherche une solution 
particulière qui soit de la forme зу (t) = A(t)cost + B(t)sint où A et B sont 
deux polynômes à coefficients réels de degré au plus égal à 1. On a donc 


yit) = (ait + as) cost + (bit + bs)sin#, où ou, gaz, hu, ba Е R. 
On vérifie que 
y (t) = (ar + Ôn t + bs) cost + (bj = art = as) sint 


et 
yi (t) = (2b = ait ад) cost + — ht — ba) sin t. 


On a donc 
yj (2) + yit) = 264 cost = 2a, sin t, 


ШИМ Solution des exercices 
et y; est solution de (E: 1 si 

2h, 

—204 


On en déduit qu'une solution particulière de (Ej) est yy : t € B =+ — t cost. 
La solution générale de l'équation (Ey) est donc 


I [| 


1 


te R— — сов + Ci cost + Casint Ci, C3 € R. 


3 - Considérons l'équation non-homogene 
(Ea) y"(t)-- y(t) = sin3t. 


Puisque 3i n'est pas solution de l'équation caractéristique, on cherche une solu- 
tion particulière qui soit de la forme polt) = À cos t+ B sint où À et B sont deux 
polynómes constants à coefficients réels. En utilisant la méme méthode que celle 
qui vient d'ètre détaillée, on trouve pour solution générale de l'équation (Es), 


1 
t € R — —s sin 3t + Су cost + Ca sint С.С» € R. 


4 - On linéarise l'expression sin? ё, par exemple en utilisant les formules de 
Moivre et d'Euler, (voir le chp. 4). On obtient, 


Р 1 3 
. 3 А А 
sin" = == sin 34 + = sint. 
4 d 


D'après le principe de superposition (voir la proposition 20.11 p. 997) on en 
déduit que la solution générale de l'équation 


(E) y(t) + y(t) = sin? t 
est 


1 3 
t € R — => sin3t — <t cost + Cy cost + Czsint С, Ca € R. 


Solution de l'exercice 5 


l - L'équation homogène y (t) + 3y'(t) + 2y(t) = 0 associée à l'équation diffé- 
rentielle (Es) admet pour équation caractéristique 


т? +З +? = 0. 


Cette équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes : —2 et —1. 
La solution générale de l'équation homogène est donc 


y:te€R.— e^! + Bett avec А, Bek. 
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Par identification (deux polynómes sont égaux s'ils ont memes coefficients), il 
vient a — 1 (b pouvant étre quelconque). On en déduit qu'une solution parti- 
culière de l'équation (Ey) est 

in : t € R te 
La solution générale de l'équation différentielle (Е: } est donc 


y : t € R — Ae 7! + (t + B)e* avec A.B ER. 


Solution de l'exercice 6 


1 - Désignons par F une primitive sur R de t — ef cos Bt. En intégrant par 
parties, on obtient pour t € R, 


Fit) = Ia dt = = et cos Bt + СЕ dt. 


En intégrant une seconde fois par parties, il vient 


Fit) = КЕ dz = Ï e° cos бї + SE est sin pr — Ë I dt). 
C Cr CH [4] 
k me” 
Fit) 


On en déduit que 
F get 
t) = — [a cos + Bsin ). 
(t) = зерт (a cos Bt + Asin Bt 
2 - Dans le cas où L = 0, l'équation (E) devient 


q'(t) + 261) = => Cost. 


L'équation homogène associée admet pour solution 


-t/(RC) 


qo: t E R + ke к E В. 


Pour déterminer une solution particuliere de l'équation complete, on utilise la 
méthode de la variation de la constante. On cherche une solution de la forme 


qo : t E R — (tje RO), 


t ! 
On а el = 0 uge + (g e TROT et en reportant dans l'équation 


C 
différentielle, on Беа que la fonction « doit satisfaire 


«'(t) = = e (RC) cos ut, 
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D'après la question 1 (en prenant œ = 1/ RC et 8 = ш), on en déduit que 


wu (RC) ( 


kit) = PERSCH ach COS ult + WRC sin wt). 
ш 


La solution de l'équation (E) sous l'hypothèse L = 0 est par conséquent 


E RO) 


ñ — t (RC 
q:te Ro mc (coswt + o RC sinwt) + «e UC) кєр. 
url 
L'unique solution vérifiant q(0) = 0 est obtenue pour « = “Түнт: 


3- Si L € R}, l'équation (E) est une équation différentielle linéaire du second 
ordre à coefficients constants. L'équation caractéristique associée à l'équation 
homogene 


1 
(Eo) Lq (t) + Reitz c = Ü 
est 


La + Re+ 5 = 0 


Sous l'hypothèse R^ — 4L/C > Ò, cette équation admet deux racines réelles 
distinctes qui sont 


R+ у АС 


T1 = 


a no Ra МАШО 
Ç а= —— LV 


2L 2L 
On en déduit que la solution générale de l'équation (Eg) est 
teR— Ae"! + et (A, p) € R*. 


Puisque iw n'est pas racine de l'équation caractéristique, on cherche une solu- 
tion particulière de l'équation (E) qui soit de la forme 


q (t) = ñ cos wt + 7 sinus 
oU (д, y) = Rz, On D 


mit) = —бш sin ct + qu cos ut 


2 


et qi (£) = —бш® cos wt = уш? sin wt. 


Pour que qi soit solution de l'équation (E). il faut done que 


б = 2 | Y T — N er | 
( È + Ruy- La 5 ) coswt + (2 Hud — Га y) sin wt = uv coswt. 


Les réels A et + doivent donc etre solution de 


| (1/C — Lu?) ó + Rwy u 


- Ró + (1/C — Lu?) + 


| 
= 
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L'application t € R* =+ (cost)/t est Riemann intégrable sur l'intervalle fermé 
d'extrémité 1 et x, pour tout réel x strictement positif, puisqu'elle est continue 
sur R". D'après la proposition 18.8 page 847, v est dérivable en tout réel zo de 
l'intervalle ouvert d'extrémités 1 et x et 


1 (zp) = — 


cos TO 


rp 
Finalement v est elle aussi dérivable sur IO, +00]. 


3 - L'application $ : t € R* ++ sin(t)/t prolongée par continuité en 0 en 
posant d(0) = 1 est Riemann intégrable sur l'intervalle fermé d'extrémités 1 et 
x, pour tout réel x strictement positif, puisqu'elle est continue sur R. L'intégrale 


t 
Î "nt dt cst donc une intégrale de Riemann et 
ü 


lim u(x) = u(1) + lim xr acus f U d = Î ni 
o 


zit 


4 - Pour tout réel z strictement positif, on a 


On en déduit que 


= cost = 
v(z)+Mmz = «)- f a f ; dt 
1 l 


t 
t cost = 1 — cost 
- / ee u^ f Dre dh 
NT , 4 
F 3 a 1 = cost А Д Я 
Puisque 1 — cos t S 1^/2, on a lim = GE 0. L'application + : t €l0, 1] = 
tt d 


l- t | 
TT est ainsi prolongeable par continuité en 0 en posant 4(0) = 0. Elle est 


donc Riemann intégrable sur [ü, 1] et par conséquent la limite à droite en 0 de 
la fonction r + v(r) + In z existe et vaut 


+ 14 _ 
lim (viz) + ha) = f re! at | — db 
xA T 1 Ü 


Òn a 
(т) _ v(z)+]lnx 


-lnx  —Inz кь 


Lorsque x tend vers 0, on vient de voir que v(r)-- Inr tend vers une limite 
finie, donc 


(тї 
= el) et lim (z) 
zet -Inaz г=0+ — In z 
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On en déduit que ufr) ^ —1пл. 
[Dr 


5 - On a montré que les applications u et v sont définies sur Ri. dérivables sur 
cet intervalle, de dérivées 


sin T . š cos z 
et v;z€ RI — — : 


r] 
w:re&RN,-—- 
т 


Les deux fonctions u' et vi étant indéfiniment dérivables sur |0, Acel, on en 
déduit que les fonctions w et v sont de classe C™ sur |0, +| et par conséquent 
que f est de classe CF sur |0, +-2с[. Calculons les dérivées de f. Pour tout 
ze, --oc[, on a 


fir) = uü(r)cosr  u(r)sinz —w(r)sinz- v(r)cosr 
COS T 


sin T i | 
= - совт — u(r)sinzr + sinr — v(r)cosr 
£ 


= -u(r)sinr — vir)cosr. 
Puis, 


fx) = -—w'(r)sinr — u(x)cosz — (а) сова + v(r)sinz 


1 ; 
=+ v(risinx — ulr)cosz. 
On en déduit que pour tout x €10, Lol 
HI 1 
Fir) + fir) = =, 
т 
autrement dit que f est solution de l'équation différentielle (E). 


Ün a 
+ a +2 nost 
wir) = / Zn: dt et vwv(z)= / E dt. 


Il est donc clair que 


lim u(r)—Ó et lm vix) =Ù. 
Zr Ç -+4+ 00 
Puisque les fonctions sinus et cosinus sont bornees, on en deduit que 


lim f(x) = 0. 


ш — +P 


G - L'équation caractéristique associée à l'équation (E) est т? + 1 = 0. Elle 
admet deux racines complexes conjuguées i et —i. On en déduit que la solution 
générale de l'équation homogene associée à (E) est 


Uo :t € R — Acost + Bsint, (A, B) c В. 
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La fonction yg admettra une limite finie £ en +00 si et seulement si pour toute 
suite (t„)„ tendant vers +, la suite de terme général yp(t„) tend vers f. La 
suite de terme général Zen tend vers +00. Om a pour tout entier n, yo(27n.) = A. 
La suite de terme général 7/2 + Zen tend vers +00. On a pour tout entier n, 
yo(7/2 + 2-n) = B. On en déduit que si А # B, la fonction yp ne peut 
avoir de limite en 0. Supposons donc que A = B. La suite de terme général 
7/4 + Zen tend vers +оо. On a pour tout entier n, yo(z/4 + 2тп) = 24/42. 
La suite de terme général 57/4 + Zen tend vers +00. On a pour tout entier n, 
yo(5m/4 + 2тп) = —24/ v2. On en déduit que si A x 0, la fonction yo ne peut 
avoir de limite en 0. Si А = B = 0, cette limite vaut Ü car on a alors la fonction 
nulle. 


Il est clair, d'après ce qui précède que f est une solution de (E) ayant une limite 
finie en +20. Supposons qu'il existe une seconde fonction g solution de (E) ayant 
une limite finie en +оо. La fonction f — g serait alors solution de l'équation 
homogene associée à (E) et aurait une limite finie en --oc. D'après ce que l'on 
vient d'établir, la seule solution de l'équation homogene associée à (E) ayant 
une limite finie en +00 est la fonction nulle. Il existe done une unique solution 
de (E) ayant une limite finie en +06. Puisque f vérifie cette propriété, l'unique 
solution est f. 


7 - Pour tout réel zr strictement. positif, 
fix) = u(r)cosr — vlr) sinr. 
Оп a vir) ~ —lngr et sinr ~ т. On en déduit que 
0+ Q+ 
lim v(r)sinr = — lim rlnz = 0. 
at => 


Par ailleurs, lorsque x tend vers 0, cos т tend vers 1 et u(r) admet une limite 
finie (0). On en déduit que 


lim, fir) = ul). 


9 voir la proposition 13.11 page 575. 
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point d', 112 
valeur d', 187 
Anneau, 64 
intègre, 69 
Antécédent, 33 
Application, 36, 37 
bijective, 44 
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injective, 41 
intégrable, 836 
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monotone, 503 
réciproque, 44 
surjective, 44 
Arc-cosinus, 651 
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Arc-tangente, 653 
Argument 
cosinus hyperbolique, 659 
d'un nombre complexe, 136 
principal, 136 
sinus hyperbolique, 656 
Assertion, 3 
quantifiée, 12 
Ásymptote, 802 
Automorphisme, 358 
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Base algébrique, 324 

de départ, d'arrivée, 407 
Base canonique 

de K[X], de Kn, de K„[X], 325 
Bertrand 

intégrale de, 928 
Bijection, 44 
Bissectrice, première, 600 
Born 

application, 565 

ensemble, 3% 

suite, 174 
Borne 

inférieure, 90, 95, 565 

superieure, 90, 95, 565 
Branche 

infinie, 302 

parabolique, 807 


Césaro, convergence au sens de, 199 


Cardinal d'un ensemble, 24 


Cauchy 
eritere de, 931 
suite de, 191 


Centre, d'un intervalle, 109 
Changement de bases 

pour un endomorphisme, 442 

pour un morphisme, 441 

pour un vecteur, 438 
Coefficient 

binomial, 71 

d'un polynóme, 217 

d'un systéme, 487 

d'une matrice, 393 
Combinaison linéaire 

d'une famille finie, 304 

d'une famille infinie, 304, 305 
Compact, ensemble, 111 
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Compatibilité d'un systeme, 497 
Complémentaire d'un ensemble, 29 
Composant d'un vecteur, 339, 320 
Concavite, 741 
Condition 
nécessaire, 12 
nécessaire et suffisante, 12 
suffisante, 7 
Connecteur logique. 4 
Continue 
à droite, 590 
à gauche, 590 
par morceaux, 843 
uniformément, 508 
Continuité, 588 
uniforme, 598 
Contractante, 599 
Convergence 
ап sens de Césaro, 199 
absolue, 938 
d'une intégrale, 918 
d'une suite, 168 
semi, 040 
Convexe 
application, 737 
ensemble, 738 
Coordonnées d'un vecteur, 324 
Corps, 74 
algébriquement clos, 248 
des fractions rationnelles, 269 
Cosinus hyperbolique, 642 
Critère 
de Cauchy, 031 
de convergence absolue, 938 
de Riemann, 936, 937 


Croissante 
application, 563 
suite, 151 


Décomposition de Dunford, 540 
Décroissante 

application, 563 

suite, 151 
Dérivée, 713 

seconde, 125 

successives, 725 
Déterminant, 474 


d'ordre 2, 467 

d'ordre 3, 471 

d'ordre n, 474 

d'un systeme 2 x 2, 460 

d'un systeme 3 x 3, 464 

d'une matrice d'ordre n, 477 
Développement 

asymptotique, 797, 798 

de Taylor, 752 

limité, 773 

limité généralisé, 797 
Degré d'un polynöme, 218 
Densité, 107 
Diagonale principale, 394, 395 
Diagonalisation, 533 
Diagramme 

cartésien d'une relation, 34 

de Venn d'un ensemble, 24 

sagittal d'une relation, 34 
Différence d'ensembles, 28 
Dimension, 329 
Direction asymptotique, 807 
Discontinuité (point de), 588 
Discriminant d'un trinóme, 145 
Distance, (ЫМ 
Distributivité, 63 
Divergence 

d'une intégrale, 918 

d'une suite, 168 
Dividende (dans RI XT, 224, 230 
Diviseur (dans E| X |), 224, 228. 230 
Diviseur de zéro, 69 
Division (dans K[X]) 

euclidienne, 224 

puissances croissantes, 230 

puissances décroissantes, 228 
Domaine 

de définition, 36 

de dérivabilité, 716 
Dominée, 687 
Données 

d'un systeme, 487 

d'une équation, 38 
Droite vectorielle, 307, 311, 331 


Échelle de comparaison, 809 
Ecriture 


cartésienne (dans C), 131 
polaire (dans C), 138 
trigonométrique (dans C), 136 
Élément 
absorbant, бб 
d’un ensemble, 23 
minimal, maximal, 89 
neutre, 58 
nilpotent, 69 
propre 
d'un endomorphisme, 515 
d'une matrice, 523 
simple, 278 
symétrisable, symetrique, 58 
unité, 67 
zero, 67 
Endomorphisme, 358 
diagonalisable, 533 
nilpotent, 363, 419 
trigonalisable, 541 
Ensemble, 23 
équipotent, 44 
convexe, 738 
de définition, 46 
des parties d'un ensemble, 26 
disjoint, 27 
fermé, 110 
fini, infini, 24 
ouvert, 110 
structure, 56 
j vide, 24 
Epigraphe, 739 
Equation 
algébrique, 238, 525 
homogene, 490 
impossible, 38 
possible, 38 
uivalence, 6 
de fonctions, 688 
, de suites, 702 
Equivalent, 799 
Espace 
métrique, 104 
Espace vectoriel, 297, 560 
de dimension finie, infinie, 327 
normé, 569 
Exponentielle 
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complexe, 977 
réelle, 633 
Extension de loi, 57 
Extractrice, 186 
Extremum, 736 


Famille 
de vecteurs, 303 
génératrice, 310, 416 
liée, libre, 317, 419 

Fermé, 110 

Fonction, 35 
en escalier, 832 
monome, 224 
polynomiale, 224 


spéciale, 874 
Forme 
bilinéaire, 465 


canonique d'un trinóme, 145 
linéaire, 355 
multilinéaire, 473 
trilinéaire, 467 
Formule 
de Stirling, 199 
d'Euler, 138 
d'intégration par parties, 860, 
925 
de Cramer, 494 
de la moyenne, 871 
de Leibniz, 726 
de Maclaurin, 236, 753 
de Moivre, 138 
de primitivation par parties, 
855 
de quadrature, 885 
de Taylor 
à reste intégral, 873 
pour les polynómes, 237 
de Taylor-Lagrange, 750 
de Taylor-Young, 778 
de Viète, 245 
du binóme de Newton, 98, 753 
dans С, 132 
dans un anneau, 72 
pour les matrices, 406 
du changement de variable, 
855, 858, 863, 922 
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du triangle de Pascal, T1 
Fraction rationnelle, 270 


Graphe d'une relation, 33 
Groupe, 61 

linéaire, 360 

linéaire d'ordre n sur K, 429 


Homéomorphisme, 858 
Homomorphisme, 60 
Hyperplan vectoriel, 331 
Hypothese de récurrence, 19 


Image 
d'un élément, 33 
d'un ensemble, 37 
d'une application, 37 
d'une application linéaire, 365 
Impaire, 562 
Implication, 6 
contraposée, 11 
réciproque, Z 
Impropre 
intégrale, 917 
Inégalité 
de Cauchy-Schwarz, 101, 846 
triangulaire, 102 
Inconnue 
d'un systéme, 487 
d'une équation, 38 
Indéterminée, 223 
Indice de nilpotence 
d'un endomorphisme, 363 
d'une matrice carrée, 405 
Infimum, 90 
Injection, 41 
Intégrable 
au sens de Riemann, 836 
localement, 917 
Intégrale 
convergente, 018 
de Bertrand, 928 
de Fresnel, 941 
de Riemann, 836, 927 
généralisée, 917, 918 
impropre, 917 
indéfinie, 847 


Intégration 
numérique, 883 
par parties, 860 

Intérieur, 111 

Intersection 
d'ensembles, 27 


de sous-espaces vectoriels, 308 
Intervalle, 109 

centre, 109 
Isomorphisme, 358 


Limite 
à gauche, ñ droite, 584 
d'une application, 569 
d'une suite, 168 
inférieure, supérieure, 197 
Lipschitzienne, 599 
Localement. intégrable, 917 
Logarithme 
de base o. 632 
néperien, 620 
Loi de composition externe 
sur ЖА], 220 
sur M, ,(K), 397 
Loi de composition interne, 56 
sur K[X], 219, 221 
sur M, ,(K), 397 
sur M, (K), 403 
Lois de Morgan 
pour les assertions, 10 
pour les ensembles, 30 


Méthode 
des zéros échelonnés, 333 
Majoré 
application, 565 
ensemble, 59 
suite, 173 
Majorant, 89 
d'une suite, 173 
Matrice 
égale, 395 
élémentaire, 398 
équivalente, 444 
antisymétrique, 401 
associée à une application li- 
néaire, 407 


carrée d'ordre n, 394, 395 
colonne, 394, 395 
de passage, 434 
diagonale, 395, 224 
diagonalisable, 534 
identité d'ordre n, 394, 395 
inverse, 425 
inversible, 425 
ligne, 394, 395 
nilpotente, 405, 419 
nulle, 394, 395 
régulière, 425 
rectangulaire, 393 
semblable, 444 
singuliere, 425 
symétrique, 401 
transposée, 400 
triangulaire, 396 
trigonalisable, 541 
Maximum, 736 
Minimum, 736 
Minoré 
application, 565 
ensemble, 39 
suite, 173 
Minorant, 89 
d'une suite, 173 
Module d'un nombre complexe, 134 
Monöme, 218 
Monotone 
application, 563 
suite, 181 
Morphisme, 60 
d'anneaux, de corps, 76 
d'espaces vectoriels, 355 
Multiplicité 
d'un póle, 273 
d'une racine, 241, 273 
d'une valeur propre, 527 


Négligeable, 683 
Nature 
d'une intégrale généralisée, 
918, 433 
d'une suite, 168 
Nombre 


algébrique, 97 
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irrationnel, 97 
rationnel, 8T 
transcendant, 97 
Nombre complexe, 130 
conjugué, 133 
imaginaire pur, 131 
unité imaginaire, 130 
Norme, 569 
Noyau d'une application linéaire, 
365 


Ordre de multiplicité 
d'un pöle, 273 
d'une racine, 241, 273 
d'une valeur propre, 527 


Ouvert, 110 


Périodique, Période, 562 
Póle d'une fraction rationnelle, 273 
Paire, Parité, 562 
Partie, 25 
entière, 104 
génératrice, 312 
libre, 321 
Partie entiere 
d'une fraction rationnelle, 274 
Pas (d'une subdivision), 231 
Plan vectoriel, 311, 331 
Point 
adhérent, 112 
d'accumulation, 112 
d'inflexion, 741 
de discontinuité, 588 
fixe, 600 
intérieur, 111 
isolé, 112 
Polynóme 
caractéristique, 525 
dérivé, 233 
divisible, 228 
formel, 217 
générateur, 224 
irréductible, 229 
multiple, 228 
normalisé, 218 
nul, 217 
premier, 229 
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réductible, 220 

scindé, scindable, 245 

unitaire, 218 
Prédicat, 4 

composé, 4 

incompatible, 9 

logiquement équivalent, 7 
Primitive, 350 
Principe du tiers-exclu, 3 
Produit cartésien d'ensembles, 31 
Projecteur, 364 
Prolongement par continuité, 592 
Propriété 

d'Archimède, 96 

des segments emboités, 100 


Quadrature, 885 
Quantificateur, 12 
Quotient (dans K[X]), 224 


Quotient à l'ordre E (dans K[X]). 


230 


Résidu à un pole, 285 
Règle 
de L'Hópital, 743 
de Sarrus, 471 
Racine 
r-ieme, 147 
d'un réel, 105 
de l'unité, 147 
fonction, 627 
primitive de l'unité, 153 
d'un polynôme, 238 
d'une fraction rationnelle, 273 
deuxième, 142 
simple, multiple, 241, 273 
Kaisonnement 
par contraposée, 16 
par contre-exemple, 19 
par hypothése auxiliaire, 16 
par l'absurde, 17 
par récurrence, 19 
Rang, 167 
d'un systéme, 491 
d'une application linéaire, 375 
d'une famille de vecteurs, 332 
d'une matrice, 419 


Rangée d'une matrice, 393 
Rectangles, méthode des, 870 
Relation, 33 
d'ordre, 88 
d'ordre total, 89 
de Chasles, 844 
Heste 
dans K[X], 224, 230 
de Taylor, 752 
Riemann 
critere, 936, 937 
intégrale de, 927 
somme, 868 


Second membre 

d'un systéme, 487 

d'une équation, 33 
Semi convergence, 940 
Signature d'une permutation, 473 
Singleton, 24 
Sinus hyperbolique, 642 
Solution 

banale ou triviale, 490 

d'un systeme, 487 

d'une équation, 48 
Somme 

de Riemann, 868 

de sous-espaces vectoriels, 339, 

520 
directe de sous-espaces veeto- 
riels, 339, 520 

Sous-ensemble, 25 
Sous-espace propre, 519 
Bous-espace vectoriel, 306 

engendré, 310, 316 

supplémentaire, 339, 520 
Sous-tamille de vecteurs, 303 
Sous-suite, 186 
Spectre d'une matrice, 523 
Stationnaire, suite, 167 
Stirling, 199 
Subdivision 

adaptée, 832 

d'un intervalle, &AL 
Suite, 167 

adjacentes, 185 

arithmétique, 194 


bornée, 173 
convergente, 168 
de Cauchy, 191 
de Fibonacci, 306, 373 
divergente, 168 
extraite, 186 
géométrique, 195 
limite, 168 
majorée, 173 
minorée, 173 
nature, 168 
stationnaire, 167 
Supremum, 20 
Sur-famille de vecteurs, 303 
Surjection, 42 
Symetrie, 364 
Symbole 
de Kronecker, 395 
Systeme 
équivalent, 488 
carré, 487 
d'équations linéaires, 487 
déterminé, indéterminé, 488 
de Cramer, 493 
de type (n, p) ou n x p, 487 
homogene, 487 
rectangulaire, 487 
sous/sur abondant, 487 


Table de vérité, 5 
Tangente hyperbolique, 642 
Tautologie, & 
Terme d'une matrice, 393 
Thöoreme 
d’Abel, 940 
d'encadrement, 179, 577 
de Bolzano-Weierstrass, 189 
de d'Alembert-Gauss, 248 
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de Grassmann, 343 

de la base incomplète, 327 

de Rolle, 729 

des accroissement finis, 731 

des accroissements finis géné- 

ralisés, 742 

des valeurs intermédiaires, 594 

du rang, 376 
Triangle de Pascal, 71, 72 
Trigonalisation, 541 


Uniforme continuité, 598 
Union d'ensembles, 27 


Valeur 
absolue, 102, 715 
d'adhérence, 187 
movenne, 871 
propre 
d'un endomorphisme, 515 
d'une matrice, 523 
simple, multiple, 527 
Valuation d'un polynóme, 218 
Vandermonde, 746 
Vecteur 
colinéaire, coplanaire, 322 
d'un espace vectoriel, 207 
générateur, 312 
linéairement dépendant, 317 
propre 
d'un endomorphisme, 515 
d'une matrice, 523 
Voisinage, 110 
au, 683 
de l'infini, 11à 
sur un, 683 


Zéro, 605 
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Cours de mathématiques de premiere année 
avec exercices corrigés 


Cet ouvrage, réunissant en un tout cohérent algèbre et analyse, 
s'adresse de manière plus spécifique aux élèves de première année des 
cycles préparatoires intégrés des écoles d'ingénieurs mais peut étre utilisé 
avec profit par les étudiants de DEUG scientifiques et d'ILIT. || est issu de 
l'enseignement dispensé par les auteurs dans la filiere ASINSA qui est 
l'une des trois filières de premier cycle international de l'INSA de Lyon. A 
ce titre, il ne constitue pas seulement une somme de connaissances 
mathématiques de 1'* année de l'enseignement supérieur mais vise à pré- 
senter de maniere précise les résultats essentiels à une formation d'ingé- 
nieur généraliste. 

L'ouvrage est divisé en 20 chapitres regroupés en 5 grandes par- 
lies: ensembles numériques fondamentaux, polynómes et fractions 
rationnelles, algèbre linéaire, calcul différentiel et calcul intégral. Chaque 
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